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АНОТАЦІЯ 

 

Славɿк Олексɿй Валерɿйовиɱ. Математиɱне моделɸваннɹ поверхнɿ 

методами ɿнтерстрɿпацɿʀ функцɿй за неповноɸ ɿнформацɿɽɸ про неʀ. – 

Квалɿɮɿкаɰɿйна наɭкова праɰɹ на праваɯ рɭкописɭ. 

 Дисерɬаɰɿɹ на здобɭɬɬɹ наɭкового сɬɭпенɹ кандидаɬа ɮɿзико-

маɬемаɬиɱниɯ наɭк за спеɰɿалɶнɿсɬɸ 01.05.02 «Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ ɬа 

обɱислɸвалɶнɿ меɬоди». – Украʀнсɶка ɿнженерно-педагогɿɱна академɿɹ, 

Мɿнɿсɬерсɬво освɿɬи ɿ наɭки Украʀни; Харкɿвсɶкий наɰɿоналɶний ɭнɿверсиɬеɬ 

радɿоелекɬронɿки, Мɿнɿсɬерсɬво освɿɬи ɿ наɭки Украʀни; Харкɿв, 2020. 

 

За осɬаннɿй ɱас новɿ ɿнɮормаɰɿйнɿ операɬори (ɿнɬерлɿнаɰɿʀ, ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ, 

ɿнɬерɬɭбаɰɿʀ, ɿнɬерлайеризаɰɿʀ, ɿнɬерлокаɰɿʀ) набɭваɸɬɶ все бɿлɶɲоʀ 

попɭлɹрносɬɿ ɿ оɯоплɸɸɬɶ все бɿлɶɲе прикладниɯ задаɱ меɯанɿки ɬа ɬеɯнɿки. 

На даний моменɬ вɿдомɿ операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ (вɿд англ. inter – мɿж, вɿд англ. 

stripe – смɭга) длɹ вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ поверɯонɶ ɭ виглɹдɿ смɭг ɿз 

граниɰɹми, паралелɶними осɹм координаɬ, ɳо досиɬɶ силɶно звɭжɭɽ спекɬр 

прикладниɯ задаɱ, до ɹкиɯ можна засɬосɭваɬи меɬод. Томɭ ɭзагалɶненнɹ 

операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ на випадок смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ розɬаɲованɿ пɿд 

довɿлɶним кɭɬом або маɸɬɶ криволɿнɿйнɿ граниɰɿ зробиɬɶ операɬори бɿлɶɲ 

ɭнɿверсалɶними ɬа дасɬɶ змогɭ засɬосовɭваɬи операɬори длɹ бɿлɶɲоʀ кɿлɶкосɬɿ 

прикладниɯ задаɱ. 

Меɬɨɸ диɫеɪɬаɰɿйɧɨʀ ɪɨбɨɬи ɽ побɭдова маɬемаɬиɱниɯ моделей 

поверɯонɶ ɬривимɿрниɯ ɬɿл з ɭраɯɭваннɹм даниɯ про ниɯ на рɿзниɯ сисɬемаɯ 

смɭг на основɿ викорисɬаннɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй.  

Длɹ досɹгненнɹ посɬавленоʀ меɬи ɭ дисерɬаɰɿйнɿй робоɬɿ бɭли розв’ɹзанɿ 

ɬакɿ ɨɫɧɨвɧɿ задаɱɿ: 

− дослɿдженнɹ маɬемаɬиɱноʀ моделɿ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ за даними 

ɿнɬенсивносɬɿ освɿɬленосɬɿ на сисɬемɿ смɭг за допомогоɸ операɬорɿв 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ; 
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− ɭдосконаленнɹ меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ освɿɬленосɬɿ 

поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж паралелɶними смɭгами; 

− розробка ɬа дослɿдженнɹ нового меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами, 

розɬаɲованими пɿд довɿлɶним кɭɬом; 

− розробка ɬа дослɿдженнɹ нового меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами, ɳо маɸɬɶ 

криволɿнɿйнɿ граниɰɿ; 

− розробка ɬа дослɿдженнɹ нового меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами ɿз 

враɯɭваннɹм сɬрɭкɬɭри ɬɿла; 

− ɭдосконаленнɹ меɬодɭ знаɯодженнɹ лɿнɿй розривɭ неперервниɯ 

ɮɭнкɰɿй (однɿɽʀ або двоɯ змɿнниɯ) ɱи ʀɯ поɯɿдниɯ деɹкого порɹдкɭ; 

− проведеннɹ обɱислɸвалɶниɯ експерименɬɿв на основɿ розробленого 

авɬором пакеɬɭ прикладниɯ програм длɹ ɬесɬɭваннɹ запропонованиɯ меɬодɿв ɬа 

алгориɬмɿв. 

Об’ɽкɬ дɨɫɥɿджеɧɧɹ – проɰес обробки даниɯ дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ 

планеɬи. 

Пɪедɦеɬ дɨɫɥɿджеɧɧɹ – меɬод обробки ɬа вɿдновленнɹ даниɯ 

дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ планеɬи з викорисɬаннɹм ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй. 

Дослɿдженнɹ базɭɽɬɶсɹ на комплексномɭ викорисɬаннɿ новиɯ 

ɿнɮормаɰɿйниɯ операɬорɿв, меɬодɿв маɬемаɬиɱного аналɿзɭ ɬа маɬемаɬиɱного 

моделɸваннɹ: длɹ побɭдови маɬемаɬиɱниɯ моделей поверɯонɶ дослɿджɭваного 

об’ɽкɬɭ – ɬеорɿɹ наближеннɹ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ ɿз викорисɬаннɹм 

операɬорɿв ɿнɬерлɿнаɰɿʀ; длɹ сегменɬаɰɿʀ поверɯнɿ дослɿджɭваного об’ɽкɬɭ – 

меɬоди виɹвленнɹ розривɿв на ɰиɮровиɯ зображеннɹɯ; длɹ побɭдови розривниɯ 

сплайнɿв – меɬоди наближеннɹ операɬорами ɿнɬерполɹɰɿʀ. 

Проведенɿ в дисерɬаɰɿйнɿй робоɬɿ дослɿдженнɹ дозволили оɬримаɬи ɬакɿ 

новɿ наɭковɿ резɭлɶɬаɬи: 
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− набɭв свого подалɶɲого розвиɬкɭ меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ 

заданими про неʀ на сисɬемɿ паралелɶниɯ смɭг ɿз враɯɭваннɹм додаɬковоʀ 

ɿнɮормаɰɿʀ, вɿдмɿннɿсɬɶ ɹкого вɿд ɿснɭɸɱого меɬодɭ ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ полɹгаɽ ɭ 

викорисɬаннɿ бɿлɶɲого об’ɽмɭ даниɯ зɿ смɭг; 

− запропоновано ɬа обʉрɭнɬовано меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ за даними 

про неʀ на сисɬемɿ смɭг, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом, ɳо дозволɹɽ 

вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ ɹкɳо ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на смɭгаɯ, граниɰɿ 

ɹкиɯ описɭɸɬɶсɹ лɿнɿйними ɮɭнкɰɿɹми; 

− ɭперɲе побɭдовано маɬемаɬиɱнɭ моделɶ поверɯнɿ ɬɿла за даними про 

неʀ на сисɬемɿ смɭг, ɳо маɸɬɶ криволɿнɿйнɿ граниɰɿ, ɳо дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи 

поверɯнɸ ɹкɳо ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на смɭгаɯ, граниɰɿ описɭɸɬɶсɹ 

неперервними ɮɭнкɰɿɹми; 

− розроблено ɬа дослɿджено меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ за даними про 

неʀ на сисɬемɿ смɭг ɿз враɯɭваннɹм сɬрɭкɬɭри ɬɿла, ɳо дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи 

поверɯнɸ ɿз враɯɭваннɹм особливосɬей ɬексɬɭри об’ɽкɬа дослɿдженнɹ на 

вɿдомиɯ смɭгаɯ; 

− ɭдосконалено меɬод знаɯодженнɹ лɿнɿй розривɭ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй 

(однɿɽʀ або двоɯ змɿнниɯ) ɱи ʀɯ поɯɿдниɯ деɹкого порɹдкɭ, ɹкий дозволɹɽ 

локалɿзɭваɬи з деɹким наперед заданим порɹдком ɬоɱносɬɿ розриви ɮɭнкɰɿʀ ɱи ʀʀ 

поɯɿдноʀ деɹкого порɹдкɭ. 

Розробленɿ в дисерɬаɰɿйнɿй робоɬɿ меɬоди можɭɬɶ бɭɬи викорисɬанɿ длɹ 

авɬомаɬиɱного вɿдновленнɹ поверɯнɿ мɿж смɭгами на основɿ даниɯ 

дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ Землɿ, аероɮоɬозйомки, сейсморозвɿдки ɬоɳо. 

Резɭлɶɬаɬи дисерɬаɰɿйноʀ робоɬи  викорисɬанɿ ɭ навɱалɶномɭ проɰесɿ 

каɮедри ɿнɮормаɰɿйниɯ комп’ɸɬерниɯ ɬеɯнологɿй ɿ маɬемаɬики Украʀнсɶкоʀ 

ɿнженерно-педагогɿɱноʀ академɿʀ в кɭрсɿ «Інɮормаɰɿйнɿ ɬеɯнологɿʀ в наɭковиɯ 

дослɿдженнɹɯ». 

Резɭлɶɬаɬи дисерɬаɰɿйноʀ робоɬи викорисɬанɿ при виконаннɿ 

держбɸджеɬноʀ ɬеми «Розробка ɬа дослɿдженнɹ нового меɬодɭ побɭдови 4D 
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мɿжсвердловинноʀ акселеромеɬриɱноʀ маɬемаɬиɱноʀ моделɿ кори Землɿ за 

даними сейсмɿɱного зондɭваннɹ» (ʋ ДР 0115U002498). 

Резɭɥɶɬаɬи диɫеɪɬаɰɿйɧɨʀ ɪɨбɨɬи ɨɩɭбɥɿкɨваɧɨ в 13 робоɬаɯ. З ниɯ 7 

сɬаɬей ɭ наɭковиɯ перɿодиɱниɯ виданнɹɯ (з ниɯ 1 сɬаɬɬɹ – ɭ перɿодиɱномɭ 

виданнɿ, ɳо вклɸɱено до наɭкомеɬриɱноʀ бази Scopus; 5 сɬаɬей – ɭ наɭковиɯ 

ɮаɯовиɯ виданнɹɯ Украʀни, ɳо вклɸɱено до Перелɿкɭ МОН Украʀни з ɮɿзико-

маɬемаɬиɱниɯ наɭк; 1 сɬаɬɬɹ – ɭ наɭковиɯ ɮаɯовиɯ виданнɹɯ Украʀни, ɳо 

вклɸɱено до Перелɿкɭ МОН Украʀни з ɬеɯнɿɱниɯ наɭк); 6 робɿɬ – ɭ збɿрникаɯ 

маɬерɿалɿв конɮеренɰɿй ɬа ɬез доповɿдей. 

Клɸɱовɿ слова: новɿ ɿнɮормаɰɿйнɿ операɬори, ɿнɬерсɬрɿпаɰɿɹ, 

ɿнɬерлɿнаɰɿɹ, вɿдновленнɹ зображенɶ, дисɬанɰɿйне зондɭваннɹ планеɬи, 

сейсмɿɱна ɬомограɮɿɹ, карɬограɮɿɹ, ε-неперервнɿсɬɶ, dkε-неперервнɿсɬɶ. 
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ABSTRACT 

 

Slavik Oleksii Valeriyovich. Mathematical modeling of surfaces by 

methods of interstripation of functions on incomplete information about it. – A 

qualifying scientific work on the rights of manuscripts. 

 А dissertation for the degree of a candidate of physical and mathematical 

sciences in the specialty 01.05.02 «Mathematical modeling and computational 

methods». – Ukrainian Engineering Pedagogics Academy, Ministry of Education and 

Science of Ukraine; Kharkiv National University of Radioelectronics, Ministry of 

Education and Science of Ukraine; Kharkiv, 2020. 

 

Recently, new information operators (interlination, interstipation, intertubation, 

interlayerization, interlocation) are becoming increasingly popular and cover more 

and more applied problems of mechanics and technology. At the moment, 

interstipation operators are known for the restoration of damaged surfaces in the form 

of stripes with boundaries parallel to the coordinate axes, which greatly narrows the 

range of applied problems to which the method can be applied. Therefore, the 

generalization of interstipation operators in the case of stripes whose boundaries are 

located at an arbitrary angle or have curvilinear boundaries will make operators more 

universal and will allow operators to be used for more applications. 

The objective of the dissertation is to build mathematical models of surfaces of 

three-dimensional bodies taking into account data on them on different systems of 

stripes on the basis of use of operators of interstipation functions. 

To achieve this objective in the dissertation the following main tasks were 

solved:  

− to study of the mathematical model the intensity of illumination of surface 

on the system of stripes with the help of interstipation operators; 

− to improve the method of mathematical modeling of the illumination of the 

body surface by the operators of interstipation between stripes with parallel 

boundaries;  
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− to develop and research the new method of mathematical modeling of the 

illumination of the body surface by interstipation operators between the stripes with 

boundaries, located at an arbitrary angle;  

− to develop and research of a new method of mathematical modeling of the 

illumination of the body surface by interstipation operators between stripes with 

curvilinear boundaries;  

− to develop and research of a new method of mathematical modeling of the 

illumination of the body surface by interstipation operators between the stripes, 

taking into account the structure of the body;  

− to improve the method of finding the lines of discontinuity of continuous 

functions (one or two variables) or their derivatives of some order;  

− to conduct computational experiments on the basis of a package of 

applications developed by the author for testing the proposed methods and 

algorithms. 

The object of research is the process of processing remote sensing data of the 

planet.  

The subject of research is a method of processing and restoring data of remote 

sensing of the planet using interstipation of functions.  

The research is based on the complex use of new information operators, 

methods of mathematical analysis and mathematical modeling: to build mathematical 

models of the surfaces of the object − the theory of approximation of functions of two 

variables using interlination operators; for segmentation of the surface of the object − 

methods of detecting edges in digital images; for the construction of discontinuous 

splines − methods of approximation by interpolation operators. 

The research in the dissertation allowed to obtain the following new scientific 

results:  

− the method of restoration of a surface according to its data on system of 

parallel strips taking into account the additional information which difference from an 

existing method of interstripation consists in use of bigger volume of data from strips, 

has got the further development;  
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− the method of surface restoration according to its data on the system of strips 

located at an arbitrary angle, which allows to restore the surface if information about 

it is known on the strips, the boundaries are described by linear functions, has 

proposed and substantiated;  

− the mathematical model of the body surface based on data on it on a system 

of strips with curvilinear boundaries, which allows to restore the surface if 

information about it is known on the strips with the boundaries in the form of 

continuous functions;  

− the method of restoring the surface according to the data on it on a system of 

strips taking into account the structure of the body, which allows to restore the 

surface taking into account the texture of the object on known strips, has developed 

and researched;  

− the method of finding discontinuity lines of continuous functions (one or two 

variables) or their derivatives of some order, which allows to localize with some 

predetermined order the accuracy the discontinuity of a function or its derivative of 

some order, is improved. 

The methods obtained in the dissertation can be used for automatic restoration 

of the surface between the strips on the basis of remote sensing of the Earth, aerial 

photography, seismic tomography, etc. 

The results of the dissertation have been used in the educational process of the 

Department of Information Computer Technologies and Mathematics of the 

Ukrainian Engineering Pedagogical Academy in the course «Information 

Technologies in Research». 

The results of the dissertation have been used in the research, which are funded 

by Ministry of Education of Ukraine. 

The results of the research have been published in 13 works. From them 7 

articles in scientific periodicals (from them 1 article - in the periodical, which is 

included in the Scopus; 5 articles - in the scientific journals of Ukraine in physical 

and mathematical sciences; 1 article - in scientific journal of Ukraine in technical 

sciences); 6 papers - in the conference proceedings. 
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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 

 

\  – множина дɿйсниɯ ɱисел, x x� � �f � �f\ ; 

n\  – евклɿдɿв n �  вимɿрний просɬɿр, � �1,..., , 1,n
n ix x x x i n � � �  \ \ ; 

x�$  – елеменɬ x  належиɬɶ множинɿ А; 

x�$  – елеменɬ x  не належиɬɶ множинɿ А; 

$ %*  – об'ɽднаннɹ множин А ɬа В; 

$ %�  – переɬин множин А ɬа В; 

$�%  – множина А ɽ ɱасɬиноɸ множини В; 

$  – замиканнɹ множини А; 

ijG  – символ Кронекера; 1iiG  ; 0ijG  , ɹкɳо i jz ; 

[ , ]U a b  – рɿвномɿрний розподɿл на вɿдрɿзкɭ > @,a b . 
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ВСТУП 

 

Актуалɶнɿстɶ теми. За осɬаннɿй ɱас новɿ ɿнɮормаɰɿйнɿ операɬори 

(зокрема, операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ) набɭваɸɬɶ все бɿлɶɲоʀ попɭлɹрносɬɿ ɿ 

оɯоплɸɸɬɶ все бɿлɶɲе прикладниɯ задаɱ меɯанɿки ɬа ɬеɯнɿки. Наприклад, в 

задаɱаɯ обробки даниɯ дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ Землɿ, оɬриманиɯ з 

лɿɬалɶного апараɬɭ або ɲɬɭɱного сɭпɭɬника планеɬи; обробки поɲкоджениɯ 

даниɯ сейсмɿɱноʀ ɬомограɮɿʀ; обробки граɮɿɱниɯ даниɯ, поɲкоджениɯ в 

резɭлɶɬаɬɿ помилок при передаɱɿ даниɯ по мережɿ або ʀʀ перенаванɬаженнɹ; 

обробɰɿ арɯɿвниɯ докɭменɬɿв ɭ виглɹдɿ зображенɶ, ɳо маɸɬɶ рɿзноманɿɬнɿ 

споɬвореннɹ (подрɹпини, плɹми, пил, непоɬрɿбнɿ написи, лɿнɿʀ згинɭ) ɬоɳо. 

На даний моменɬ вɿдомɿ операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ вɿдновленнɹ 

поɲкоджениɯ поверɯонɶ ɭ виглɹдɿ смɭг ɿз граниɰɹми, паралелɶними осɹм 

координаɬ, ɳо досиɬɶ силɶно звɭжɭɽ спекɬр прикладниɯ задаɱ, до ɹкиɯ ʀɯ 

можна засɬосɭваɬи. Томɭ ɭзагалɶненнɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ на випадок 

смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ розɬаɲованɿ пɿд довɿлɶним кɭɬом або маɸɬɶ криволɿнɿйнɿ 

граниɰɿ зробиɬɶ операɬори бɿлɶɲ ɭнɿверсалɶними, ɳо дасɬɶ змогɭ 

засɬосовɭваɬи операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ бɿлɶɲоʀ кɿлɶкосɬɿ прикладниɯ задаɱ. 

Зв’ɹзок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисерɬаɰɿйна робоɬа виконɭваласɶ на каɮедрɿ виɳоʀ ɬа прикладноʀ маɬемаɬики 

Украʀнсɶкоʀ ɿнженерно-педагогɿɱноʀ академɿʀ. Як виконавеɰɶ, здобɭваɱ 

проводив дослɿдженнɹ ɭ рамкаɯ держбɸджеɬноʀ ɬеми ʋ 15-01 ДБ «Розробка ɬа 

дослɿдженнɹ нового меɬодɭ побɭдови 4D мɿжсвердловинноʀ акселеромеɬриɱноʀ 

маɬемаɬиɱноʀ моделɿ кори Землɿ за даними сейсмɿɱного зондɭваннɹ» 

(ʋ ДР 0115U002498), ɹка вɯодила до планɭ НДР ɰɿɽʀ каɮедри. 

Мета ɿ завданнɹ дослɿдженнɹ. Меɬоɸ даноʀ робоɬи ɽ побɭдова 

маɬемаɬиɱниɯ моделей поверɯонɶ ɬривимɿрниɯ ɬɿл з ɭраɯɭваннɹм даниɯ про 

ниɯ на рɿзниɯ сисɬемаɯ смɭг на основɿ викорисɬаннɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ 

ɮɭнкɰɿй. Длɹ досɹгненнɹ сɮормɭлɶованоʀ меɬи ɭ проɰесɿ дослɿдженɶ посɬавленɿ 

ɬакɿ завданнɹ: 
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− дослɿдженнɹ маɬемаɬиɱноʀ моделɿ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ за даними 

ɿнɬенсивносɬɿ освɿɬленосɬɿ на сисɬемɿ лɿнɿй за допомогоɸ операɬорɿв 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ; 

− ɭдосконаленнɹ меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ освɿɬленосɬɿ 

поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж паралелɶними смɭгами; 

− розробка ɬа дослɿдженнɹ нового меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами, 

розɬаɲованими пɿд довɿлɶним кɭɬом; 

− розробка ɬа дослɿдженнɹ нового меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами, ɳо маɸɬɶ 

криволɿнɿйнɿ граниɰɿ; 

− розробка ɬа дослɿдженнɹ нового меɬодɭ маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами ɿз 

враɯɭваннɹм сɬрɭкɬɭри ɬɿла; 

− ɭдосконаленнɹ меɬодɭ знаɯодженнɹ лɿнɿй розривɭ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй 

(однɿɽʀ або двоɯ змɿнниɯ) ɱи ʀɯ поɯɿдниɯ деɹкого порɹдкɭ; 

− проведеннɹ обɱислɸвалɶниɯ експерименɬɿв на основɿ розробленого 

авɬором пакеɬɭ прикладниɯ програм длɹ ɬесɬɭваннɹ запропонованиɯ меɬодɿв ɬа 

алгориɬмɿв. 

Об'ɽкɬɨɦ дɨɫɥɿджеɧɧɹ ɽ проɰес обробки даниɯ дисɬанɰɿйного 
зондɭваннɹ планеɬи.  

Пɪедɦеɬɨɦ дɨɫɥɿджеɧɧɹ ɽ меɬод обробки ɬа вɿдновленнɹ даниɯ 

дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ планеɬи з викорисɬаннɹм ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй. 

Меɬɨди дɨɫɥɿджеɧɧɹ базɭɸɬɶсɹ на комплексномɭ викорисɬаннɿ новиɯ 

ɿнɮормаɰɿйниɯ операɬорɿв, меɬодɿв маɬемаɬиɱного аналɿзɭ ɬа маɬемаɬиɱного 

моделɸваннɹ: длɹ побɭдови маɬемаɬиɱниɯ моделей поверɯонɶ дослɿджɭваного 

об'ɽкɬɭ – ɬеорɿɹ наближеннɹ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ ɿз викорисɬаннɹм операɬорɿв 

ɿнɬерлɿнаɰɿʀ; длɹ сегменɬаɰɿʀ поверɯнɿ дослɿджɭваного об'ɽкɬɭ – меɬоди 

виɹвленнɹ розривɿв на ɰиɮровиɯ зображеннɹɯ; длɹ побɭдови розривниɯ 

сплайнɿв – меɬоди наближеннɹ операɬорами ɿнɬерполɹɰɿʀ. 
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Наукова новизна отриманих резулɶтатɿв. Проведенɿ в дисерɬаɰɿйнɿй 

робоɬɿ дослɿдженнɹ дозволили оɬримаɬи ɬакɿ новɿ наɭковɿ резɭлɶɬаɬи: 

− набɭв свого подалɶɲого розвиɬкɭ меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ за 

даними про неʀ на сисɬемɿ паралелɶниɯ смɭг ɿз враɯɭваннɹм додаɬковоʀ 

ɿнɮормаɰɿʀ, вɿдмɿннɿсɬɶ ɹкого вɿд ɿснɭɸɱого меɬодɭ ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ полɹгаɽ в 

викорисɬаннɿ бɿлɶɲого об’ɽмɭ даниɯ зɿ смɭг; 

− запропоновано ɬа обʉрɭнɬовано меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ за даними 

про неʀ на сисɬемɿ смɭг, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом, ɳо дозволɹɽ 

вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ ɹкɳо ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на смɭгаɯ, граниɰɿ 

описɭɸɬɶсɹ лɿнɿйними ɮɭнкɰɿɹми; 

− ɭперɲе побɭдовано маɬемаɬиɱнɭ моделɶ поверɯнɿ ɬɿла за даними про 

неʀ на сисɬемɿ смɭг, ɳо маɸɬɶ криволɿнɿйнɿ граниɰɿ, ɳо дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи 

поверɯнɸ ɹкɳо ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на смɭгаɯ, граниɰɿ описɭɸɬɶсɹ 

неперервними ɮɭнкɰɿɹми; 

− розроблено ɬа дослɿджено меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ за даними про 

неʀ на сисɬемɿ смɭг ɿз враɯɭваннɹм сɬрɭкɬɭри ɬɿла, ɳо дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи 

поверɯнɸ ɿз враɯɭваннɹм особливосɬей ɬексɬɭри об’ɽкɬа дослɿдженнɹ на 

вɿдомиɯ смɭгаɯ; 

− вдосконалено меɬод знаɯодженнɹ лɿнɿй розривɭ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй 

(однɿɽʀ або двоɯ змɿнниɯ) ɱи ʀɯ поɯɿдниɯ деɹкого порɹдкɭ, ɹкий дозволɹɽ 

локалɿзɭваɬи з деɹким наперед заданим порɹдком ɬоɱносɬɿ розриви ɮɭнкɰɿʀ ɱи ʀʀ 

поɯɿдноʀ деɹкого порɹдкɭ. 

 Практиɱне знаɱеннɹ одержаних резулɶтатɿв. Оɬриманɿ резɭлɶɬаɬи 

можɭɬɶ бɭɬи викорисɬанɿ длɹ авɬомаɬиɱного вɿдновленнɹ поверɯнɿ мɿж смɭгами 

на основɿ даниɯ дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ Землɿ, аероɮоɬозйомки, 

сейсморозвɿдки ɬоɳо. Крɿм ɬого розроблена маɬемаɬиɱна моделɶ поверɯнɿ 

може бɭɬи викорисɬана длɹ вɿдновленнɹ двовимɿрниɯ сигналɿв, поɲкоджениɯ в 

резɭлɶɬаɬɿ помилок при передаɱɿ даниɯ по мережɿ або ʀʀ переванɬаженнɸ. 

Оɰɿнка справжнɿɯ знаɱенɶ вɬраɱениɯ даниɯ необɯɿдна в бɿлɶɲосɬɿ задаɱ 

ɰиɮровоʀ обробки зображенɶ або, наприклад, в задаɱаɯ обробки арɯɿвниɯ 



21 
 

 

докɭменɬɿв ɭ виглɹдɿ граɮɿɱниɯ зображенɶ, ɳо маɸɬɶ рɿзноманɿɬнɿ споɬвореннɹ 

(подрɹпини, плɹми, пил, непоɬрɿбнɿ написи, лɿнɿʀ згинɭ ɬоɳо); при ресɬавраɰɿʀ 

поɲкоджениɯ карɬин, порɬреɬɿв, зображенɶ ɬоɳо. 

 Особистий внесок здобуваɱа. Основний змɿсɬ дисерɬаɰɿйноʀ робоɬи 

опɭблɿковано ɭ 13 робоɬаɯ [1–13]. Резɭлɶɬаɬи, ɹкɿ складаɸɬɶ основɭ 

дисерɬаɰɿйноʀ робоɬи, опɭблɿкованɿ в робоɬаɯ [5, 8–10], оɬриманɿ одноосɿбно. У 

праɰɹɯ, опɭблɿкованиɯ ɭ спɿвавɬорсɬвɿ, дисерɬанɬɭ належаɬɶ ɬакɿ резɭлɶɬаɬи: 

[1] – меɬод виɹвленнɹ розривɿв ɮɭнкɰɿй за допомогоɸ dkε-неперервносɬɿ; [2] – 

меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла за допомогоɸ ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿʀ на 

смɭгаɯ, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом; [3, 4] – меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ 

ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ на паралелɶниɯ смɭгаɯ ɿз враɯɭваннɹм ɲɭмɿв 

вɯɿдниɯ даниɯ; [6] – меɬод вɿдновленнɹ поɲкодженого зображеннɹ 

операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ; [7] – ɭзагалɶнена 

ɯаракɬерисɬика меɬодɿв вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ; 

[11] – меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ на 

непереɬинниɯ смɭгаɯ ɿз криволɿнɿйними граниɰɹми; [12] – алгориɬм 

вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла ɿз враɯɭваннɹм його сɬрɭкɬɭри; [13] – алгориɬм 

вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ на переɬинниɯ смɭгаɯ 

розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом. 

 Апробацɿɹ резулɶтатɿв дисертацɿʀ. Основнɿ положеннɹ ɿ резɭлɶɬаɬи 

дисерɬаɰɿйноʀ робоɬи доповɿдалисɶ ɬа обговорɸвалисɶ на: 

− VI всеɭкраʀнсɶкɿй наɭково-пракɬиɱнɿй конɮеренɰɿʀ з мɿжнародноɸ 

ɭɱасɬɸ «Інɮормаɬика ɬа сисɬемнɿ наɭки (ІСН-2015)» (19-21 березнɹ 2015 рокɭ, 

м. Полɬава); 

− XIX мɿжнародномɭ молодɿжномɭ ɮорɭмɿ «Радɿоелекɬронɿка ɬа молодɶ 

ɭ XXI сɬолɿɬɬɿ» (20-22 квɿɬнɹ, 2015 рокɭ, ХНУРЕ, м. Харкɿв); 

− VII всеɭкраʀнсɶкɿй наɭково-пракɬиɱнɿй конɮеренɰɿʀ з мɿжнародноɸ 

ɭɱасɬɸ «Інɮормаɬика ɬа сисɬемнɿ наɭки (ІСН-2016)» (10-12 березнɹ 2016 рокɭ, 

м. Полɬава); 

− Європейсɶкомɭ конгресɿ маɬемаɬики «7th European Congress of 
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Mathematics (7ECM)» (18-22 липнɹ 2016 рокɭ, м. Берлɿн); 

− XLIX наɭково-пракɬиɱнɿй конɮеренɰɿʀ проɮесорсɶко-викладаɰɶкого 

складɭ Украʀнсɶкоʀ ɿнженерно-педагогɿɱноʀ академɿʀ (секɰɿɹ «Виɳоʀ ɬа 

прикладноʀ маɬемаɬики») (25-29 вереснɹ 2016 рокɭ, м. Харкɿв); 

− IV наɭково-ɬеɯнɿɱнɿй конɮеренɰɿʀ «Обɱислɸвалɶнɿ меɬоди ɬа сисɬеми 

переɬвореннɹ ɿнɮормаɰɿʀ» (28-30 вереснɹ 2016 рокɭ, м. Лɶвɿв); 

− VIII всеɭкраʀнсɶкɿй наɭково-пракɬиɱнɿй конɮеренɰɿʀ з мɿжнародноɸ 

ɭɱасɬɸ «Інɮормаɬика ɬа сисɬемнɿ наɭки (ІСН-2017)» (16-18 березнɹ 2017 рокɭ, 

м. Полɬава); 

− Мɿжнароднɿй наɭковɿй конɮеренɰɿʀ «Пиɬаннɹ опɬимɿзаɰɿʀ обɱисленɶ 

(ПОО-XLIV)» (26-29 вереснɹ 2017 рокɭ, м. Кам'ɹнеɰɶ-Подɿлɶсɶкий); 

− семɿнарɿ «Образний комп'ɸɬер» (28 лисɬопада 2017 рокɭ, м. Киʀв). 

 Публɿкацɿʀ. За резɭлɶɬаɬами дослɿдженнɹ опɭблɿковано 13 робɿɬ: серед 

ниɯ 7 сɬаɬей ɭ наɭковиɯ перɿодиɱниɯ виданнɹɯ (з ниɯ 1 сɬаɬɬɹ – ɭ перɿодиɱномɭ 

виданнɿ, ɳо вклɸɱено до наɭкомеɬриɱноʀ бази Scopus [7]; 5 сɬаɬей – ɭ наɭковиɯ 

ɮаɯовиɯ виданнɹɯ Украʀни, ɳо вклɸɱено до Перелɿкɭ МОН Украʀни з ɮɿзико-

маɬемаɬиɱниɯ наɭк [2–6];1 сɬаɬɬɹ – ɭ наɭковиɯ ɮаɯовиɯ виданнɹɯ Украʀни, ɳо 

вклɸɱено до Перелɿкɭ МОН Украʀни з ɬеɯнɿɱниɯ наɭк [1]); 6 робɿɬ – ɭ збɿрникаɯ 

маɬерɿалɿв конɮеренɰɿй ɬа ɬез доповɿдей [8–13]. 

 Структура та обсɹг дисертацɿʀ. Дисерɬаɰɿɹ вклɸɱаɽ всɬɭп, ɱоɬири 

роздɿли, список викорисɬаниɯ джерел ɿз 100 найменɭванɶ (на 9 сɬорɿнкаɯ), 54 

ɿлɸсɬраɰɿʀ, 1 ɬаблиɰɸ ɬа 2 додаɬки. Загалɶний обсɹг робоɬи складаɽ 178 

сɬорɿнок дрɭкованого ɬексɬɭ, з ниɯ 148 сɬорɿнок основного ɬексɬɭ. 
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1 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ З ТЕМИ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

 В наɲ ɱас обробка сигналɿв ɬа зображенɶ ɽ однɿɽɸ з найважливɿɲиɯ задаɱ 

в радɿоɬеɯнɿɰɿ. Резɭлɶɬаɬи дослɿдженɶ в данɿй обласɬɿ засɬосовɭɸɬɶсɹ ɭ: 

− сисɬемаɯ комп'ɸɬерного (або маɲинного) зорɭ; 

− сисɬемаɯ доповненоʀ реалɶносɬɿ; 

− робоɬоɬеɯнɿɰɿ; 

− промисловосɬɿ; 

− сɮерɿ ІТ-ɬеɯнологɿй; 

− ɬопограɮɿʀ; 

− медиɰинɿ ɿ ɬ.п. [14-18]. 

 

1.1 Оглɹд меɬодɿв виɹвленнɹ розривɿв на ɰиɮровиɯ зображеннɹɯ 

 

Сегменɬаɰɿɹ зображеннɹ – ɰе проɰес подɿлɭ ɰиɮрового зображеннɹ на 

безлɿɱ обласɬей або наборɿв пɿкселɿв. Факɬиɱно, ɰей подɿл на рɿзнɿ об'ɽкɬи, ɹкɿ 

маɸɬɶ однаковɭ ɬексɬɭрɭ або колɿр. Резɭлɶɬаɬом сегменɬаɰɿʀ ɽ набɿр обласɬей, 

ɳо покриваɸɬɶ разом все зображеннɹ, ɿ набɿр конɬɭрɿв. Всɿ пɿкселɿ з однɿɽʀ 

обласɬɿ подɿбнɿ за деɹкими ɯаракɬерисɬиками, ɬакими ɹк колɿр, ɬексɬɭра або 

ɿнɬенсивнɿсɬɶ. Сɭмɿжнɿ обласɬɿ вɿдрɿзнɹɸɬɶсɹ один вɿд одного ɰими ж 

ɯаракɬерисɬиками. Рɿзнɿ пɿдɯоди знаɯодженнɹ меж мɿж обласɬɹми базɭɸɬɶсɹ на 

неоднорɿдносɬɹɯ рɿвнɿв ɿнɬенсивносɬɿ ɹскравосɬɿ. Таки ɱином вибɿр меɬодɭ 

сегменɬаɰɿʀ зображеннɹ залежиɬɶ вɿд проблеми, ɹкɭ необɯɿдно вирɿɲиɬи [19-

22]. 

Порогова сегменɬаɰɿɹ ɽ найпросɬɿɲим видом сегменɬаɰɿʀ. На ʀʀ основɿ 

обласɬɿ можɭɬɶ бɭɬи класиɮɿкованɿ за базовим дɿапазоном знаɱенɶ, ɹкɿ залежаɬɶ 

вɿд ɿнɬенсивносɬɿ пɿкселɿв зображеннɹ. Порогова обробка переɬворɸɽ вɯɿдне 

зображеннɹ в бɿнарне. 

Меɬоди сегменɬаɰɿʀ, заснованɿ на виɹвленнɿ обласɬей, знаɯодɹɬɶ 

безпосереднɶо рɿзкɿ змɿни знаɱенɶ ɿнɬенсивносɬɿ. Такɿ меɬоди називаɸɬɶсɹ 
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граниɱними меɬодами. Виɹвленнɹ меж – ɮɭндаменɬалɶна проблема при аналɿзɿ 

зображенɶ. Теɯнɿки видɿленнɹ граниɰɶ зазвиɱай викорисɬовɭɸɬɶсɹ длɹ 

знаɯодженнɹ неоднорɿдносɬей на ɱорно-бɿломɭ зображеннɿ.  

Граниɰɿ об'ɽкɬɿв на зображеннɿ в знаɱнɿй мɿрɿ зменɲɭɸɬɶ кɿлɶкɿсɬɶ даниɯ, 

ɹкɿ необɯɿдно обробиɬи, ɿ в ɬой же ɱас зберɿгаɸɬɶ важливɭ ɿнɮормаɰɿɸ про 

об'ɽкɬи на зображеннɿ, ʀɯ ɮормɭ, розмɿр, кɿлɶкɿсɬɶ. Головноɸ особливɿсɬɸ 

ɬеɯнɿки виɹвленнɹ граниɰɶ ɽ можливɿсɬɶ виɹвиɬи ɬоɱнɭ лɿнɿɸ з ʀʀ орɿɽнɬаɰɿɽɸ. 

У лɿɬераɬɭрɿ описано безлɿɱ алгориɬмɿв, ɹкɿ дозволɹɸɬɶ виɹвлɹɬи межɿ об'ɽкɬɿв, 

але нɿде немаɽ описɭ ɬого, ɹк оɰɿнɸваɬи резɭлɶɬаɬи обробки. Резɭлɶɬаɬи 

оɰɿнɸɸɬɶсɹ сɭɬо ɿндивɿдɭалɶно ɿ залежаɬɶ вɿд сɮери ʀɯ засɬосɭваннɹ. 

Виɹвленнɹ проɮɿлɸ об’ɽкɬɿв – ɮɭндаменɬалɶний ɿнсɬрɭменɬ длɹ 

сегменɬаɰɿʀ зображеннɹ. Такɿ алгориɬми переɬворɹɬɶ вɯɿдне зображеннɹ в 

зображеннɹ з конɬɭрами об'ɽкɬɿв, переважно в сɿриɯ ɬонаɯ. В обробɰɿ 

зображенɶ, особливо в сисɬемаɯ комп'ɸɬерного зорɭ, за допомогоɸ видɿленнɹ 

конɬɭрɭ розглɹдаɸɬɶ важливɿ змɿни рɿвнɹ ɹскравосɬɿ на зображеннɿ, ɮɿзиɱнɿ ɬа 

геомеɬриɱнɿ парамеɬри об'ɽкɬа ɬоɳо. Це ɮɭндаменɬалɶний проɰес, ɹкий описɭɽ 

в загалɶниɯ рисаɯ об'ɽкɬи, оɬримɭɸɱи ɬим самим деɹкɿ данɿ про зображеннɹ. 

Виɹвленнɹ проɮɿлɸ ɽ найпопɭлɹрнɿɲим пɿдɯодом длɹ виɹвленнɹ знаɱниɯ 

неоднорɿдносɬей. 

Конɬɭри ɽ мɿсɰевоɸ змɿноɸ ɹскравосɬɿ на зображеннɿ. Вони, ɹк правило, 

проɯодɹɬɶ по краɸ мɿж двома обласɬɹми. За допомогоɸ конɬɭрɿв можна 

оɬримаɬи базовɿ данɿ про зображеннɹ. Фɭнкɰɿʀ ʀɯ оɬриманнɹ викорисɬовɭɸɬɶсɹ 

передовими алгориɬмами комп'ɸɬерного зорɭ ɿ ɬакиɯ обласɬɹɯ, ɹк медиɱна 

обробка зображенɶ, бɿомеɬрɿɹ ɿ ɬомɭ подɿбнɿ. Виɹвленнɹ конɬɭрɿв – акɬивна 

обласɬɶ дослɿдженɶ, ɬак ɹк вɿн полегɲɭɽ високорɿвневий аналɿз зображенɶ. На 

напɿвɬоновиɯ зображеннɹɯ ɿснɭɽ ɬри види розривɿв: ɬоɱка, лɿнɿɹ ɿ конɬɭр. Длɹ 

виɹвленнɹ всɿɯ ɬрɶоɯ видɿв неоднорɿдносɬей можɭɬɶ бɭɬи викорисɬанɿ 

просɬоровɿ маски. 

Існɭɽ багаɬо ɲлɹɯɿв виɹвленнɹ розривɿв. Проɬе, ʀɯ можна об’ɽднаɬи ɭ двɿ 

грɭпи, ɬакɿ ɹк градɿɽнɬнɿ ɬа основанɿ на операɬорɿ Лапласа. Градɿɽнɬнɿ меɬоди 
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виɹвлɹɸɬɶ розриви ɲɭкаɸɱɿ максимɭм ɬа мɿнɿмɭм в перɲɿй поɯɿднɿй 

зображеннɹ [23]. Меɬоди основанɿ на операɬорɿ Лапласа здɿйснɸɸɬɶ поɲɭк по 

нɭлɹм в дрɭгɿй поɯɿднɿй зображеннɹ длɹ знаɯодженнɹ розривɿв. 

Всɿ меɬоди виɹвленнɹ розривɿв ɬак ɱи ɿнакɲе викорисɬовɭɸɬɶ понɹɬɬɹ 

згорɬки ɹдрами вɿдповɿдного операɬора з зображеннɹм. Неɯай I – маɬриɰɹ 

зображеннɹ розмɿром N Mu , ɹке аналɿзɭɽɬɶсɹ, G – ɹдро деɹкого операɬора, ɹке 

подане ɭ виглɹдɿ квадраɬноʀ маɬриɰɿ n nu  (зазвиɱай n=3,5,7). Тодɿ згорɬкоɸ 

ɹдра з зображеннɹм бɭдемо вважаɬи [1] 

 

 , , ,i j i jH L G �    (1.1) 

 

де ,i jL  – пɿдмаɬриɰɹ маɬриɰɿ I розмɿром n nu , вɿдповɿдно до розмɿрɭ маɬриɰɿ G. 

 Пɿдмаɬриɰɹ ,i jL  маɬриɰɿ I мɿсɬиɬɶ в собɿ елеменɬи 

1 1 1 1, , .
2 2 2 2
n n n ni i j j� � � �ª º ª º� � u � �« » « »¬ ¼ ¬ ¼

 Оɬримана маɬриɰɹ H маɽ розмɿр 

� � � �1 1N n M n� � u � � . Тобɬо пɿслɹ кожного засɬосɭваннɹ ɬакоʀ згорɬки розмɿр 

виɯɿдного зображеннɹ зменɲɭɽɬɶсɹ в залежносɬɿ вɿд розмɿрɭ ɹдра G. 

В бɿлɶɲосɬɿ меɬодɿв виɹвленнɹ розривɿв загалɶна сɯема полɹгаɽ в ɬомɭ, 

ɳо проводиɬɶсɹ згорɬка ɹдер XG  ɬа YG  з зображеннɹм. Поɬɿм за допомогоɸ 

оɬриманиɯ маɬриɰɶ XH  ɬа YH  знаɯодиɬɶсɹ маɬриɰɹ M, кожний елеменɬ ɹкоʀ 

обɱислɸɽɬɶсɹ за ɮормɭлоɸ [1] 

 

 2 2
, ( , ) ( , ).i j X YM H i j H i j �    (1.2) 

 

Поɬɿм знаɱеннɹ ,i jM  порɿвнɸɽɬɶсɹ ɿз заздалегɿдɶ заданим пороговим 

знаɱеннɹм T. Якɳо знаɱеннɹ ,i jM  перевиɳɭɽ порогове знаɱеннɹ T, ɬо ɬоɱка 

( , )i j  належиɬɶ лɿнɿʀ розривɭ, в проɬилежномɭ випадкɭ ɰɹ ɬоɱка не належиɬɶ 

жоднɿй лɿнɿʀ розривɭ. 
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Операɬори «рɿзниɰɹ пɿкселɿв» ɽ найпросɬɿɲим операɬорами виɹвленнɹ 

розривɿв. Цей операɬор складаɽɬɶсɹ з двоɯ ɹдер, ɹкɿ враɯовɭɸɬɶ верɬикалɶнɿ ɬа 

горизонɬалɶнɿ особливосɬɿ зображеннɹ.  

Ядра операɬора «рɿзниɰɹ пɿкселɿв» маɸɬɶ насɬɭпний виглɹд [24]: 

 

0 0 0 0 1 0
0 1 1 , 0 1 0 .
0 0 0 0 0 0

x yS S
�ª º ª º

« » « » �  « » « »
« » « »¬ ¼ ¬ ¼  

 

Операɬор «роздɿлɶна рɿзниɰɹ пɿкселɿв» подɿбний до операɬора «рɿзниɰɹ 

пɿкселɿв», ɹдра ɹкого наведенɿ нижɱе [24]: 

 

0 0 0 0 1 0
1 0 1 , 0 0 0 .
0 0 0 0 1 0

x yS S
�ª º ª º

« » « » �  « » « »
« » « »¬ ¼ ¬ ¼  

 

Операɬор Роберɬса або переɯресний операɬор Роберɬса (Roberts cross 

operator) ɽ одним ɿз найпросɬɿɲиɯ граɮɿɱниɯ ɮɿлɶɬрɿв, ɹкий бɭв 

запропонований Лоренɰом Роберɬсом ɳе ɭ 1963 роɰɿ. Переɯресний операɬор 

Роберɬса надаɽ просɬɭ апроксимаɰɿɸ велиɱини градɿɽнɬа видɭ [23]: 

 

( ( , )) ( , ) ( 1, 1) ( 1, ) ( , 1)G f i j f i j f i j f i j f i j � � � � � � �  
 

або ɭ виглɹдɿ згорɬки з ɹдер [23]: 

 

1 0 0 1
, .

0 1 1 0x yG Gª º ª º
  « » « »� �¬ ¼ ¬ ¼  
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Викорисɬовɭɸɱи згорɬкɭ ɹдрами переɯресний операɬор Роберɬса маɽ 

насɬɭпний виглɹд: 

 

( ( , )) .x yG f i j G G �  
 

Переɬвореннɹ кожного пɿкселɹ операɬором Роберɬса може показаɬи 

поɯɿднɭ зображеннɹ вздовж ненɭлɶовоʀ дɿагоналɿ, ɿ комбɿнаɰɿɹ ɰиɯ 

переɬворениɯ зображенɶ може ɬакож розглɹдаɬисɹ ɹк градɿɽнɬ вɿд двоɯ верɯнɿɯ 

пɿкселɿв до двоɯ нижнɿɯ. Операɬор Роберɬса все ɳе викорисɬовɭɽɬɶсɹ заради 

ɲвидкосɬɿ обɱисленɶ, але вɿн програɽ порɿвнɹно з алɶɬернаɬивами з його 

знаɱноɸ проблемоɸ ɱɭɬливосɬɿ до ɲɭмɭ. 

Операɬор Собелɹ (Sobel operator) ɽ 3ɯ3 операɬором ɿ враɯовɭɽ всɿ сɭмɿжнɿ 

ɬоɱки. Операɬор Собелɹ ɹвлɹɽ собоɸ велиɱинɭ градɿɽнɬа, ɹка обɱислɸɽɬɶсɹ за 

ɮормɭлоɸ [20]: 

 

 2 2
x yM S S � ,  (1.3) 

 

де ɱасɬковɿ поɯɿднɿ обɱислɸɸɬɶсɹ за ɮормɭлами [23]: 

 

2 3 4 0 1 6( ) ( )xS a ca a a ca a � � � � � , 

0 1 2 6 5 4( ) ( )yS a ca a a ca a � � � � �  

 

з консɬанɬоɸ 2c  . 

Або ɭ виглɹдɿ згорɬки ɹдер видɭ [23]: 

 

1 2 1 1 0 1
0 0 0 , 2 0 2
1 2 1 1 0 1

x yS S
� � � �ª º ª º
« » « »  �« » « »
« » « »�¬ ¼ ¬ ¼

.
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Операɬор Собелɹ ɽ одним з найбɿлɶɲ ɲироко вживаниɯ граɮɿɱниɯ 

операɬорɿв. В резɭлɶɬаɬ засɬосɭваннɹ операɬора Собелɹ в кожнɿй ɬоɱɰɿ 

зображеннɹ ɽ або векɬор градɿɽнɬа ɹскравосɬɿ в ɰɿй ɬоɱɰɿ, або його норма. 

Операɬор Прɸɿɬɬа (Prewitt operator) викорисɬовɭɽ ɬакɿ ж самɿ рɿвнɹннɹ, 

ɹк ɿ в операɬорɿ Собелɹ, але з консɬанɬоɸ 1c  .  

Ядра операɬора Прɸɿɬɬа [23]: 

 

1 1 1 1 0 1
0 0 0 , 1 0 1 .
1 1 1 1 0 1

x yS S
� � � �ª º ª º
« » « »  �« » « »
« » « »�¬ ¼ ¬ ¼  

 

Операɬор Прɸɿɬɬа обɱислɸɽ максималɶний вɿдгɭк на множинɿ ɹдер 

згорɬки длɹ знаɯодженнɹ локалɶноʀ орɿɽнɬаɰɿʀ граниɰɿ в кожномɭ пɿкселɿ. 

Алгориɬм операɬора Шарра (Scharr operator) подɿбний алгориɬмом 

операɬорɭ Собелɹ, за винɹɬком викорисɬаннɹ ɿнɲоʀ маɬриɰɿ [25]: 

 

3 10 3 3 0 3
0 0 0 , 10 0 10 .
3 10 3 3 0 3

x yS S
� � � �ª º ª º
« » « »  �« » « »
« » « »�¬ ¼ ¬ ¼  

 

В наведениɯ виɳе маɬриɰɹɯ згорɬки вага ɰенɬралɶниɯ пɿкселɿв переважаɽ 

вагɭ крайнɿɯ пɿкселɿв ɭ 3.3 рази. 

Викорисɬаннɹ класиɱниɯ меɬодɿв виɹвленнɹ розривɿв може не даɬи 

оɱɿкɭваного резɭлɶɬаɬɭ, а ɬомɭ длɹ дɭже заɲɭмлениɯ зображенɶ 

викорисɬовɭɸɬɶсɹ бɿлɶɲ великɿ операɬори. Такий ɹк наприклад, операɬор 

«пɿрамɿда», ɹдра ɹкого наведенɿ нижɱе: 
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1 1 1 0 1 1 1
1 2 2 0 2 2 1
1 2 3 0 3 2 1

1 1 2 3 0 3 2 1
34

1 2 3 0 3 2 1
1 2 2 0 2 2 1
1 1 1 0 1 1 1

XH

� � �ª º
« »� � �« »
« »� � �
« » � � �« »
« »� � �
« »

� � �« »
« »� � �¬ ¼

, 

1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2 2 1
1 2 3 3 3 2 1
0 0 0 0 0 0 0
1 2 3 3 3 2 1
1 2 2 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1

1 .
34YH

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � �

ª º
« »
« »
« »
« » « »
« »
« »
« »
« »¬ ¼�  

 

Аналогɿɱно до операɬора «пɿрамɿда», операɬор Прɸɿɬɬа 7ɯ7 викорисɬовɭɽ 

бɿлɶɲ великɿ ɹдра порɿвнɹно зɿ сɬандарɬним операɬором Прɸɿɬɬа описаним 

виɳе. Ядра операɬора Прɸɿɬɬа 7ɯ7 наведенɿ нижɱе: 

 

1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1

1 ,1 1 1 0 1 1 1
21

1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1

XH

� � �ª º
« »� � �« »
« »� � �
« » � � �« »
« »� � �
« »

� � �« »
« »� � �¬ ¼  

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 .
21YH

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � �

ª º
« »
« »
« »
« » « »
« »
« »
« »
« »¬ ¼�  

 

Переɬвореннɹ Лапласа-Гаɭса (The Laplacian of the Gaussian (LoG)) 

складаɽɬɶсɹ з двоɯ крокɿв. На перɲомɭ кроɰɿ виконɭɽɬɶсɹ згладжɭваннɹ 

зображеннɹ операɬором Гаɭса, а на дрɭгомɭ – обɱислɸɽɬɶсɹ операɬор Лапласа, 

ɳо призводиɬɶ до виɹвленнɹ подвɿйниɯ конɬɭрɿв. Визнаɱеннɹ конɬɭрɿв 

зводиɬɶсɹ до знаɯодженнɹ нɭлɿв на переɬинɿ подвɿйниɯ граниɰɶ. Комп'ɸɬерна 

реалɿзаɰɿɹ ɮɭнкɰɿʀ Лапласа зазвиɱай здɿйснɸɽɬɶсɹ ɱерез насɬɭпнɭ маскɭ [26-27]: 

 

0 1 0
1 4 1

0 1 0
xG

�ª º
« » � �« »
« »�¬ ¼

, 
1 1 1
1 8 1 .
1 1 1

yG
� � �ª º
« » � �« »
« »� � �¬ ¼
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Лапласɿан Гаɭсɿана зазвиɱай викорисɬовɭɽɬɶсɹ длɹ знаɯодженнɹ пɿкселɹ 

на ɬемнɿй або свɿɬлɿй сɬоронɿ конɬɭрɭ. 

Рɿзниɰеɸ гаɭсɿанɿв (The Difference of Gaussians (DoG)) називаɸɬɶ 

зображеннɹ, оɬримане ɲлɹɯом попɿкселɶного вɿднɿманнɹ одного гаɭсɿна 

виɯɿдного зображеннɹ з гаɭсɿана з ɿнɲим радɿɭсом розмиɬɬɹ. Цей алгориɬм 

ɲироко засɬосовɭɽɬɶсɹ в обласɬɿ маɲинного баɱеннɹ ɿ праɰɸɽ досиɬɶ ɲвидко. 

Найбɿлɶɲ важливɿ парамеɬри ɮɿлɶɬра – два радɿɭси. Їɯ найлегɲе вказаɬи 

дивлɹɱисɶ на вɿкно переглɹдɭ. Збɿлɶɲеннɹ малого радɿɭсɭ призводиɬɶ до 

ɲирокиɯ граниɰɶ, а зменɲеннɹ великого радɿɭсɭ збɿлɶɲɭɽ межɭ, за ɹким 

визнаɱаɽɬɶсɹ межа ɰе ɱи нɿ. У бɿлɶɲосɬɿ випадкɿв краɳɿ резɭлɶɬаɬи виɯодɹɬɶ 

коли радɿɭс 2 менɲе радɿɭса 1. При свɿɬлиɯ зображеннɹɯ з ɬемним ɬлом 

звороɬнɿ знаɱеннɹ даɸɬɶ краɳɿ резɭлɶɬаɬи. 

Рɿзниɰɹ гаɭсɿанɿв длɹ зображеннɹ I  ɽ ɮɭнкɰɿɹ виглɹдɭ [27-28]: 

 

 
2 2 2 2

2 2
1 1

1 2

2 2
, 2 2

1 2

1 1( , )
2 2

x y x y

x y I e I e
� �

� �

*  � � �V V
V V SV SV

.  (1.4) 

 

 Операɬор Кɿрɲа або компасний операɬор Кɿрɲа (Kirsch compass kernel) – 

ɰе меɬод виɹвленнɹ розривɿв, ɹкий знаɯодиɬɶ максималɶнɭ велиɱинɭ розривɭ на 

декɿлɶкоɯ заданиɯ напрɹмкаɯ. 

В основɿ операɬора лежиɬɶ просɬе ɹдро, ɹке оберɬаɽɬɶсɹ з кроком в 45 

градɭсɿв в ɭсɿɯ восɶми напрɹмкаɯ  компасɭ: пɿвнɿɱ (N), пɿвнɿɱний заɯɿд (NW), 

заɯɿд (W), пɿвденний заɯɿд (SW), пɿвденɶ (S), пɿвденний сɯɿд (SE), сɯɿд (Е).  

Велиɱина розривɭ згɿдно операɬора Кɿрɲа розраɯовɭɽɬɶсɹ ɹк 

максималɶноʀ велиɱини по всɿɯ напрɹмаɯ [29-30]: 

 

 
1 1

( )
, , ,1,...,8 1 1

max z
n m i j n i m jz i j

H k f � �  �  �

 ¦¦ ,  (1.5) 

 

де z  – номер, ɹкий познаɱаɽ напрɹм. 
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Ядра длɹ кожного напрɹмкɭ компасɭ наведенɿ нижɱе [29-30]: 

 
(1)

3 3 5
3 0 5 ,
3 3 5

k

E
� �ª º
« » �« »
« »� �¬ ¼  

( 2)

3 5 5
3 0 5 ,
3 3 3

k

NE
�ª º
« » �« »
« »� � �¬ ¼  

(3)

5 5 5
3 0 3 ,
3 3 3

k

N
ª º
« » � �« »
« »� � �¬ ¼  

( 4)

5 5 3
5 0 3 ,
3 3 3

k

NW
�ª º

« » �« »
« »� � �¬ ¼

 

(5)

5 3 3
5 0 3 ,
5 3 3

k

W
� �ª º

« » �« »
« »� �¬ ¼  

(6)

3 3 3
5 0 3 ,
5 5 3

k

SW
� � �ª º
« » �« »
« »�¬ ¼  

(7 )

3 3 3
3 0 3 ,

5 5 5

k

S
� � �ª º
« » � �« »
« »¬ ¼  

(8)

3 3 3
3 0 5 .
3 5 5

k

SE
� � �ª º
« » �« »
« »�¬ ¼  

 

Напрɹмок розривɭ визнаɱаɽɬɶсɹ ɹдром, ɹке даɽ найбɿлɶɲе велиɱинɭ 

розривɭ. 

Операɬор Робɿнсона (Robinson compass mask) аналогɿɱний операɬорɭ 

Кɿрɲа, але поɬребɭɽ менɲе обɱислɸвалɶниɯ заɬраɬ, бо оперɭɽ коеɮɿɰɿɽнɬами 0, 

1 ɬа 2. Ядра операɬора симеɬриɱнɿ вɿдносно напрɹмкɭ вɿсɿ, ɹка сама мɿсɬиɬɶ 

нɭлɿ. Згɿдно меɬодɭ споɱаɬкɭ обɱислɸɽɬɶсɹ ɬɿлɶки перɲа ɱеɬвɿрка операɬорɿв, 

обɱисленнɹ ɿнɲиɯ ɱоɬирɶоɯ операɬорɿв здɿйснɸɽɬɶсɹ ɬɿлɶки ɬодɿ, коли перɲа 

ɱеɬвɿрка не дала резɭлɶɬаɬɿв. Ядра операɬора Робɿнсона маɸɬɶ насɬɭпний 

виглɹд [31]: 

 
(1)

1 0 1
2 0 2 ,
1 0 1

r

E
�ª º
« » �« »
« »�¬ ¼  

( 2)

0 1 2
1 0 1 ,
2 1 0

r

NE
ª º
« » �« »
« »� �¬ ¼  

(3)

1 2 1
0 0 0 ,
1 2 1

r

N
ª º
« » « »
« »� � �¬ ¼  

( 4)

2 1 0
1 0 1 ,
0 1 2

r

NW
ª º
« » �« »
« »� �¬ ¼

 

(5)

1 0 1
2 0 2 ,
1 0 1

r

W
�ª º

« » �« »
« »�¬ ¼  

(6)

0 1 2
1 0 1 ,
2 1 0

r

SW
� �ª º

« » �« »
« »¬ ¼  

(7 )

1 2 1
0 0 0 ,
1 2 1

r

S
� � �ª º
« » « »
« »¬ ¼  

(8)

2 1 0
1 0 1 .

0 1 2

r

SE
� �ª º
« » �« »
« »¬ ¼  

 

Велиɱина розривɭ в меɬодɿ Робɿнсона визнаɱаɽɬɶсɹ аналогɿɱно меɬодɭ 

Кɿрɲа за ɮормɭлоɸ [31]: 
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1 1

( )
, , ,1,...,8 1 1

max z
n m i j n i m jz i j

H r f � �  �  �

 ¦¦ .  (1.6) 

 

 Операɬор виɹвленнɹ розривɿв Фреɹ-Чена (Frei-Chen operator) ɰе 3ɯ3 

операɬор, але засɬосовɭɽ в ɰɿломɭ 9 масок згорɬки ɿз зображеннɹм. Це ɭнɿкалɶнɿ 

маски, ɹкɿ мɿсɬɹɬɶ всɿ базиснɿ векɬори. Це ознаɱаɽ, ɳо обласɬɶ 3ɯ3 

предсɬавлɹɽɬɶсɹ ɭ виглɹдɿ зваженоʀ сɭми 9 масок виглɹдɭ [32]: 

 

1

1 2 1
1 0 0 0 ,

2 2
1 2 1

G
ª º
« »

 « »
« »� � �¬ ¼  

2

1 0 1
1 2 0 2 ,

2 2 1 0 1
G

�ª º
« »

 �« »
« »�¬ ¼  

3

0 1 2
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G
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« »

 �« »
« »�¬ ¼

 

4

2 1 0
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G
ª º�
« »

 �« »
« »�¬ ¼  

5

0 1 0
1 1 0 1 ,
2

0 1 0
G

ª º
« » � �« »
« »¬ ¼  

6

1 0 1
1 0 0 0 ,
2

1 0 1
G

�ª º
« » « »
« »�¬ ¼

 

7

1 2 1
1 2 4 2 ,
6

1 2 1
G

�ª º
« » � �« »
« »�¬ ¼  

8

2 1 2
1 1 4 1 ,
6

2 1 2
G

� �ª º
« » « »
« »� �¬ ¼  

9

1 1 1
1 1 1 1 .
3

1 1 1
G

ª º
« » « »
« »¬ ¼  

 

Перɲɿ ɱоɬири маски викорисɬовɭɸɬɶсɹ длɹ виɹвленнɹ сɭбпросɬорɭ 

розривɿв, насɬɭпнɿ ɱоɬири викорисɬовɭɸɬɶсɹ длɹ виɹвленнɹ сɭбпросɬорɭ лɿнɿй ɿ 

осɬаннɿй маска викорисɬовɭɽɬɶсɹ длɹ обɱисленнɹ середнɶого знаɱеннɹ. Крɿм 

ɬого, операɬори 1G  ɬа 2G  вɹвлɹɸɬɶ середнɽ знаɱеннɹ градɿɽнɬɭ, 3G  ɬа 4G  

виɹвлɹɸɬɶ ɯвилɿ, 5G  ɬа 6G  виɹвлɹɸɬɶ лɿнɿʀ, а 7G  ɬа 8G  ɽ дискреɬноɸ ɮормоɸ 

Лапласɿана. 

Далɿ знаɯодиɬɶсɹ велиɱина [32]  
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Поɬɿм, ɹкɳо оɬримана велиɱина T  виɹвлɹɽɬɶсɹ досɬаɬнɶо малоɸ, 

знаɯодиɬɶсɹ велиɱина G  виглɹдɭ [32]: 

 

 
( , )
MG
B B

 ,  (1.8) 

 

де B  – ɰе пɿкселɶ, ɹкий розглɹдаɽɬɶсɹ на даномɭ кроɰɿ. 

 Якɳо оɬримана велиɱина G  виɹвиɬɶсɹ бɿлɶɲа за велиɱинɭ заздалегɿдɶ 

заданого порогового знаɱеннɹ, ɬо ɬоɱка B  вважаɽɬɶсɹ ɬоɱкоɸ розривɭ. 

Операɬор Кенɿ (Canny operator) ɽ одним з найпопɭлɹрнɿɲиɯ алгориɬмɿв 

виɹвленнɹ розривɿв. Важливим кроком ɭ даномɭ алгориɬмɿ ɽ ɭсɭненнɹ ɲɭмɭ на 

конɬɭраɯ, ɹкий знаɱноɸ мɿроɸ може вплинɭɬи на резɭлɶɬаɬ, при ɰɶомɭ 

необɯɿдно максималɶно зберегɬи граниɰɿ. Длɹ ɰɶого необɯɿдний реɬелɶний 

пɿдбɿр порогового знаɱеннɹ при обробɰɿ даним меɬодом. 

Нижɱе наведено алгориɬм виɹвленнɹ розривɿв Кенɿ [33]: 

Кɪɨк 1. Згладжɭваннɹ. Розмиɬɬɹ виɯɿдного зображеннɹ за допомогоɸ 

ɮɭнкɰɿʀ Гаɭса. Операɬор Кенɿ викорисɬовɭɽ ɮɿлɶɬр, ɹкий може бɭɬи добре 

наближений до перɲоʀ поɯɿдноʀ гаɭсɿани 1.4 V  [34]: 
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Кɪɨк 2. Поɲɭк напрɹмкɭ градɿɽнɬа. На оɬриманомɭ розмиɬомɭ 

зображеннɿ ɲɭкаɸɬɶсɹ знаɱеннɹ градɿɽнɬа. Зазвиɱай длɹ ɰɶого 
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викорисɬовɭɽɬɶсɹ меɬод Собелɹ. Окрɿм знаɱенɶ ,i jM , оɬриманиɯ операɬором 

Собелɹ, окремо знаɯодɹɬɶсɹ згорɬки з ɹдрами XG  ɬа YG  з ɮормɭли (6) длɹ 

знаɯодженнɹ кɭɬа напрɹмкɭ градɿɽнɬа за ɬакоɸ ɮормɭлоɸ [34]: 
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Кɭɬ напрɹмкɭ векɬора градɿɽнɬа окрɭглɹɽɬɶсɹ ɿ може набɭваɬи ɬакиɯ 

знаɱенɶ: 0, 45, 90, 135. 

Кɪɨк 3. Придɭɲеннɹ немаксимɭмɿв (Non-Maxima Suppression). Тɿлɶки 

локалɶнɿ максимɭми вɿдзнаɱаɸɬɶсɹ ɹк граниɰɿ; 

Кɪɨк 4. Подвɿйна порогова ɮɿлɶɬраɰɿɹ. Оɬримана множина ɬоɱок дɿлиɬɶсɹ 

на ɬри пɿдмножини ɬоɱок: розривɭ, неоднознаɱносɬɿ ɬа ɬоɱки, ɹкɿ не належаɬɶ 

до лɿнɿй розривɭ. Подɿл проводиɬɶсɹ за допомогоɸ двоɯ заданиɯ знаɱенɶ: 

minT  – порогове знаɱеннɹ, нижɱе ɹкого вважаɽɬɶсɹ, ɳо ɬоɱка не належиɬɶ 

лɿнɿʀ розривɭ; 

maxT  – порогове знаɱеннɹ, виɳе ɹкого вважаɽɬɶсɹ, ɳо ɬоɱка належиɬɶ лɿнɿʀ 

розривɭ. 

Тоɱки, ɹкɿ поɬраплɹɸɬɶ до дɿапазонɭ > @min max,T T , належаɬɶ обласɬɿ 

неоднознаɱносɬɿ. 

Кɪɨк 5. Гɿсɬерезис. До обласɬɿ ɬоɱок, ɹкɿ належаɬɶ лɿнɿɹм розривɭ, 

додаɸɬɶсɹ ɬоɱки ɿз обласɬɿ неоднознаɱносɬɿ за ɭмови, ɹкɳо порɹд з ɰɿɽɸ 

ɬоɱкоɸ розɬаɲована ɬоɱка ɿз обласɬɿ ɬоɱок розривɭ. 

На вɿдмɿнɭ вɿд операɬорɿв Роберɬса ɿ Собелɹ, алгориɬм Кенɿ не надɬо 

сприйнɹɬливий до ɲɭмɭ на зображеннɿ. 

В ɰɿломɭ, операɬор Роɬвелла дɭже сɯожий на операɬор Кенɿ, рɿзниɰɹ мɿж 

ними полɹгаɽ в ɬомɭ, ɳо алгориɬм Роɬвелла викорисɬовɭɽ проɰедɭрɭ 

виɬонɱеннɹ краʀв замɿсɬɶ придɭɲеннɹ немаксимɭмɿв, ɿ ɳо динамɿɱне 

визнаɱеннɹ порогɭ викорисɬовɭɽɬɶсɹ замɿсɬɶ гɿсɬерезисɭ. 
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Нижɱе наведено основнɿ еɬапи алгориɬмɭ Роɬвелла [35]: 

Кɪɨк 1. Первинна обробка. Зображеннɹ згладжɭɽɬɶсɹ за допомогоɸ 

дискреɬноʀ вибɿрки двовимɿрного ɮɿлɶɬра Гаɭса. Поɬɿм знаɯодиɬɶсɹ градɿɽнɬ 

длɹ кожноʀ ɬоɱки зображеннɹ. xS  ɿ yS  обɱислɸɽɬɶсɹ за допомогоɸ ɰенɬралɶниɯ 

кɿнɰевиɯ рɿзниɰɶ. S'  ɿ T  обɱислɸɸɬɶсɹ длɹ кожноʀ ɬоɱки за допомогоɸ 

насɬɭпниɯ ɮормɭл [35]: 
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Кɪɨк 2. Сɭбпɿкселɶна локалɿзаɰɿɹ. Длɹ кожного пɿкселɹ, ɭ ɹкого S t' !  

(де t  – ɰе наперед задане порогове знаɱеннɹ), де ɮакɬиɱно бɭдɭɬɶ лежаɬи 

крайовɿ пɿкселɿ, викорисɬовɭɽɬɶсɹ ɬеɯнɿка поɲɭкɭ локалɶниɯ максимɭмɿв 

операɬора Кенɿ. Мɿсɰɹ крайовиɯ пɿкселɿв знайденɿ ɲлɹɯом оɰɿнки переɬинɭ 

дрɭгоʀ поɯɿдноʀ з нɭлем ɭ напрɹмкɭ нормалɿ до конɬɭрɭ доɬиɱнɿй. 

Кɪɨк 3. Визнаɱеннɹ порога зображеннɹ. Пɿслɹ визнаɱеннɹ S'  ɿ T  

з'ɹвлɹɽɬɶсɹ проблема подɿлɭ крайовиɯ пɿкселɿв ɿ ɿнɲиɯ ɬоɱок. Це робиɬɶсɹ за 

допомогоɸ проɰедɭри динамɿɱного визнаɱеннɹ порогɭ, ɬобɬо операɬор 

визнаɱаɽ знаɱеннɹ порога, ɹке варɿɸɽɬɶсɹ залежно вɿд зображеннɹ.  

Кɪɨк 4. Виɬонɱеннɹ краʀв. Проɰес визнаɱеннɹ порогɭ даɽ зображеннɹ 

множинɭ елеменɬɿв ¦ , ɱленами ɹкого ɽ пов'ɹзанɿ крайовɿ пɿкселɿ. Елеменɬ ɽ 

«сɭсɿдом» ɿнɲого елеменɬа, ɹкɳо вɿн знаɯодиɬɶсɹ на вɿдсɬанɿ не бɿлɶɲе одного 

пɿкселɹ вɿд нɶого, ɬобɬо, належиɬɶ квадраɬɭ 3ɯ3, ɰенɬром ɹкого ɽ дрɭгий 

елеменɬ. Пɿдмножини ɬонɲаɸɬɶ до ланɰɸгɿв одиниɱноʀ ɬовɳини. Оɬримана 

множина познаɱаɽɬɶсɹ t¦ . 
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Кɪɨк 5. Оɬриманнɹ ɬопологɿɱного описɭ. Враɯовɭɸɱи t¦ , робиɬɶсɹ 

ɬопологɿɱний опис з дискреɬниɯ зображенɶ ɿ з ним асоɰɿɸɽɬɶсɹ сɭбпɿкселɶна 

геомеɬриɱна ɿнɬерпреɬаɰɿɹ. 

На рисɭнкɭ 1.1 наведено приклад знаɯодженнɹ розривɿв на ɰиɮровомɭ 

зображенɿ. 

 

  
Рисɭнок 1.1 – Приклад знаɯодженнɹ розривɿв на зображенɿ 

 

1.2. Оглɹд меɬодɿв попереднɶоʀ обробки зображенɶ 

 

Длɹ полɿпɲеннɹ резɭлɶɬаɬɿв робоɬи меɬодɿв обробки зображенɶ 

засɬосовɭɸɬɶ меɬоди попереднɶоʀ обробки зображенɶ. До ɬакиɯ меɬодɿв 

вɿдносɹɬɶсɹ: лɿнɿйне конɬрасɬɭваннɹ, солɹризаɰɿɹ, препарɭваннɹ, еквалɿзаɰɿɹ. 

Основна ɿдеɹ меɬодɿв попереднɶоʀ обробки зображенɶ полɹгаɽ в ɬомɭ, ɳо 

ɿснɭɽ залежнɿсɬɶ виглɹдɭ [36]: 

 

 , , ,( )i j i j i jy f x ,  (1.13) 

 

ɳо дозволɹɽ по знаɱеннɸ вɯɿдного сигналɭ знайɬи знаɱеннɹ виɯɿдного сигналɭ. 

У загалɶномɭ випадкɭ вид або парамеɬри ɮɭнкɰɿʀ ,i jf , ɹка описɭɽ обробкɭ, 

залежаɬɶ вɿд поɬоɱниɯ координаɬ. При ɰɶомɭ обробка ɽ неоднорɿдноɸ. Однак, ɭ 

бɿлɶɲосɬɿ пракɬиɱниɯ проɰедɭр викорисɬовɭɽɬɶсɹ однорɿдна поелеменɬна 

обробка. У ɰɶомɭ випадкɭ ɿндекси ɿ ɬа j ɭ виразɿ можɭɬɶ бɭɬи вɿдсɭɬнɿ. При 
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ɰɶомɭ залежнɿсɬɶ мɿж ɹскравосɬɹми вɯɿдного ɿ обробленого зображенɶ 

описɭɽɬɶсɹ однаковоɸ длɹ всɿɯ ɬоɱок зображеннɹ ɮɭнкɰɿɽɸ [36]: 

 

 ( )y f x .  (1.14) 

 

 1.2.1 Лɿнɿйне конɬрасɬɭваннɹ зображеннɹ 
 

В основɿ ɰɶого меɬодɭ лежиɬɶ поелеменɬне переɬвореннɹ зображеннɹ 

виглɹдɭ [36] 

 

 y a x b � � ,  (1.15) 

 

де a ɬа b визнаɱаɸɬɶсɹ за допомогоɸ ɬакоʀ сисɬеми [36]: 

 

 min min

max max

;
,

y a x b
y a x b

 � �­
®  � �¯

   (1.16) 

 

де  > @min max,y y  – максималɶно допɭсɬимий дɿапазон ɹскравосɬɿ; 

 > @min max,x x  – дɿапазон ɹскравосɬɿ зображеннɹ, ɬобɬо мɿнɿмалɶне ɬа 

максималɶне знаɱеннɹ ɹскравосɬɿ на зображеннɿ.  

 Враɯовɭɸɱи виɳесказане переɬвореннɹ маɬиме виглɹд: 

 

 � �min
max min min

max min

x xy y y y
x x

�
 � �

�
.  (1.17) 

 

 Таке переɬвореннɹ дозволɹɽ викорисɬаɬи весɶ допɭсɬимий дɿапазон 

ɹскравосɬɿ (наприклад, ɿнɬервал [0, 255], ɹкɳо длɹ кожного пɿкселɹ зображеннɹ 

в сисɬемɿ видɿлɹɽɬɶсɹ 1 байɬ пам’ɹɬɿ). 

 



38 
 

 

 1.2.2 Солɹрɿзаɰɿɹ зображеннɹ 
 

В даномɭ меɬодɿ обробки переɬвореннɹ маɽ виглɹд [36]: 

 

 max( )y kx x x � ,  (1.18) 

 

де  maxx  – максималɶне знаɱеннɹ вɯɿдного сигналɭ;  

 k  – парамеɬр, ɹкий вɿдповɿдаɽ за динамɿɱний дɿапазон виɯɿдного 

зображеннɹ.  

 Фɭнкɰɿɹ, ɳо описɭɽ ɰе переɬвореннɹ ɽ квадраɬиɱноɸ параболоɸ. При 

max maxy x  динамɿɱнɿ дɿапазони вɯɿдного ɿ виɯɿдного зображенɶ спɿвпадɭɬɶ, ɳо 

може бɭɬи досɹгнɭɬо при max4 /k x  [36].  

 На рисɭнкɭ 1.2. наведено приклад лɿнɿйного конɬрасɬɭваннɹ зображеннɹ. 

 

  
Рисɭнок 1.2 – Приклад лɿнɿйного конɬрасɬɭваннɹ зображеннɹ [36] 

 

 Сɭɬɶ солɹризаɰɿʀ полɹгаɽ ɭ ɬомɭ, ɳо дɿлɹнки  вɯɿдного зображеннɹ, ɳо 

маɸɬɶ рɿвенɶ бɿлого або близɶкий до нɶого рɿвенɶ ɹскравосɬɿ, пɿслɹ обробки 

маɸɬɶ рɿвенɶ ɱорного. При ɰɶомɭ рɿвенɶ ɱорного зберɿгаɸɬɶ дɿлɹнки 

зображеннɹ, ɳо мали його ɭ вɯɿдномɭ зображеннɿ. Рɿвенɶ бɿлого ɭ виɯɿдномɭ 

зображенɿ маɸɬɶ ɬɿ дɿлɹнки зображеннɹ, ɳо мали на вɯодɿ рɿвенɶ сɿрого.  
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 1.2.3 Препарɭваннɹ зображеннɹ 
 

Препарɭваннɹ – ɰе ɰɿлий клас поелеменɬниɯ переɬворенɶ зображеннɹ.  

Харакɬерисɬики засɬосовɭваниɯ на пракɬиɰɿ проɰедɭр змɿни ɹскравосɬɿ ɿ 

конɬрасɬɭ наведенɿ на рисɭнкɭ 1.3. 

 Препарɭваннɹ ɱасɬо викорисɬовɭɽɬɶсɹ в авɬомаɬиɱниɯ сисɬемаɯ обробки 

вɿзɭалɶноʀ ɿнɮормаɰɿʀ, оскɿлɶки пɿдгоɬовлений при ɰɶомɭ препараɬ може 

мɿсɬиɬи всɸ ɿнɮормаɰɿɸ, необɯɿднɭ длɹ подалɶɲоʀ (вɬоринноʀ) обробки. 

 

  
Рисɭнок 1.3 – Приклад солɹризаɰɿʀ зображеннɹ [36] 

 

 1.2.4 Еквалɿзаɰɿɹ гɿсɬограми зображеннɹ 
 

 Пɿд ɱас поелеменɬниɯ переɬворенɶ вɿдбɭваɽɬɶсɹ змɿна законɭ розподɿлɭ 

ймовɿрносɬей, ɳо описɭɽ зображеннɹ. При лɿнɿйномɭ конɬрасɬɭваннɿ 

зберɿгаɽɬɶсɹ вид ɳɿлɶносɬɿ ймовɿрносɬɿ, проɬе в загалɶномɭ випадкɭ, за 

довɿлɶниɯ знаɱенɶ парамеɬрɿв лɿнɿйного переɬвореннɹ, змɿнɸɸɬɶсɹ парамеɬри 

ɳɿлɶносɬɿ ймовɿрносɬɿ переɬвореного зображеннɹ.  

 У пракɬиɰɿ обробки зображенɶ переɬвореннɹ розподɿлɿв виконɭɸɬɶ ɭ два 

еɬапи. 

 На перɲомɭ еɬапɿ вимɿрɸɽɬɶсɹ гɿсɬограма поɱаɬкового зображеннɹ. Длɹ 

ɰиɮрового зображеннɹ, ɲкала ɹскравосɬей ɹкого належиɬɶ дискреɬномɭ 
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дɿапазонɭ вɿд 0 до 255, гɿсɬограмоɸ ɽ ɬаблиɰɹ з 256 ɱисел. Кожне з ниɯ показɭɽ 

кɿлɶкɿсɬɶ ɬоɱок на зображеннɿ, ɳо маɸɬɶ данɭ ɹскравɿсɬɶ. 

Роздɿливɲи всɿ ɱисла ɰɿɽʀ ɬаблиɰɿ на загалɶний розмɿр вибɿрки, рɿвний 

ɱислɭ викорисɬаниɯ ɬоɱок зображеннɹ, оɬримɭɸɬɶ оɰɿнкɭ розподɿлɭ 

ймовɿрносɬей ɹскравосɬɿ зображеннɹ. Познаɱимо ɰɸ оɰɿнкɭ ɱерез [36] 

 

 ( ), 0,255fp j j  .  (1.19) 

 

Тодɿ ɮɭнкɰɿɹ розподɿлɭ маɬиме виглɹд [36]: 
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 ¦ .  (1.20) 

 

На дрɭгомɭ еɬапɿ виконɭɽɬɶсɹ нелɿнɿйне переɬвореннɹ, ɳо забезпеɱɭɽ 

необɯɿднɿ власɬивосɬɿ виɯɿдного зображеннɹ. Замɿсɬɶ невɿдомого ɿсɬинного 

ɿнɬегралɶного розподɿлɭ викорисɬовɭɽɬɶсɹ його оɰɿнка, основана на гɿсɬограмɿ. 

Приклади нелɿнɿйного переɬвореннɹ наведено на рисɭнкɭ 1.4. 

З ɭраɯɭваннɹм ɰɶого всɿ меɬоди поелеменɬного переɬвореннɹ зображенɶ, 

меɬоɸ ɹкиɯ ɽ видозмɿна законɿв розподɿлɭ, оɬримали назвɭ гɿсɬограмниɯ 

меɬодɿв. Зокрема, переɬвореннɹ, при ɹкомɭ виɯɿдне зображеннɹ маɽ 

рɿвномɿрний розподɿл, називаɽɬɶсɹ еквалɿзаɰɿɽɸ (вирɿвнɸваннɹм) гɿсɬограм. 

Слɿд ɬакож вɿдмɿɬиɬи, ɳо проɰедɭри переɬвореннɹ гɿсɬограм можɭɬɶ бɭɬи 

засɬосованɿ ɹк до всɶого зображеннɹ в ɰɿломɭ, ɬак ɿ длɹ окремиɯ його 

ɮрагменɬɿв. Осɬаннɽ може бɭɬи корисним при обробɰɿ ɬак званиɯ 

несɬаɰɿонарниɯ зображенɶ, дɿлɹнки ɹкиɯ ɿсɬоɬно вɿдрɿзнɹɸɬɶсɹ за своʀми 

ɯаракɬерисɬиками. В ɰɶомɭ випадкɭ можна досɹгɬи краɳого резɭлɶɬаɬɭ, 

засɬосовɭɸɱи гɿсɬограмнɭ обробкɭ до кожноʀ з дɿлɹнок окремо [36]. 
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Рисɭнок 1.4 – Приклади переɬворенɶ, ɳо викорисɬовɭɸɬɶсɹ при препарɭваннɿ 

[36] 

 

1.3 Меɬоди вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ зображенɶ  

 

Існɭɸɬɶ меɬоди вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ зображенɶ, ɳо дозволɹɸɬɶ 

видалɹɬи деɮекɬнɿ дɿлɹнки, за раɯɭнок аналɿзɭ вɿдомиɯ обласɬей. Наприклад, на 

рис. 1.5(а) показана ɮоɬограɮɿɹ з поɬерɬосɬɹми ɿ подрɹпинами, на рис. 1.5(б) 

показана маска деɮекɬниɯ обласɬей, за ɹкими бɭде проводиɬисɹ вɿдновленнɹ. 
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Резɭлɶɬаɬом засɬосɭваннɹ меɬодɭ до ɬакиɯ вɯɿдниɯ даниɯ ɽ зображеннɹ, 

предсɬавлене на рис. 1.5(в), на ɹкомɭ пракɬиɱно непомɿɬнɿ дɿлɹнки, де бɭли 

присɭɬнɿ деɮекɬи. 

Бɿлɶɲɿсɬɶ меɬодɿв вɿдновленнɹ зображенɶ можна ɭмовно подɿлиɬи на 

насɬɭпнɿ грɭпи [38]:  

− ɬексɬɭрнɿ; 

− ɲаблоннɿ (Exemplar-based method, EBM); 

− основанɿ на рɿвнɹннɹɯ в ɱасɬинниɯ поɯɿдниɯ (Partial differential equation, 

PDE); 

− гɿбриднɿ. 

 

   
(а)    (б)    (в) 

Рисɭнок 1.5 – Приклад вɿдновленнɹ деɮекɬɿв на зображеннɿ [37] (а – виɯɿдний 

знɿмок; б – маска поɲкодженоʀ обласɬɿ; в – резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ) 

 

 1.3.1 Тексɬɭрнɿ меɬоди вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ зображенɶ 
 

Одними з найперɲиɯ меɬодɿв вɿдновленнɹ зображенɶ викорисɬовɭвали 

алгориɬми на основɿ синɬезɭ ɬексɬɭр [39-43]. Тексɬɭра генерɭваласɶ ɲлɹɯом 

копɿɸваннɹ ɿнɮормаɰɿʀ з граниɰɿ поɲкодженоʀ обласɬɿ в ʀʀ ɰенɬр. Наприклад, в 

робоɬɿ [44] викорисɬовɭɽɬɶсɹ моделɶ випадковиɯ полɿв Маркова длɹ 

знаɯодженнɹ розподɿлɭ пɿкселɿв на граниɰɿ поɲкодженоʀ обласɬɿ длɹ ʀʀ 

вɿдновленнɹ. Однак даний меɬод праɰɸɽ ɬɿлɶки на дɭже обмеженомɭ наборɿ 

зображенɶ з одноɬонними ɬексɬɭрами, в ɿнɲомɭ випадкɭ вɿдновлɸване 

зображеннɹ виглɹдаɽ неприроднɶо. 
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В робоɬɿ [45] бɭло запропоновано розɲирений варɿанɬ алгориɬмɭ 

ɲвидкого синɬезɭ ɬексɬɭри за раɯɭнок викорисɬаннɹ малиɯ блокɿв ɬексɬɭр ɿ 

поɲиреннɹ ʀɯ на поɲкодженɭ дɿлɹнкɭ.  

В робоɬɿ [46] предсɬавлений меɬод вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ обласɬей 

ɲлɹɯом копɿɸваннɹ ɬексɬɭри невеликими блоками з сɯожоɸ обласɬɿ, ɹка 

визнаɱаɽɬɶсɹ корисɬɭваɱем. До ɰɿɽʀ грɭпи слɿд ɬакож вɿднесɬи меɬод 

ɿнɬерполɹɰɿʀ, ɹкий вɿдновлɸɽ деɮекɬнɿ дɿлɹнки за раɯɭнок спрɹмованого 

засɬосɭваннɹ медɿанноʀ ɮɿлɶɬраɰɿʀ вɿд кордонɿв поɲкодженоʀ обласɬɿ до ʀʀ 

ɰенɬрɭ [47]. 

В робоɬɿ [48] авɬорами наведено алгориɬм вɿдновленнɹ зображеннɹ на 

основɿ аналɿзɭ ɬа синɬезɭ ɬексɬɭр, згɿдно ɹкого зображеннɹ споɱаɬкɭ 

аналɿзɭɽɬɶсɹ меɬодом аналɿзɭ головниɯ компоненɬ (Principal Component 

Analysis (PCA)), а поɬɿм меɬодом векɬорного кванɬɭваннɹ (Vector Quantization 

(VQ)) знаɯодɹɬɶсɹ невɿдомɿ знаɱеннɹ. 

Час робоɬи бɿлɶɲосɬɿ ɬексɬɭрниɯ меɬодɿв може вимɿрɸваɬисɹ вɿд 

декɿлɶкоɯ ɯвилин до декɿлɶкоɯ годин, в залежносɬɿ вɿд розмɿрɿв зображеннɹ ɿ 

поɲкодженоʀ обласɬɿ. Длɹ прискореннɹ проɰесɭ вɿдновленнɹ, Oliveira ɿ 

спɿвавɬори [49] запропонɭвали алгориɬм вɿдновленнɹ на основɿ викорисɬаннɹ 

просɬоровоʀ обробки. Вɿдновленнɹ проводилосɹ за раɯɭнок диɮɭзɿʀ ɲлɹɯом 

згорɬки з ɹдром Гаɭса. Кɿлɶкɿсɬɶ ɿɬераɰɿй визнаɱаɽɬɶсɹ граниɱним знаɱеннɹм 

змɿн мɿж сɭсɿднɿми ɿɬераɰɿɹми, або може бɭɬи вказано корисɬɭваɱем. Даний 

меɬод не здаɬний вɿдновлɸваɬи ɬексɬɭрɭ або лɿнɿйнɿ сɬрɭкɬɭри ɿ призводиɬɶ до 

розмиленнɹ зображеннɹ, проɬе добре придаɬний длɹ вɿдновленнɹ малиɯ 

дɿлɹнок, просɬий в реалɿзаɰɿʀ, ɲвидко праɰɸɽ ɿ дозволɹɽ зберɿгаɬи основнɭ 

колɶоровɭ ɿнɮормаɰɿɸ на зображеннɿ.  

Існɭɽ безлɿɱ меɬодɿв ɿнɬерполɹɰɿʀ на основɿ синɬезɭ ɬексɬɭр, ɹкɿ можɭɬɶ 

вɿдновлɸваɬи обласɬɿ з певними парамеɬрами: моноɬоннɿ, обласɬɿ з градɿɽнɬом 

або ɬексɬɭрованɿ ɹкɿ складаɸɬɶсɹ з повɬорɸваниɯ блокɿв. Але при ɰɶомɭ 

поɬрɿбно ɬоɱна рɭɱна ɭсɬановка парамеɬрɿв ɿ вказɿвки ɹк вɿдновиɬи конкреɬнɭ 
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обласɬɶ, ɬомɭ в основномɭ ɰɿ меɬоди спрɹмованɿ на виправленнɹ дɭже 

маленɶкиɯ поɯибок на зображеннɹɯ, ɿ не здаɬнɿ праɰɸваɬи на великиɯ обласɬɹɯ. 

 

 1.3.2 Шаблоннɿ (сɬрɭкɬɭрнɿ) меɬоди вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ зображенɶ 
 

Шаблонний меɬод, заснований на поɲɭкɭ сɯожиɯ блокɿв (Exemplar-based 

method, EBM), бɭв запропонований Criminisi ɿ спɿвавɬорами в [50]. Принɰип 

робоɬи даноʀ грɭпи меɬодɿв полɹгаɽ в обɱисленнɿ прɿориɬеɬɭ длɹ кожного 

пɿкселɹ з подалɶɲим поɲɭком найбɿлɶɲ сɯожого квадраɬного блокɭ на 

виɯɿдномɭ зображеннɹ, ɬа копɿɸваннɿ його в поɲкодженɭ обласɬɶ. Порɹдок 

вɿдновленнɹ пɿкселɿв ɽ одним з найважливɿɲиɯ моменɬɿв даного меɬодɭ ɿ 

визнаɱаɽɬɶсɹ велиɱиноɸ прɿориɬеɬɭ пɿкселɿв, ɳо знаɯодɹɬɶсɹ на граниɰɿ. 

Прɿориɬеɬ залежиɬɶ вɿд знаɱенɶ градɿɽнɬа в ɬоɱɰɿ ( )D p  ɬа коеɮɿɰɿɽнɬа довɿри 

(кɿлɶкосɬɿ вɿдомоʀ ɿнɮормаɰɿʀ) ( )C p  в околиɰɿ пɿкселɹ, ɿ обɱислɸɽɬɶсɹ ɬаким 

ɱином [50]: 

 

 ( ) ( ) ( )P p D p C p ,  (1.21) 

 
( )

( ) pq

p

C q
C p �< 

<

¦
,  (1.22) 

 ( ) p pI n
D p

A�
 

D
,  (1.23) 

 

де  p  – поɬоɱний пɿкселɶ; 

 ( )C p  – коеɮɿɰɿɽнɬ досɬовɿрносɬɿ; 

 ( )D p  – коеɮɿɰɿɽнɬ градɿɽнɬа; 

 p<  – плоɳа блокɭ з ɰенɬром в пɿкселɿ; 

 pI
A�  – векɬор, орɬогоналɶний градɿɽнɬɭ в ɬоɱɰɿ; 

 pn  – векɬор, орɬогоналɶний кордон в ɬоɱɰɿ; 
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 D  – коеɮɿɰɿɽнɬ нормɭваннɹ. 

 Таке визнаɱеннɹ порɹдкɭ заповненнɹ дозволɹɽ в перɲɭ ɱергɭ 

вɿдновлɸваɬи лɿнɿйнɿ сɬрɭкɬɭри, а поɬɿм вже реɲɬɭ дɿлɹнок зображеннɹ, ɬим 

самим, виклɸɱаɸɱи розмиɬɬɹ рɿзкиɯ перепадɿв ɹскравосɬɿ, власɬивиɯ 

ɬексɬɭрним меɬодɿв вɿдновленнɹ.  

До недолɿкɿв даного меɬодɭ слɿд вɿднесɬи: 

− поɹва арɬеɮакɬɿв при вɿдновленнɿ криволɿнɿйниɯ сɬрɭкɬɭр; 

− помилки при вɿдсɭɬносɬɿ сɯожиɯ блокɿв; 

− ɱɭɬливɿсɬɶ до виборɭ розмɿрɭ блокɭ. 

В робоɬɿ [51] запропонований меɬод, заснований на викорисɬаннɿ ɰɿлɶовоʀ 

ɮɭнкɰɿʀ, ɹка показɭɽ вɿдмɿннɿсɬɶ мɿж обласɬɸ з максималɶним прɿориɬеɬом ɿ 

найбɿлɶɲ сɯожим блоком за допомогоɸ виразɭ видɭ [51] 

 

 2( )p qQ  < �<¦ ,  (1.24) 

 

З оглɹдɭ на ɰе, вирази длɹ розраɯɭнкɭ велиɱини довɿри ɿ прɿориɬеɬɭ 

маɬимɭɬɶ виглɹд [51]: 

 

 ( ) ( ) QC q C p E� ,  (1.25) 

 ( ) ( ( ) (1 ) ( )) ( )P p wC p w L p D p � � ,  (1.26) 

 

де  w  – лɿнɿйний ɮакɬор; 

 ( )L p  – комбɿнаɬорний ɮакɬор; 

 0 1, 0 ( ) 1w L pd d d d . 

 В робоɬɿ [52] пропонɭɽɬɶсɹ меɬод, ɹкий дозволɹɽ пɿдвиɳиɬи ɹкɿсɬɶ 

вɿдновленнɹ криволɿнɿйниɯ граниɰɶ. Длɹ ɰɶого вираз розраɯɭнкɭ коеɮɿɰɿɽнɬа 

градɿɽнɬа набɭваɽ виглɹдɭ [52] 
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 ( ) p
p p

p

I
D p n I

I
A �

 D � �E �
�

,  (1.27) 

 

де ,D E  – комбɿнаɬорний ɿ викривлений комбɿнаɬорний ɮакɬор. 

З ɭраɯɭваннɹм виɳе викладеного вираз длɹ прɿориɬеɬɭ маɬиме виглɹд 

[52] 

 

 ( ) ( ( ) (1 ) ( )) ,p
p p

p

I
P p wC p w L p n I

I
A �

 � � D � � E �
�

  (1.28) 

0 1, 0 ( ) 1w L pd d d d . 

 

 Недолɿком ɽ залежнɿсɬɶ еɮекɬивносɬɿ реконсɬрɭкɰɿʀ зображенɶ вɿд виборɭ 

розмɿрɭ блокɭ длɹ поɲɭкɭ подɿбносɬɿ. 

В робоɬɿ [53] предсɬавлена модиɮɿкаɰɿɹ меɬодɭ на основɿ поɲɭкɭ сɯожиɯ 

блокɿв, алгориɬм робоɬи ɹкого складаɽɬɶсɹ з двоɯ еɬапɿв. На перɲомɭ еɬапɿ 

проводиɬɶсɹ сегменɬаɰɿɹ виɯɿдного зображеннɹ на обласɬɿ, ɳо маɸɬɶ подɿбнɭ 

сɬрɭкɬɭрɭ, на дрɭгомɭ еɬапɿ – поɲɭк сɯожиɯ блокɿв ɿ вɿдновленнɹ зображенɶ в 

сегменɬованиɯ обласɬɹɯ. 

В робоɬɿ [54] бɭло запропоновано ɿɬераɰɿйний алгориɬм длɹ заповненнɹ 

обласɬɿ G , ɹкий апроксимɭɽ невɿдомɿ обласɬɿ ɬа компонɭɽ ɮрагменɬи 

зображеннɹ.  

Особливо видɿлɹɽɬɶсɹ робоɬа [55], де на вɿдмɿнɭ вɿд всɿɯ виɳеописаниɯ 

робɿɬ, длɹ заповненнɹ поɲкодженоʀ обласɬɿ викорисɬовɭɽɬɶсɹ база даниɯ 

зображенɶ, ɹка мɿсɬиɬɶ мɿлɶйони зображенɶ-ɲаблонɿв длɹ вɿдновленнɹ. 

Крɿм вɿдновленнɹ окремиɯ зображенɶ, в даний ɱас вирɿɲɭɸɬɶсɹ задаɱɿ 

реконсɬрɭкɰɿʀ кадрɿв вɿдеопоɬокɭ, на ɹкиɯ ɬакож можɭɬɶ бɭɬи присɭɬнɿ рɿзнɿ 

деɮекɬи ɬа споɬвореннɹ [56-57].  

В робоɬɿ [57] пропонɭɽɬɶсɹ пɿдɯɿд до реконсɬрɭкɰɿʀ кадрɿв ɲлɹɯом 

поɲɭкɭ сɯожого неɭɲкодженого блокɭ на сɭсɿднɿɯ кадраɯ ɿ копɿɸваннɹ 
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ɿнɮормаɰɿʀ на поɲкоджений кадр з ɭраɯɭваннɹм компенсаɰɿʀ рɭɯɭ. До недолɿкɿв 

даного меɬодɭ слɿд вɿднесɬи ɬе, ɳо еɮекɬивнɿсɬɶ реконсɬрɭкɰɿʀ залежиɬɶ вɿд 

парамеɬрɿв меɬодɭ передбаɱеннɹ рɭɯɭ, оскɿлɶки на сɰенɿ, ɳо ɲвидко 

змɿнɸɽɬɶсɹ, сɭсɿднɿ кадри можɭɬɶ знаɱно вɿдрɿзнɹɬисɹ. 

 

 1.3.3 Меɬоди вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ зображенɶ, основанɿ на 

розв’ɹзаннɹ диɮеренɰɿйниɯ рɿвнɹнɶ з ɱасɬинними поɯɿдними 

 

Меɬод, оснований на розв’ɹзаннɿ диɮеренɰɿйниɯ рɿвнɹнɶ з ɱасɬинними 

поɯɿдними (Partial Differential Equations, PDE), бɭв запропонований в робоɬаɯ 

Bertalmio ɿ спɿвавɬорɿв [37, 58]. В основɿ даноʀ грɭпи меɬодɿв лежиɬɶ 

ɿɬераɬивний проɰес видаленнɹ деɮекɬɿв на зображеннɿ ɲлɹɯом диɮɭзɿʀ 

зображеннɹ з виɯɿдноʀ неспоɬвореноʀ обласɬɿ в поɲкодженɿ дɿлɹнки.  

Проɰес диɮɭзɿʀ описɭɽɬɶсɹ насɬɭпним виразом [58] 

 

 1
, ( , ) ( , )n n n
i j tI I i j tI i j�  � ' ,  (1.29) 

 

де n  – номер ɿɬераɰɿʀ; 

 ( , )i j  – координаɬи пɿкселɹ; 

 t'  – ɲвидкɿсɬɶ змɿни; 

 
1( , )nI i j�  – оновлене зображеннɹ ( , )nI i j ; 

 ( , )n
tI i j  – ɹвлɹɽ собоɸ зображеннɹ оброблене операɬора Лапласа ɿ може 

бɭɬи записано ɹк [58] 

 

 ( )tI I IA � ' � ,  (1.30) 

 

де  IA�  – напрɹмок лɿнɿйноʀ сɬрɭкɬɭри; 

 ( )I� '  – операɬор Лапласа, ɳо засɬосовɭɽɬɶсɹ до градɿɽнɬɭ. 
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Основним недолɿком ɬакого пɿдɯодɭ ɽ неможливɿсɬɶ вɿдновленнɹ великиɯ 

ɬексɬɭрованиɯ обласɬей ɱерез поɹвɭ силɶного «розмиɬɬɹ» в проɰесɿ диɮɭзɿʀ, ɳо 

призводиɬɶ до викривленнɹ рɿзкиɯ перепадɿв ɹскравосɬɿ на зображеннɿ. 

Продовженнɹм ɿдеʀ Bertalmio ɽ робоɬа [59], в ɹкɿй предсɬавлений 

алгориɬм Total Variation, ɳо викорисɬовɭɽ вираз Ейлера-Лагранжа ɬа 

анɿзоɬропнɭ диɮɭзɿɸ. Зображеннɹ вɿдновлɸɽɬɶсɹ за допомогоɸ ɮɭнкɰɿоналɭ 

[59]: 

 

 min ( )
l

E I I
G

 �³ .  (1.31) 

 

Мɿнɿмɿзаɰɿɹ даного ɮɭнкɰɿоналɭ еквɿваленɬна поɽднаннɸ рɿвнɿв 

зображеннɹ з найменɲим середнɶоквадраɬиɱним вɿдɯиленнɹм.  

Дана модиɮɿкаɰɿɹ краɳе зберɿгаɽ лɿнɿйнɿ сɬрɭкɬɭри на зображеннɿ, але все 

ɬакож не вирɿɲɭɽ проблемɭ розмиɬɬɹ.  

У робоɬаɯ [60-61] моделɶ Total Variation бɭла розɲирена до моделɿ 

Curvature Driven Diffusion, ɲлɹɯом додаваннɹ ɿнɮормаɰɿʀ про градɿɽнɬ в кожнɿй 

ɬоɱɰɿ зображеннɹ, ɳо знижɭɽ, але не виклɸɱаɽ еɮекɬ розмиɬɬɹ. Авɬори робоɬи 

[62] запропонɭвали ɿнɲий пɿдɯɿд, оснований на PDE, – алгориɬм анɿзоɬропноʀ 

векɬор-регɭлɹрɿзаɰɿʀ. 

Пɿдводɹɱи пɿдсɭмок можна зробиɬи висновок, ɳо основним недолɿком 

меɬодɿв, основаниɯ на розв’ɹзаннɿ диɮеренɰɿйниɯ рɿвнɹнɶ з ɱасɬинними 

поɯɿдними ɽ розмиɬɬɹ рɿзкиɯ перепадɿв ɹскравосɬɿ ɿ нездаɬнɿсɬɶ вɿдновлɸваɬи 

ɬексɬɭрнɿ обласɬɿ або вигнɭɬɿ конɬɭрɭ об'ɽкɬɿв, оɬже ɰɹ грɭпа меɬодɿв може з 

високоɸ еɮекɬивнɿсɬɸ засɬосовɭваɬисɹ ɬɿлɶки длɹ видаленнɹ невеликиɯ 

деɮекɬɿв на зображеннɿ. 

 

 1.3.4 Гɿбриднɿ меɬоди вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ зображенɶ 
 

Гɿбриднɿ меɬоди заснованɿ на засɬосɭваннɿ декомпозиɰɿʀ ɬа 

морɮологɿɱного аналɿзɭ зображеннɹ, з меɬоɸ класиɮɿкаɰɿʀ поɲкоджениɯ 
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дɿлɹнок на гладкɿ ɿ ɬексɬɭрованɿ поверɯнɿ, з подалɶɲим засɬосɭваннɹм меɬодɿв 

вɿдновленнɹ в залежносɬɿ вɿд ɬипɭ кожноʀ дɿлɹнки [63-68].  

Вɿдповɿдно длɹ гладкиɯ поверɯонɶ викорисɬовɭɸɬɶсɹ меɬоди, основанɿ на 

розв’ɹзаннɿ диɮеренɰɿйниɯ рɿвнɹнɶ з ɱасɬинними поɯɿдними (п. 1.3.3), а длɹ 

ɬексɬɭрниɯ обласɬей – меɬоди на основɿ синɬезɭ ɬексɬɭр (п. 1.3.1) або поɲɭкɭ 

сɯожиɯ блокɿв (п. 1.3.2). 

В робоɬɿ [65] зображеннɹ предсɬавлɹɽɬɶсɹ ɭ виглɹдɿ сɭми двоɯ ɮɭнкɰɿʀ ɳо 

складаɸɬɶсɹ з сɬрɭкɬɭрноʀ ɿ ɬексɬɭрноʀ складовоʀ, при ɰɶомɭ сɬрɭкɬɭра 

зображеннɹ вɿдновлɸɽɬɶсɹ за допомогоɸ меɬодɭ PDE, а ɬексɬɭрна ɱасɬина – 

меɬодом синɬезɭ ɬексɬɭр. 

В робоɬɿ [53] предсɬавлений меɬод вɿдновленнɹ, ɹкий сегменɬɭɽ 

ɬексɬɭрнɭ обласɬɶ зображеннɹ, ɬим самим зменɲɭɸɱи плоɳɭ поɲɭкɭ сɯожиɯ 

блокɿв, ɳо пɿдвиɳɭɽ ɲвидкɿсɬɶ обробки зображеннɹ. 

 

 1.3.5 Швидкɿ напɿвавɬомаɬиɱнɿ меɬоди вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ 

зображенɶ 

 

Недолɿком бɿлɶɲосɬɿ предсɬавлениɯ виɳе меɬодɿв ɽ ʀɯ висока 

обɱислɸвалɶна складнɿсɬɶ, ɬомɭ в деɹкиɯ праɰɹɯ засɬосовɭɸɬɶ алгориɬми длɹ 

прискореннɹ обɱисленɶ. В робоɬɿ [69] бɭло наведено меɬод вɿдновленнɹ 

зображеннɹ за допомогоɸ видɿленоʀ сɬрɭкɬɭри.  Меɬод Fast Marching Method 

(FMM), наведений ɭ [70], розглɹдаɽ невɿдомɭ обласɬɶ зображеннɹ ɹк набɿр 

рɿвнɿв ɬа викорисɬовɭɽ ʀɯ длɹ вɿдновленнɹ зображеннɹ. 

Пɿдводɹɱи пɿдсɭмок аналɿзɭ меɬодɿв вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ 

зображенɶ можна зробиɬи висновок, ɳо ɿснɭɸɱɿ меɬоди не дозволɹɸɬɶ 

домогɬисɹ прийнɹɬноʀ ɹкосɬɿ реконсɬрɭкɰɿʀ зображенɶ. В ɹкосɬɿ основниɯ 

недолɿкɿв слɿд видɿлиɬи насɬɭпне: 

− меɬоди на основɿ синɬезɭ ɬексɬɭр можɭɬɶ зберɿгаɬи лиɲе приблизнɭ 

сɬрɭкɬɭрɭ зображеннɹ, ɿ не здаɬнɿ реконсɬрɭɸваɬи лɿнɿйнɿ або ɬексɬɭрнɿ 

обласɬɿ; 
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− меɬоди, основанɿ на розв’ɹзаннɿ диɮеренɰɿйниɯ рɿвнɹнɶ з ɱасɬинними 

поɯɿдними, даɸɬɶ можливɿсɬɶ вɿдновлɸваɬи маленɶкɿ поɲкодженɿ дɿлɹнки, але 

при вɿдновленнɿ великиɯ призводɹɬɶ до поɹви знаɱноʀ рɿвнɹ розмиɬɬɹ граниɰɶ 

об'ɽкɬɿв; 

− меɬоди, заснованɿ на поɲɭкɭ сɯожиɯ блокɿв, не призводɹɬɶ до розмиɬɬɹ 

зображеннɹ, проɬе можɭɬɶ викликаɬи споɬвореннɹ ɿ арɬеɮакɬи на межаɯ 

об'ɽкɬɿв, ɿ сɯилɶнɿ до помилок при вɿдновленнɿ криволɿнɿйниɯ сɬрɭкɬɭр. 

 

 Висновки до роздɿлɭ 1 

 

 1. Проведено аналɿз сɭɱасниɯ меɬодɿв обробки ɰиɮровиɯ зображенɶ: 

меɬодɿв попереднɶоʀ обробки зображенɶ, меɬодɿв виɹвленнɹ розривɿв на 

зображеннɹɯ, меɬодɿв вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ зображенɶ.  

 2. Проведений аналɿз показɭɽ, ɳо викорисɬаннɹ ɿснɭɸɱиɯ меɬодɿв 

ɰиɮровоʀ обробки сигналɿв не дозволɹɽ еɮекɬивно вɿдновлɸваɬи зображеннɹ 

поверɯонɶ, оɬриманиɯ меɬодами сейсморозвɿдки, радɿолокаɰɿʀ, дисɬанɰɿйного 

зондɭваннɹ планеɬи ɿ ɬ.п. 

 3. Аналɿз лɿɬераɬɭрниɯ джерел показɭɽ, ɳо ɿснɭɸɱɿ на даний моменɬ 

меɬоди ɰиɮровоʀ обробки сигналɿв, вносɹɬɶ знаɱнɿ споɬвореннɹ при вɿдновленнɿ 

вɬраɱениɯ даниɯ, ɬакɿ ɹк розмиɬɬɹ рɿзкиɯ перепадɿв ɹскравосɬɿ ɬа поɹва 

арɬеɮакɬɿв на граниɰɹɯ обласɬей. 

4. У резɭлɶɬаɬɿ проведеного аналɿзɭ сɮормɭлɶовано ɬакɿ основнɿ задаɱɿ: 

− побɭдɭваɬи маɬемаɬиɱнɭ моделɶ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж паралелɶними смɭгами з викорисɬаннɹм ɭзагалɶнениɯ 

глобалɶниɯ ɮормɭл Шепарда, Шепарда-Лиɬвина, Лагранжа ɬа Ермɿɬа; 

− побɭдɭваɬи маɬемаɬиɱнɭ моделɶ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами, розɬаɲованими пɿд 

довɿлɶним кɭɬом до осей координаɬ; 

− побɭдɭваɬи маɬемаɬиɱнɭ моделɶ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами, ɳо маɸɬɶ криволɿнɿйнɿ граниɰɿ; 
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− побɭдɭваɬи маɬемаɬиɱнɭ моделɶ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами ɿз граниɰɹми ɭ виглɹдɿ замкнɭɬого конɬɭрɭ; 

− побɭдɭваɬи маɬемаɬиɱнɭ моделɶ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ ɬɿла операɬорами 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж смɭгами ɿз враɯɭваннɹм сɬрɭкɬɭри ɬɿла на вɿдомиɯ обласɬɹɯ. 

 Основнɿ резɭлɶɬаɬи перɲого роздɿлɭ опɭблɿковано ɭ робоɬаɯ [1, 3, 4, 9]. 

Список джерел, ɹкɿ викорисɬано ɭ даномɭ роздɿлɿ, наведено ɭ повномɭ 

спискɭ викорисɬаниɯ джерел [14-70]. 
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2 МЕТОД ВІДНОВЛЕННЯ ПОВЕРХНІ ДВОВИМІРНОГО ТІЛА ЗА 

ВІДОМОЮ ІНФОРМАЦІЄЮ ПРО ЦЮ ПОВЕРХНЮ НА СИСТЕМІ 

СМУГ ЗА ДОПОМОГОЮ ОПЕРАТОРІВ ІНТЕРСТРІПАЦІЇ 

НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦІЙ ДВОХ ЗМІННИХ 

 

2.1 Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ смɭг, обмежениɯ прɹмими 

паралелɶними осɹм координаɬ, за допомогоɸ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ 

неперервниɯ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ 

 

Неɯай нам задана ɮɭнкɰɿɹ � �,u f x y  двоɯ змɿнниɯ ɿ сисɬема лɿнɿй 

� �: , 0k k x y*  Z  або � �:k kx x t*  , � �ky y t , 1, ; [ , ]k kk M t � D E . 

Ознаɱеннɹ 2.1 [71-72]. Слɿдом ɮɭнкɰɿʀ � �,u f x y  на лɿнɿʀ � �: , 0k k x y*  Z  

бɭдемо називаɬи ɮɭнкɰɿɸ однɿɽʀ змɿнноʀ ( x , або y , або парамеɬра t ) � �kf x  або 

� �kf y  або � � � � � �� �,k k kf t f x t y t , ɹка ɭ кожнɿй ɬоɱɰɿ ɰɿɽʀ лɿнɿʀ k*  приймаɽ ɬакɿ 

ж знаɱеннɹ, ɹк ɿ ɮɭнкɰɿɹ � �,u f x y . В маɬемаɬиɰɿ ɰей ɮакɬ записɭɸɬɶ ɬак: 

 

, 1,
k kkf f k M* *  . 

 

Ознаɱеннɹ 2.2 [73-74]. Інɬерполɹɰɿɽɸ ɮɭнкɰɿʀ � �,f x y  (вɿд англ. inter – 

мɿж, pole – полɸс) називаɽɬɶсɹ вɿдновленнɹ (можливо, наближене) ɮɭнкɰɿʀ 

� �,f x y  в довɿлɶниɯ ɬоɱкаɯ � �,x y  за допомогоɸ знаɱенɶ � �,k k kz f x y  ɰɿɽʀ 

ɮɭнкɰɿʀ ɭ заданɿй сисɬемɿ ɬоɱок � �, , 1,k kx y k M . 

Ознаɱеннɹ 2.3 [75-76]. Інɬерлɿнаɰɿɽɸ ɮɭнкɰɿʀ � �,f x y  (вɿд англ. inter – 

мɿж, line – лɿнɿɹ) називаɽɬɶсɹ вɿдновленнɹ (можливо, наближене) ɮɭнкɰɿʀ 
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� �,f x y  ɭ ɬоɱкаɯ мɿж лɿнɿɹми � �: , 0, 1,k k x y k M*   Z  за допомогоɸ ʀʀ слɿдɿв 

, 1,
k kkf f k M* *   на ɰиɯ лɿнɿɹɯ. 

Ознаɱеннɹ 2.4. Інɬерсɬрɿпаɰɿɽɸ ɮɭнкɰɿʀ � �,f x y  (вɿд англ. inter – мɿж, 

stripe – смɭга) називаɽɬɶсɹ вɿдновленнɹ (можливо, наближене) ɮɭнкɰɿʀ � �,f x y

мɿж смɭгами за допомогоɸ ʀʀ слɿдɿв на граниɰɹɯ смɭг.  

Познаɱимо операɬор ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɱерез 

 

( , ) ( , ;{ ( , )};{ }), 1,kf x y x y f x y G k n4  4  , 

 

де kG  – задана сисɬема смɭг, взагалɿ кажɭɱи переɬинниɯ, на кожнɿй ɿз ɹкиɯ 

задаɸɬɶсɹ деɹкɿ зображеннɹ ɭ виглɹдɿ ɮɭнкɰɿй ( , )f x y . 

Ознаɱеннɹ 2.5. Якɳо � � � �, 1r nf x C r n� t t\  ɬа ^ `� � � �, , r n
k p x C2 � \M , ɬо 

операɬори ^ `� �, ,k p x2 M  бɭдемо називаɬи операɬорами, ɳо зберɿгаɸɬɶ клас 

диɮеренɰɿйованосɬɿ � �r nC \ , ɹкомɭ належаɬɶ наближɭвала ɮɭнкɰɿɹ � �f x . 

Інакɲе операɬори ^ `� �, ,k p x2 M  бɭдемо називаɬи операɬорами, ɹкɿ не зберɿгаɸɬɶ 

клас диɮеренɰɿйованосɬɿ � �r nC \ , ɹкомɭ належиɬɶ наближɭвана ɮɭнкɰɿɹ � �f x

. 

Вважаɽмо, ɳо деɹке зображеннɹ вɿдоме не на всɿй поверɯнɿ 6 , а  лиɲе на 

сисɬемɿ ( 2)m mt  верɬикалɶниɯ смɭг виглɹдɭ: 

 

 > @^ `1, 1 1, , , 1,k k k nG x y k m� d d �  D E J G    (2.1) 

 

ɬа (або) на сисɬемɿ ( 2)n n t  горизонɬалɶниɯ смɭг виглɹдɭ: 

 

 > @^ `2, 1 1, , , 1,l l l mG y x l n� d d �  J G D E .  (2.2) 
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Об’ɽднаннɹ множин 1, , 1,kG k m  ɬа 2, , 1,lG l n  даɽ обласɬɶ G  

непоɲкоджениɯ дɿлɹнок зображеннɹ. Тоɱки зображеннɹ, ɹкɿ не поɬрапили до G  

належаɬɶ обласɬɿ поɲкоджениɯ ɬоɱок 

 
2

1, , 1 2, , 1\ k k l lG G G G� �  \ * , 

> @^ `1, , 1 1 1 1, , , 1, 1k k k k nG x y k mE D J G� � � d d �  � , 

> @^ `2, , 1 1 1 1, , , 1, 1l l l l mG y x l nG J D E� � � d d �  � . 

 

Неɯай поверɯнɹ : ( , ),z f x y6   , 2( , ) ( ),N Nf x y C \  ɹкɭ ми ɯоɱемо 

вɿдновиɬи, вважаɽɬɶсɹ вɿдомоɸ лиɲе на вказаниɯ смɭгаɯ, ɬобɬо 

 

1, 1 1( , ) ( , ), ,
k k k k k nxf x y f x y x y �d d  d d d dD E D E J G , 

2, 1 1( , ) ( , ), ,
l l l l l myf x y f x y y x �d d  d d d dJ G J G D E . 

 

При ɰɶомɭ 

 

1 1, 1,k k k k k m� �� � �  D E D E , 1 1, 1,l l l l l n� �� � �  J G J G , 

 

 
, 2( )N NC \  – клас ɮɭнкɰɿй, ɹкɿ маɸɬɶ неперервнɿ ɱасɬиннɿ  поɯɿднɿ 

( , ) ( , )p qf x y  длɹ 0 ,p q N� d . 

 

 2.1.1. Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ непереɬинниɯ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими паралелɶними вɿсɿ Оɭ 

 

Вважаɽмо, ɳо все зображеннɹ поверɯнɿ 6  вɿдоме нам лиɲе на сисɬемɿ 

горизонɬалɶниɯ смɭг (2.1). 
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Якɳо k k D E , 1,k m , ɬо ɰɿ смɭги вироджɭɸɬɶсɹ в лɿнɿʀ.  

 Введемо до розглɹдɭ операɬори 

 

 1,

1, , 1 1

( , ) ;
( , )

( , ) ; 1 1.
k k k

k k k k

f x y x
f x y

O f x y x k m
D E

E D� �

d d­
4  ® d d d d �¯

  (2.3) 

 

де операɬор 1, , 1 ( , )k kO f x y�  може бɭɬи предсɬавлений за допомогоɸ полɿномɿв 

Лагранжа: 

 

 1, , 1 1, , 1 2, , 1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),k k k k k k k kO f x y H x f y H x f yE D� � � � �   (2.4) 

1
1, , 1 2, , 1

1 1
( ) , ( ) .k k

k k k k
k k k k

x xH x H xD E
E D D E

�
� �

� �

� �
  

� �
 

 

або за допомогоɸ полɿномɿв Ермɿɬа [76]: 

 

 ( ,0) ( ,0)
1, , 1 1, , 1 2, 1,

0
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

N
s s

k k k k s k k s
s

E f x y f y x f y x� � �
 

ª º �¬ ¼¦ A AE D ,  (2.5) 

1

1, , 1

1
( )

( ) 1( ) ( ) ,
! ( )

k

N s

sm
N k

k s j mj Nj k jj
j k x

x xx x x
s x x

� �

 
z

 
z

­ ½
° °� ° ° 3 � ® ¾
° °3 �
° °¯ ¿

A  

1

2, , 1

1
( )

( ) 1( ) ( )
! ( )

l

N p

pn
N l

l p i ni Ni l ii
i l y

y yy y y
p y y

� �

 
z

 
z

­ ½
° °� ° ° 3 � ® ¾
° °3 �
° °¯ ¿

A . 

 

Бɭдемо вважаɬи операɬор (2.3) маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ 6 , ɹка 

на кожнɿй ɿз смɭг (2.1) ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ 

поверɯнɸ за допомогоɸ операɬорa (2.4) або (2.5).  
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Теорема 2.1. Якɳо вɿдсɬанɶ мɿж смɭгами 1 0k k� �  D E , 1, 1k m � , ɬо длɹ 

вɿдновленнɹ поверɯнɿ операɬор (2.3) можна записаɬи ɭ виглɹдɿ: 

 

 1,( , ) ( , ), , 1,k k kf x y f x y x k mD E4  d d  .  (2.6) 

 

 Доведеннɹ випливаɽ безпосереднɶо з визнаɱеннɹ операɬора (2.3). 

 Теорема 2.2. Операɬор (2.3) маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 

 ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), 1,k k k kf y f y f y f y k m4 D  D 4 E  E  .  (2.7) 

 

 Теорема 2.3. Операɬор (2.4) длɹ випадкɭ двоɯ довɿлɶниɯ сɭмɿжниɯ смɭг i 

ɬа j маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 ɹкɳо 1, 1,( , ) ( )i if x y C G�  ɬа 1, 1 1, 1( , ) ( )i if x y C G� �� , ɬо резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ 

поверɯнɿ 6  операɬором 1, , 1, 1 1, 1, 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * * . 

 Дɨведеɧɧɹ. Оɱевидно, ɳо ɮɭнкɰɿʀ 1, , 1( )i iH x�  ɬа 2, , 1( )i iH x�  маɸɬɶ ɬакɿ 

власɬивосɬɿ:  

 

1
1, , 1 1, , 1( ) 1, ( ) 0,

i i
i i i ix x x x

H x H x
�

� �  
   

1
2, , 1 2, , 1( ) 0, ( ) 1.

i i
i i i ix x x x

H x H x
�

� �  
   

 

 Томɭ 

 

1, 1,

1, , 1, 1 1, , 1

1, 1 1, 1

( , ) ( , ) ;
( , ) ( , ) ( , ) ;

( , ) ( , ) ,

i i

i ii i i i

i i

f x y x y G
f x y O f x y x y G

f x y x y G
�� �

� �

­ �
°4  ® �
° �¯

 

 

маɽ власɬивосɬɿ 1, , 1, 1 1, 1, 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * * , оскɿлɶки  
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1, 1,( , ) ( )i if x y C G� , 1, 1 1, 1( , ) ( )i if x y C G� �� , 1, , 11, , 1 ( , ) ( )i ii iO f x y C G �� � . 

 

 Теоремɭ 2.3 доведено. 

 Теорема 2.4. Операɬор (2.3) на сисɬемɿ з k смɭг маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 ɹкɳо 1, 1,( , ) ( ), 1,i if x y C G i k� �  , ɬо операɬор ( , ) (G G)f x y C4 � * . 

 Дɨведеɧɧɹ. Оскɿлɶки згɿдно ɿз ɬвердженнɹм ɬеореми 2.3, справедливе 

ɬвердженнɹ 

 

1, , 1, 1 1, 1, 1( , ) ( ),i ii i i if x y C G G G�� �4 � * *  

 

ɬо 

 
1

1, , 11,
1 1

( , )
k k

i ii
i i

f x y C G G
�

�
  

§ ·
4 � ¨ ¸

© ¹
* * . 

 

 Оскɿлɶки 1,
1

k

i
i
G G

 

 *  ɬа 
1

1, , 1
1

k

i i
i
G G

�

�
 

 * , ɬо 

 

( , ) (G G)f x y C4 � * . 

 

 Теоремɭ 2.4 доведено. 

 Теорема 2.5. Залиɲок наближеннɹ ɮɭнкɰɿʀ ( , ) ( )rf x y C G�  длɹ випадкɭ 

двоɯ сɭмɿжниɯ смɭг може бɭɬи предсɬавлений ɭ виглɹдɿ: 

 

1,

1, , 1, 1

0 ( , ) , 1, ;
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , 1, 1,
i

i ii i

x y G i m
f x y f x y

R f x y x y G i m��

­ �  °�4  ®
�  �°̄

 

1

, 1 1, , 1
( )( , )( , ) ( )

( 1)!
i

x rr
i

i i i i r
tf t yR f x y H x dt

rtE

E �

� �
�w

 �
�w³  
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1

1
1

2, , 1
( )( , )( )

( 1)!
i

x rr
i

i i r
tf t yH x dt

rtD

D

�

�
�

�
�w

�
�w³ , 

 

ɳо маɽ власɬивосɬɿ: 

 

1
1, , 1 2, , 1

( ) ( )( ) ( ) 0
! !

q q
i i

i i i i
x xH x H x

q q
E D �

� �
� �

�  . 

 

 Дɨведеɧɧɹ. Той ɮакɬ, ɳо в обласɬɹɯ 1, , 1,iG i m  поɯибка наближеннɹ 

дорɿвнɸɽ нɭлɸ випливаɽ безпосереднɶо з припɭɳеннɹ. 

 

1, 1,( , ) ( , ), 1,
k kGf x y f x y k m  . 

 

 Неɯай 1r  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f x y�  маɬиме виглɹд: 

 

1

1, , 1 1, , 1 2, , 1
( , ) ( , )( , ) ( ) ( )

i i

x x

i i i i i i
f t y f t yR f x y H x dt H x dt
t tE D �

� � �
w w

 �  
w w³ ³  

> @ > @1, , 1 2, , 1 1( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )i i i i i iH x f x y f y H x f x y f yE D� � � � � �   

1, , 1 2, , 1 1, , 1 2, , 1 1( ) ( ) (x, ) ( ) ( , ) ( ) ( , )i i i i i i i i i iH x H x f y H x f y H x f yE D� � � � �ª º ª º � � �¬ ¼ ¬ ¼ . 

 

 Оскɿлɶки 

 

1
1, , 1 2, , 1

1 1
( ) ( ) 1k k

i i i i
k k k k

x xH x H x D E
E D D E

�
� �

� �

� �
�  �  

� �
. 

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.4) маɽмо 

 

 1, , 1 ( , ) ( , ) ( , )i iR f x y f x y f x y�  �4 .  (2.8) 
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 Неɯай 2r  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f x y�  маɬиме виглɹд: 

 

1

2 2

2, , 1 1, , 1 2, , 1 12 2
( , ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i

x x

i i i i i i i i
f t y f t yR f x y H x t dt H x t dt
t tE D

E D
�

� � � �
w w

 � � �  
w w³ ³  

1, , 1
( , ) ( , )( ) ( )

i i

x x

i i i
f t y f t yH x t dt
t tE E

E�

ª ºw w§ ·« » � � �¨ ¸w w© ¹« »¬ ¼
³  

1 1

2, , 1 1
( , ) ( , )( ) ( )

i i

x x

i i i
f t y f t yH x t dt
t tD D

D
� �

� �

ª ºw w§ ·« »� � �  ¨ ¸w w© ¹« »¬ ¼
³  

1, , 1 2, , 1 1
( , )( )( ) ( )( )i i i i i i
f x yH x t H x t
x

E D� � �
wª º � � � �¬ ¼ w

 

1

1, , 1 2, , 1
( , ) ( , )( ) ( )

i i

x x

i i i i
f t y f t yH x dt H x dt
t tE D �

� �
w w

� �
w w³ ³ . 

 

 Зважаɸɱи, ɳо 

 

1, , 1 2, , 1 1( )( ) ( )( ) 0i i i i i iH x x H x xE D� � �� � �   

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.8) маɽмо 

 

2, , 1 1, , 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i iR f x y R f x y f x y f x y� �  �4 . 

 

 Аналогɿɱно справедливе ɬакож длɹ 2r ! . 

 Теоремɭ 2.5 доведено. 

 Пɪикɥад 2.1. Неɯай зображеннɹ поверɯнɿ  

 

 ( , ) 0.2sin 0.2cos .
2 2

f x y x yS S
 �   (2.9) 
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описɭɽɬɶсɹ ɮɭнкɰɿɹми на смɭгаɯ: 

 

3 2
( , ) 0.2sin 0.2cos ,

2 2x
f x y x y

� d d�

S S
 �  

1 1
( , ) 0.2sin 0.2cos ,

2 2x
f x y x y

� d d

S S
 �  

2 3
( , ) 0.2sin 0.2cos .

2 2x
f x y x y

d d

S S
 �  

 

 На рисɭнкɭ 2.1 наведено зображеннɹ оригɿналɭ поверɯнɿ ɬа зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ верɬикалɶниɯ смɭг. На рисɭнкɭ 2.2 наведено резɭлɶɬаɬ 

вɿдновленнɹ поверɯнɿ (2.8) за допомогоɸ операɬора (2.3) 

  

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.1 – Зображеннɹ поверɯнɿ (а – оригɿнал зображеннɹ; б – зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ верɬикалɶниɯ смɭг) 

 

 2.1.2 Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ непереɬинниɯ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими паралелɶними вɿсɿ Оx 

 

 Вважаɽмо, ɳо все зображеннɹ поверɯнɿ 6  вɿдоме нам лиɲе на сисɬемɿ 

горизонɬалɶниɯ смɭг (2.2). 
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(а)      (б) 

Рисɭнок 2.2 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ (а – вɿдновлена поверɯнɹ; б – 

абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 

 

Якɳо l l J G  , ɬо ɰɿ смɭги вироджɭɸɬɶсɹ в лɿнɿʀ.  

Введемо до розглɹдɭ операɬори 

 

 2,

2, , 1 1

( , ) ;
( , )

( , ) , 1 1,
l l l

l l l l

f x y y
f x y

O f x y y l n
J G

G J� �

d d­
4  ® d d d d �¯

   (2.10) 

 

де операɬор 2, , 1 ( , )l lO f x y�  може бɭɬи предсɬавлений за допомогоɸ полɿномɿв 

Лагранжа: 

 

 2, , 1 1, , 1 2, , 1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),l l l l l l l lO f x y H y f x H y f xG J� � � � �   (2.11) 

1
1, , 1 2, , 1

1 1
( ) , ( ) .l l

l l l l
l l l l

y yH y H yJ G
G J J G

�
� �

� �

� �
  

� �
 

 

або за допомогоɸ полɿномɿв Ермɿɬа [76]: 

 

 (0, ) (0, )
2, , 1 1, , 1 2, 1,

0
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

N
p p

l l l l p l l p
p

O f x y f x y f x yG J� � �
 

ª º �¬ ¼¦ A A ,  (2.12) 
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1

1, , 1

1
( )

( ) 1( ) ( ) ,
! ( )

k

N s

sm
N k

k s j mj Nj k jj
j k x

x xx x x
s x x

� �

 
z

 
z

­ ½
° °� ° ° 3 � ® ¾
° °3 �
° °¯ ¿

A  

1

2, , 1

1
( )

( ) 1( ) ( )
! ( )

l

N p

pn
N l

l p i ni Ni l ii
i l y

y yy y y
p y y

� �

 
z

 
z

­ ½
° °� ° ° 3 � ® ¾
° °3 �
° °¯ ¿

A . 

 

Бɭдемо вважаɬи операɬор (2.10) маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ 6 , ɹка 

на кожнɿй ɿз смɭг (2.2) ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ 

поверɯнɸ за допомогоɸ операɬора (2.11) або (2.12).  

Теорема 2.5. Якɳо вɿдсɬанɶ мɿж смɭгами 1 0l l� �  J G , ɬо длɹ вɿдновленнɹ 

поверɯнɿ операɬор (2.10) можна записаɬи ɭ виглɹдɿ 

 

 2,( , ) ( , ), , 1,l l lf x y f x y y l nJ G4  d d  .  (2.13) 

  

 Теорема 2.6. Операɬор (2.10) маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 

 ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), 1,l l l lf x f x f x f x l n4 J  J 4 G  G  .  (2.14) 

 

 Теорема 2.7. Операɬор (2.11) длɹ випадкɭ двоɯ довɿлɶниɯ сɭмɿжниɯ смɭг i 

ɬа j маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 ɹкɳо 2, 2,( , ) ( )i if x y C G�  ɬа 2, 1 2, 1( , ) ( )i if x y C G� �� , ɬо резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ 

поверɯнɿ 6  операɬором 2, , 1, 1 2, 2, 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * * . 

 Дɨведеɧɧɹ. Оɱевидно, ɳо ɮɭнкɰɿʀ 1, , 1( )i iH y�  ɬа 2, , 1( )i iH y�  маɸɬɶ ɬакɿ 

власɬивосɬɿ:  
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1
1, , 1 1, , 1( ) 1, ( ) 0,

i i
i i i iy y y y

H y H y
�

� �  
   

1
2, , 1 2, , 1( ) 0, ( ) 1.

i i
i i i iy y y y

H y H y
�

� �  
   

 

 Томɭ 

 

2, 2,

2, , 1, 1 2, , 1

2, 1 2, 1

( , ) ( , ) ;
( , ) ( , ) ( , ) ;

( , ) ( , ) ,

i i

i ii i i i

i i

f x y x y G
f x y O f x y x y G

f x y x y G
�� �

� �

­ �
°4  ® �
° �¯

 

 

маɽ власɬивосɬɿ 2, , 1, 1 2, 2, 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * * , оскɿлɶки  

 

2, 2,( , ) ( )i if x y C G� , 2, 1 2, 1( , ) ( )i if x y C G� �� , 2, , 12, , 1 ( , ) ( )i ii iO f x y C G �� � . 

 

 Теоремɭ 2.7 доведено. 

 Теорема 2.8. Операɬор (2.10) на сисɬемɿ з k смɭг маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

ɹкɳо 2, 2,( , ) ( ), 1,i if x y C G i k� �  , ɬо операɬор ( , ) (G G)f x y C4 � * . 

 Дɨведеɧɧɹ. Оскɿлɶки згɿдно ɿз ɬвердженнɹм ɬеореми 2.7, справедливе 

ɬвердженнɹ 

 

2, , 1, 1 2, 2, 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * *  

ɬо 

 
1

2, , 12,
1 1

( , )
k k

i ii
i i

f x y C G G
�

�
  

§ ·
4 � ¨ ¸

© ¹
* * . 

 

 Оскɿлɶки 2,
1

k

i
i
G G

 

 *  ɬа 
1

2, , 1
1

k

i i
i
G G

�

�
 

 * , ɬо ( , ) (G G)f x y C4 � * . 
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 Теоремɭ 2.8 доведено. 

 Теорема 2.9. Залиɲок наближеннɹ ɮɭнкɰɿʀ ( , ) ( )rf x y C G�  длɹ випадкɭ 

двоɯ сɭмɿжниɯ смɭг може бɭɬи предсɬавлений ɭ виглɹдɿ: 

 

2,

2, , 1, 1

0 ( , ) , 1, ;
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , 1, 1,
i

i ii i

x y G i n
f x y f x y

R f x y x y G i n��

­ �  °�4  ®
�  �°̄

 

1

, 1 1, , 1
( )( , )( , ) ( )

( 1)!
i

y rr
i

i i i i r
tf x tR f x y H y dt

rtG

G �

� �
�w

 �
�w³  

1

1
1

2, , 1
( )( , )( )

( 1)!
i

y rr
i

i i r
tf x tH y dt

rtJ

J

�

�
�

�
�w

�
�w³ , 

 

ɳо маɽ власɬивосɬɿ: 

 

1
1, , 1 2, , 1

( ) ( )( ) ( ) 0
! !

q q
i i

i i i i
y yH y H y

q q
G J �

� �
� �

�  . 

 

 Дɨведеɧɧɹ. Той ɮакɬ, ɳо в обласɬɹɯ 2, , 1,iG i n  поɯибка наближеннɹ 

дорɿвнɸɽ нɭлɸ випливаɽ безпосереднɶо з припɭɳеннɹ. 

 

2, 2,( , ) ( , ), 1,
k kGf x y f x y k n  . 

 

 Неɯай 1r  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f x y�  маɬиме виглɹд: 

 

1

1, , 1 1, , 1 2, , 1
( , ) ( , )( , ) ( ) ( )

i i

y y

i i i i i i
f x t f x tR f x y H y dt H y dt
t tG J �

� � �
w w

 �  
w w³ ³  

> @ > @1, , 1 2, , 1 1( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )i i i i i iH y f x y f x H y f x y f xG J� � � � � �   

1, , 1 2, , 1 1, , 1 2, , 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )i i i i i i i i i iH y H y f x y H y f x H y f xG J� � � � �ª º ª º � � �¬ ¼ ¬ ¼ . 
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 Оскɿлɶки 

 

1
1, , 1 2, , 1

1 1
( ) ( ) 1l l

i i i i
l l l l

y yH y H y J G
G J J G

�
� �

� �

� �
�  �  

� �
. 

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.11) маɽмо 

 

 1, , 1 ( , ) ( , ) ( , ).i iR f x y f x y f x y�  �4   (2.15) 

 

 Неɯай 2r  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f x y�  маɬиме виглɹд: 

 

1

2 2

2, , 1 1, , 1 2, , 1 12 2
( , ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i

y y

i i i i i i i i
f x t f x tR f x y H y t dt H y t dt
t tG J

G J
�

� � � �
w w

 � � �  
w w³ ³  

1, , 1
( , ) ( , )( ) ( )

i i

y y

i i i
f x t f x tH y t dt
t tG G

G�

ª ºw w§ ·« » � � �¨ ¸w w© ¹« »¬ ¼
³  

1 1

2, , 1 1
( , ) ( , )( ) ( )

i i

y y

i i i
f x t f x tH y t dt
t tJ J

J
� �

� �

ª ºw w§ ·« »� � �  ¨ ¸w w© ¹« »¬ ¼
³  

1, , 1 2, , 1 1
( , )( )( ) ( )( )i i i i i i
f x yH y t H y t
y

G J� � �
wª º � � � �¬ ¼ w

 

1

1, , 1 2, , 1
( , ) ( , )( ) ( )

i i

y y

i i i i
f x t f x tH y dt H y dt
t tG J �

� �
w w

� �
w w³ ³ . 

 

 Зважаɸɱи, ɳо  

 

1, , 1 2, , 1 1( )( ) ( )( ) 0i i i i i iH y y H y yG J� � �� � �   

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.15) маɽмо 
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2, , 1 1, , 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i iR f x y R f x y f x y f x y� �  �4 . 

 

 Аналогɿɱно справедливе ɿ длɹ 2r ! . 

 Теоремɭ 2.9 доведено. 

 Пɪикɥад 2.2. Неɯай зображеннɹ поверɯнɿ (2.9) описɭɽɬɶсɹ ɮɭнкɰɿɹми на 

смɭгаɯ: 

 

3 2
( , ) 0.2sin 0.2cos ,

2 2y
f x y x y

� d d�

S S
 �  

1 1
( , ) 0.2sin 0.2cos ,

2 2y
f x y x y

� d d

S S
 �  

2 3
( , ) 0.2sin 0.2cos .

2 2y
f x y x y

d d

S S
 �  

 

 На рисɭнкɭ 2.3 наведено зображеннɹ оригɿналɭ поверɯнɿ ɬа зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ горизонɬалɶниɯ смɭг. 

 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.3 – Зображеннɹ поверɯнɿ (а – оригɿнал зображеннɹ; б – зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ горизонɬалɶниɯ смɭг) 
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 На рисɭнкɭ 2.4 наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ (2.9) за 

допомогоɸ операɬора (2.10). 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.4 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ (а – вɿдновлена поверɯнɹ; б – 

абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 

 

 2.1.3. Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ переɬинниɯ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими паралелɶними осɹм координаɬ 

 

 Введемо до розглɹдɭ операɬори  

 

 
1, 1,

2, 2,

1,2, , 1, 2,

( , ) ( , ) , 1, ;

( , ) ( , ) ( , ) , 1, ;

( , ) ( , ) , 1, , 1, .

k k

l l

k l k l

f x y x y G k m

f x y f x y x y G l n

O f x y x y G G k m l n

­ �  
°°4  �  ®
° �   °̄ *

   (2.16) 

 1,2, , 1, , 1 2, , 1 1, , 1 2, , 1( , ) ( , )k l k k l l k k l lO f x y O O O O f x y� � � �ª º � �¬ ¼ .  (2.17) 

 

Теорема 2.10. Длɹ всɿɯ ɮɭнкɰɿй � �,N Nf C G�  виконɭɽɬɶсɹ 

спɿввɿдноɲеннɹ 
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,
1,2, , 1, , 1 2, , 1( ) ( )N N

k l k k l lO f O O f C G� � � � , > @ > @1 1 1 1, ,m nG � � uD E J G . 

 

Дɨведеɧɧɹ. Вɿдмɿɬимо власɬивосɬɿ операɬорɿв 1, , 1 ( , )k kO f x y� : 

 

1) ( ,0)
1, , 1 1 1( , ) ( , ),

k

p
p

k k k np
x

O f x y f y y
x E

E J G� �
 

w
 d d

w
, 

2) 
1

( ,0)
1, , 1 1 1 1( , ) ( , ),

k

p
p

k k k np
x

O f x y f y y
x D

D J G
�

� � �
 

w
 d d

w
, 

 

ɬа 2, , 1 ( , )l lO f x y� : 

 

1) (0, )
2, , 1 1 1( , ) ( , ),

l

r
r

l l l mr
y

O f x y f x x
x G

G D E� �
 

w
 d d

w
, 

2) 
1

(0, )
2, , 1 1 1 1( , ) ( , ),

l

r
r

l l l mr
y

O f x y f x x
x J

J D E
�

� � �
 

w
 d d

w
. 

 

Операɬор 1, , 1 2, , 1 ( , )k k l lO O f x y� �  ɽ операɬором двовимɿрноʀ 

ɱоɬирɶоɯɬоɱковоʀ ермɿɬовоʀ ɿнɬерполɹɰɿʀ з власɬивосɬɹми: 

 

( , )
1, , 1 2, , 1

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k k l l k lp r O O f x y f r p N
x y D J

D J
�

� �
w

 d d
w w

, 

( , )
1, , 1 2, , 1

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k k l l k lp r O O f x y f r p N
x y D G

D G
�

� �
w

 d d
w w

, 

( , )
1, , 1 2, , 1

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k k l l k lp r O O f x y f r p N
x y E J

E J
�

� �
w

 d d
w w

, 
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( , )
1, , 1 2, , 1

( , )

( , ) ( , ),0 ,
k l

p r
p r

k k l l k lp r O O f x y f r p N
x y E G

E G
�

� �
w

 d d
w w

. 

 

Томɭ операɬори 1,2, , ( , )k lO f x y маɸɬɶ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 

( ,0)
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

k

p
p

k l k np
x

O f x y f y y p N
x D

D J G �
 

w
 d d d d

w
, 

( ,0)
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

k

p
p

k l k np
x

O f x y f y y p N
x E

E J G �
 

w
 d d d d

w
, 

(0, )
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

l

r
r

k l l mr
y

O f x y f x x r N
y J

J D E �
 

w
 d d d d

w
, 

(0, )
1,2, , 1 1( , ) ( , ), ,0

l

r
r

k l l mr
y

O f x y f x x r N
y G

G D E �
 

w
 d d d d

w
. 

 

Тобɬо операɬор (2.17) ɽ операɬором ермɿɬовоʀ ɿнɬерлɿнаɰɿʀ ɮɭнкɰɿʀ � �,f x y  

на ɱоɬирɶоɯ взаɽмно перпендикɭлɹрниɯ прɹмиɯ  ,k kx  D E  ɬа ,l ly  J G  

Таким ɱином, операɬор (2.16) маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

1) вɿн визнаɱений в ɭсɿɯ ɬоɱкаɯ обласɬɿ 1 1 1 1[ , ] [ , ]m nG � � uD E J G ; 

2) зберɿгаɽ ɱасɬиннɿ поɯɿднɿ по ɯ ɿ по ɭ на граниɰɿ кожного прɹмокɭɬника 

1, 2,k lG G� . 

Тобɬо, ,( , ) ( )N Nf x y C G4 � . 

Теоремɭ 2.10 доведено. 

Теорема 2.11. Длɹ всɿɯ ɮɭнкɰɿй � �,N Nf C G�  поɯибка ʀɯ наближеннɹ 

операɬором (2.12) задоволɶнɹɽ спɿввɿдноɲеннɹ 
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> @
� �

1, 2,

1,2, , 1, 2,

0 ( , ) , 1, , 1, ;
( , )

, ( , ) , 1, , 1, .
k l

k l k l

x y G G k m l n
I f x y

f O f x y x y G G k m l n

­ �   °� 4  ®
ª º� �   °¬ ¼¯

*

*
. 

 

Дɨведеɧɧɹ. Доведеннɹ ɰɿɽʀ ɬеореми проводиɬɶсɹ ɭ два рɿзнɿ еɬапи. На 

перɲомɭ еɬапɿ слɿд враɯовɭваɬи, ɳо на смɭгаɯ операɬор (2.16) збɿгаɽɬɶсɹ з 

ɮɭнкɰɿɽɸ ( , )f x y  на смɭгаɯ 1, 2, , 1, , 1,k lG G k m l n  * , ɬобɬо ɬакож ɿ на переɬинɿ 

ɰиɯ смɭг. Томɭ в ɬоɱкаɯ вказаниɯ смɭг, а ɬакож в ɬоɱкаɯ ʀɯ переɬинɭ, бɭде 

виконɭваɬисɶ рɿвнɿсɬɶ 

 

1, 2,( , ) ( , ),( , ) , 1, , 1,k lf x y f x y x y G G k m l n4  �   * . 

 

Звɿдси виɬɿкаɽ, ɳо 

 

1, 2,( , ) ( , ) 0,( , ) , 1, , 1,k lf x y f x y x y G G k m l n�4  �   * . 

 

Тобɬо перɲɭ ɱасɬинɭ ɰɿɽʀ ɬеореми доведено. 

Длɹ доведеннɹ дрɭгоʀ ɱасɬини досɬаɬнɶо згадаɬи, ɳо в ɬоɱкаɯ 

1, 2,( , ) , 1, , 1,k lx y G G k m l n�   *  виконɭɽɬɶсɹ рɿвнɿсɬɶ 

 

1,2, ,( , ) ( , ), 1, , 1,k lf x y O f x y k m l n4    , 

 

де 1,2, , , ( , )k lO f x y  задаɽɬɶсɹ ɭ виглɹдɿ мɿɲаноʀ ермɿɬовоʀ ɿнɬерполɹɰɿʀ в кожномɭ 

з прɹмокɭɬникɿв 1 1[ ] [ ], 1, 1, 1, 1k k l lx y k m l n� �d d u d d  �  �E D G J . 

Томɭ дɿйсно  

 

1, , 1 2, , 1( , ) ( ) ( , )k k l lf x y O O f x y� �� �   

1,2, . 1 1( , ) ( , ),( , ) [ ] [ ]k l k k l lf x y O f x y x y x yE D G J� � � � d d u d d , 
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ɳо ɿ доводиɬɶ дрɭге ɬвердженнɹ ɬеореми 2.11. 

Теоремɭ 2.11 доведено. 

 Теорема 2.12. Длɹ оɰɿнки поɯибки наближеннɹ диɮеренɰɿйовниɯ ɮɭнкɰɿй 
� �2( 1),2( 1)( , ) N Nf x y C G� ��  операɬором (2.16) справедливе ɬаке спɿввɿдноɲеннɹ 

2( 1) 2( 1)
(2( 1),2( 1))1 2

( ) 4( 1)( )

1
(2( 1))!(2( 1))! 2

N N
N N

C G NC G
f f f

N N

� �
� �

�

' '
�4 d

� �
, 

1 1, 1, 11 1
max ,k k k kk m �
d d �

'  ' '  �D E ,  

2 2, 2, 11 1
max ,l l l ll n �
d d �

'  ' '  �J G . 

 

При ɰɶомɭ 
1, 2,( ) 0
i jC D Df f� 4  * . 

Дɨведеɧɧɹ. Враɯовɭɸɱи, ɳо слɿди ɮɭнкɰɿʀ � �,f x y  на смɭгаɯ вважаɸɬɶсɹ 

заданими ɬоɱно, ɬо ɮɭнкɰɿɹ 1, 2,( , ),( , ) k lf x y x y G G4 � * , ɭ всɿɯ ɬоɱкаɯ смɭг 

1, 2,,k lG G  збɿгаɽɬɶсɹ ɬоɱно з ɮɭнкɰɿɽɸ � �,f x y .  

Томɭ оɰɿнкɭ поɯибки ɬреба дослɿджɭваɬи лиɲе ɭ ɬоɱкаɯ мɿж смɭгами. 

З ɬеореми 2.10 виɬɿкаɽ, ɳо операɬор 1, , 1 2, , 1( ) ( , )k k l lO O f x y� ��  ɽ 

операɬором ермɿɬовоʀ ɿнɬерлɿнаɰɿʀ ɮɭнкɰɿʀ ( , )f x y  на ɱоɬирɶоɯ лɿнɿɹɯ 

1,k kx x �  E D  ɬа 1,l ly y �  G J . 

Як вɿдомо [77-78], ɿнɬегралɶне предсɬавленнɹ длɹ залиɲкɭ наближеннɹ 

диɮеренɰɿйовноʀ ɮɭнкɰɿʀ ( , )f x y  за допомогоɸ операɬорɿв двовимɿрноʀ 

ермɿɬовоʀ ɿнɬерлɿнаɰɿʀ записɭɽɬɶсɹ ɬакоɸ ɮормɭлоɸ � �� �1 21 , 2 1N p p N� d d � : 

 

( )MNR f x   

 
1 21 2

1 2 1 2 1 21 2

12 2
( )

1 1 0 0 1 1

( )
( ) ( )

( 1)!

k k
k

k k
i i

p sx xM M N N
ki kp

ki s k k
k ki i s s k kx x

x
h x f d

p s

� �

      

�
 u

� �¦¦ ¦ ¦� �³ ³
[

[ [ .  (2.18) 
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Тобɬо, длɹ залиɲкɭ можна написаɬи ɬакɭ рɿвнɿсɬɶ: 

 
(2( 1),2( 1)) 2 2

11 2

1 1

( , )( ) ( )
(2( 1))!(2( 1))! k

k

N N
N

MN k ki
k i

fR f x x x
N N

� �
�

  

 �
� � ��K K . 

 

З нерɿвносɬɿ 

 
1 12

( )
1
( )

k

k pk
k

p

MN k k kM NL Ï
i

R f d c q
� �

 

d ��P
P Q

QP

 
 

можна записаɬи 

 

1 2

1 2

1 1 1 1

,2, , , , ,2, , , ,1, 2,( ) .
p p

MN k N p l N pk lL ПR f q q
P

P Q P Q
Q P Q P

� � � �
d ' '  

 

При , f  fP Q оɬримɭɽмо 

 

1 2
1 2,2, , , , ,2, , , ,1, 2,( ) .p p

MN k N p l N pk lL ПR f q q
P f f f fd ' '

 
 

Таким ɱином, ɬеорема 2.12 доведена. 

Операɬор (2.16) ɿ ɽ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, побɭдованоʀ за 

допомогоɸ вɿдомиɯ даниɯ аероɮоɬозйомки або радɿолокаɰɿйного зондɭваннɹ на 

взаɽмноперпендикɭлɹрниɯ смɭгаɯ. 

Заɭважеɧɧɹ 2.1. Замɿсɬɶ полɿномɿв Ермɿɬа в наведениɯ виɳе операɬораɯ 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ можна викорисɬовɭваɬи полɿноми Шепарда [79] 

 



73 
 

 

0
,

0

( )
( ) , 0

n

k k
k

n n

k
k

f x x x
S x

x x

�P

 
P

�P

 

�
 P !

�

¦

¦
 

 

або полɿноми Шепарда-Лиɬвина [80] 

 

0
,

0

( )
( ) , 0.

n

k k
k

n n

k
k

f x x x
L x

x x

O

 
O

O

 

�
 O !

�

¦

¦
 

 

 Заɭважеɧɧɹ 2.2. Операɬор 1,2, , ( , )k lO f x y  можна зобразиɬи ɭ виглɹдɿ 

Лагранжа: 

 

1,2, , 1, , 1 2, , 1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )k l k k k k k kO f x y H x f y H x f yE D� � � � �  

1, , 1 2, , 1 1( ) ( , ) ( ) ( , )l l l l l lH y f x H y f xG J� � �� � �
 

1, , 1 1, , 1 1, , 1 2, , 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )k k l l k l k k l l k lH x H y f H x H y fE G E J� � � � �� � �  

 2, , 1 1, , 1 1 2, , 1 2, , 1 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ),k k l l k l k k l l k lH x H y f H x H y f� � � � � � �� �D G D J   (2.19) 

1
1, , 1 2, , 1

1 1
( ) , ( ) .k k

k k k k
k k k k

x xH x H xD E
E D D E

�
� �

� �

� �
  

� �  

1
1, , 1 2, , 1

1 1
( ) , ( ) .l l

l l l l
l l l l

y yH y H yJ G
G J J G

�
� �

� �

� �
  

� �  

 

 Пɪикɥад 2.3. Неɯай зображеннɹ поверɯнɿ (2.9) описɭɽɬɶсɹ ɮɭнкɰɿɹми на 

смɭгаɯ: 

 

3 1
( , ) 0.2sin 0.2cos ,

2 2x
f x y x y

� d d�

S S
 �  
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1 3
( , ) 0.2sin 0.2cos ,

2 2x
f x y x y

d d

S S
 �  

3 1
( , ) 0.2sin 0.2cos ,

2 2y
f x y x y

� d d�

S S
 �  

1 3
( , ) 0.2sin 0.2cos .

2 2y
f x y x y

d d

S S
 �  

 

 На рисɭнкɭ 2.5 наведено зображеннɹ оригɿналɭ поверɯнɿ ɬа зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ взаɽмноперпендикɭлɹрниɯ смɭг. 

 На рисɭнкɭ 2.6 наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ (2.9) за 

допомогоɸ операɬора (2.16) 

 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.5 – Зображеннɹ поверɯнɿ (а – оригɿнал зображеннɹ; б – зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ взаɽмноперпендикɭлɹрниɯ смɭг) 
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(а)      (б) 

Рисɭнок 2.6 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ (а – вɿдновлена поверɯнɹ; б – 

абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 

 

Окремо слɿд видɿлиɬи випадок смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ предсɬавленɿ ɭ виглɹдɿ 

замкнɭɬого конɬɭрɭ. Длɹ ɬакого видɭ поɲкодженɶ еɮекɬивним бɭде 

засɬосɭваннɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ в полɹрниɯ координаɬаɯ: 

 

( , ) ( cos , sin )f r f r rM M M � . 

 

 При ɰɶомɭ 

 

 
. 1, 1

( , ) ( , ) , 1, ;
( , )

( , ) ( , ) , 1, 1.
k k

k kk k

f r r G k m
f r

O f r r G k m

M M
M

M M ��

­ �  °4  ®
�  �°̄

�
�

�   (2.20) 

^ `,1 ,2( , ) : , 0 2k k kG r r r rM M S d d d d , 

^ `, 1 ,2 1,1( , ) : , 0 2k k k kG r r r rM M S� � d d d d , 

 

де операɬор , 1 ( , )k kO f r M�
�  може бɭɬи предсɬавлений за допомогоɸ полɿномɿв 

Лагранжа: 
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 , 1 1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),k k k k k k k kO f r H r f r H r f rM M M� � � � �� � �� �   (2.21) 

1,1 ,2
1, , 1 2, , 1

,2 1,1 1,1 ,2
( ) , ( ) .k k

k k k k
k k k k

r r r r
H r H r

r r r r
�

� �
� �

� �
  

� �
� �  

 

 Теорема 2.13. Залиɲок наближеннɹ ɮɭнкɰɿʀ ( , ) ( )rf x y C G��  длɹ випадкɭ 

двоɯ сɭмɿжниɯ смɭг може бɭɬи предсɬавлений ɭ виглɹдɿ: 

 

, 1, 1

0 ( , ) , 1, ;
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , 1, 1,
i

i ii i

r G i m
f r f r

R f r r G i m

M
M M

M M ��

­ �  °�4  ®
�  �°̄

� �
�  

,2

1
,2

, 1 1, , 1
( )( , )( , ) ( )

( 1)!
i

kr k
i

i i i i k
r

r tf tR f r H r dt
kt

MM
�

� �

�w
 �

�w³
�� �  

1,1

1
1,1

2, , 1
( )( , )( )

( 1)!
i

kr k
i

i i k
r

r tf tH r dt
kt

M

�

�
�

�

�w
�

�w³
�� , 

 

ɳо маɽ власɬивосɬɿ: 

 

,2 1,1
1, , 1 2, , 1

( ) ( )
( ) ( ) 0

! !

q q
i i

i i i i
r r r r

H r H r
q q

�
� �

� �
�  � � . 

 

 Дɨведеɧɧɹ. Той ɮакɬ, ɳо в обласɬɹɯ , 1,iG i m  поɯибка наближеннɹ 

дорɿвнɸɽ нɭлɸ випливаɽ безпосереднɶо з припɭɳеннɹ. 

 

( , ) ( , ), 1,
k

kG
f r f r k mM M  � � . 

 

 Неɯай 1k  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f r M�
�  маɬиме виглɹд: 
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,2 1,1

1, , 1 1, , 1 2, , 1
( , ) ( , )( , ) ( ) ( )

i i

r r

i i i i i i
r r

f t f tR f r H r dt H r dt
t t
M MM

�

� � �
w w

 �  
w w³ ³� � �  

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )i i i i i iH r f r f r H r f r f rM M M M� � �ª º ª º � � �  ¬ ¼ ¬ ¼
� � � �� �  

1, , 1 2, , 1 1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )i i i i i i i i i iH r H r f r H r f r H r f rM M M� � � � �ª ºª º � � �¬ ¼ ¬ ¼
�� � � � . 

 

 Оскɿлɶки 

 

1,1 ,2
1, , 1 2, , 1

,2 1,1 1,1 ,2
( ) ( ) 1i i

i i i i
i i i i

r r r r
H r H r

r r r r
�

� �
� �

� �
�  �  

� �
� � . 

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.21) маɽмо 

 

 1, , 1 ( , ) ( , ) ( , )i iR f r f r f rM M M�  �4� � � .  (2.22) 

 

 Неɯай 2k  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f r M�
�  маɬиме виглɹд: 

 

,2 1,1

2 2

2, , 1 1, , 1 ,2 2, , 1 1,12 2
( , ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i

r r

i i i i i i i i
r r

f t f tR f r H r r t dt H r r t dt
t t
M MM

�

� � � �
w w

 � � �  
w w³ ³
� �� � �  

,2,2

1, , 1 ,2
( , ) ( , )( ) ( )

ii

r r

i i i
rr

f t f tH r r t dt
t t
M M

�

ª º§ ·w w« » � � �¨ ¸« »w w© ¹¬ ¼
³

� ��  

1,11,1

2, , 1 1,1
( , ) ( , )( ) ( )

ii

r r

i i i
rr

f t f tH r r t dt
t t
M M

��

� �

ª º§ ·w w« »� � �  ¨ ¸« »w w© ¹¬ ¼
³

� ��  

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1
( , )( )( ) ( )( )i i i i i i
f rH r r t H r r t
r
M

� � �
wª º � � � �¬ ¼ w

�� �  

,2 1,1

1, , 1 2, , 1
( , ) ( , )( ) ( )

i i

r r

i i i i
r r

f t f tH r dt H r dt
t t
M M

�

� �
w w

� �
w w³ ³
� �� � . 
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 Зважаɸɱи, ɳо  

 

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( )( ) ( )( ) 0i i i i i iH r r r H r r r� � �� � �  � �  

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.22) маɽмо 

 

2, , 1 1, , 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i iR f r R f r f r f rM M M M� �  �4� � � � . 

 

 Аналогɿɱно справедливе ɿ длɹ 2k ! . 

 Теоремɭ 2.13 доведено. 

 Пɪикɥад 2.4. Неɯай зображеннɹ поверɯнɿ описɭɽɬɶсɹ ɮɭнкɰɿɹми на 

обласɬɹɯ: 
2 2

2 2
3 3

1
( , ) ,

x y

x y
f x y e

� �

� d
  

2 2

2 2
3 3

4
( , ) .

x y

x y
f x y e

� �

� t
  

 

 На рисɭнкɭ 2.7 наведено зображеннɹ оригɿналɭ поверɯнɿ ɬа зображеннɹ 

поверɯнɿ ɿз замкнɭɬим конɬɭром. 

  

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.7 – Зображеннɹ поверɯнɿ (а – оригɿнал зображеннɹ; б – зображеннɹ 

поверɯнɿ ɿз замкнɭɬим конɬɭром) 
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 Длɹ вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ в даномɭ випадкɭ пропонɭɽɬɶсɹ 

замɿниɬи Декарɬовɭ сисɬемɭ координаɬ полɹрноɸ (рисɭнок 2.8). 

 

 
Рисɭнок 2.8 – Зображеннɹ поверɯнɿ ɿз замкнɭɬим конɬɭром ɭ полɹрнɿй сисɬемɿ 

координаɬ 

 

 На рисɭнкɭ 2.9 наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ за допомогоɸ 

операɬора (2.12) ɭ полɹрнɿй сисɬемɿ координаɬ. 

 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.9 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɭ полɹрнɿй сисɬемɿ координаɬ  

(а – вɿдновлена поверɯнɹ; б – абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 
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На рисɭнкɭ 2.10 наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɭ Декарɬовɿй 

сисɬемɿ координаɬ. 

 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.10 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɭ Декарɬовɿй сисɬемɿ координаɬ  

(а – вɿдновлена поверɯнɹ; б – абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 

 

2.2 Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ переɬинниɯ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими розɬаɲованими пɿд довɿлɶним кɭɬом, за допомогоɸ 

операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ 

 

Неɯай задана множина смɭг ɿз граниɰɹми ɭ виглɹдɿ прɹмиɯ  

 
2 2

1 ,1 2 ,2 ,1 ,2: ( ) 0, 1k k k k k k kx x x* { � �  �  Z Z Z J Z Z , 1, ,k M  

 

ɳо задоволɶнɹɸɬɶ ɭмовам: 

– нɿɹкɿ з ɬрɶоɯ прɹмиɯ ɭ ɰɿй множинɿ не переɬинаɸɬɶсɹ в однɿй ɬоɱɰɿ; 

– кожна прɹма з ɰɿɽʀ множини маɽ ɯоɱа б однɭ ɬоɱкɭ переɬинɭ з ɹкоɸ-

небɭдɶ ɿнɲоɸ прɹмоɸ ɰɿɽʀ множини. 

Введемо познаɱеннɹ: 
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^ `, 1, , 2, ,( , ) : ( , ) 0, , 1,k l k l k l k l Mk l x x k l M� $   * * z �%  � , 

^ `,( , ) : , , 1,k k l Mk l l k M�  �� $ z� �%  , 

,1 ,2
,

,1 ,2

0k k
k l

l l

'  z
Z Z
Z Z

, , , 1,2k
k j

j
j

x
w

  
w
Z

Z , 

, ( , )k l k l�  Z Z , ,2 ,1( , )k k k �W Z Z , 

( ) ( )
,2 ,1 ,1 ,2

1 2 1 2
, ,
s s

k k
s k k s k kT D s

x x x x
§ · § ·w w w w

 �  � �¨ ¸ ¨ ¸w w w w© ¹ © ¹
`Z Z Z Z , 

( ) ( )
0 0
k kT D I  . 

 

Теорема 2.14. Мɿж координаɬами 1, , 2, , ,( , )k l k l k lx x  $  ɬоɱками переɬинɭ 

прɹмиɯ k*  ɬа l*  векɬорами ,k lW W  ɿ ɮɭнкɰɿɹми ( ), ( )k lx xZ Z  виконɭɽɬɶсɹ 

спɿввɿдноɲеннɹ 

 

, 1 2
, ,

( ) ( ), ( , ).l k
k l k l

l k k l
x x x x x xW W

Z Z$ � { �  
' '  

 

Дɨведеɧɧɹ. Координаɬи ɬоɱки , 0k l$ z  задоволɶнɹɸɬɶ сисɬемɭ 

 

, ,1 1, , ,2 2, ,

, ,1 1, , ,2 2, ,

( ) 0, ,
( ) 0 .
k k l k k l k k l k

l k l l k l l k l l

x x
x x

­ � ­° °$  �  ® ®
$  �  ° °̄¯

Z Z Z J
Z Z Z J

 

 

Тобɬо 

 

1, , 1
, ,

2, ,

k l k
k l k l

k l l

x
x

�§ · § ·
$   :¨ ¸ ¨ ¸

© ¹© ¹

J
J

, 

,1 ,2
,

,1 ,2

k k
k l

l l

§ ·
:  ¨ ¸

© ¹

Z Z
Z Z

, 
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� �,1 ,21
,

,1 ,2, ,

1 1k k T T
k l l k

l lk l k l

� �§ ·
:   �¨ ¸�' '© ¹

Z Z
W W

Z Z
. 

 

Звɿдси випливаɽ, ɳо 

 

1
, , ,

, ,

( )
( ) ( )

( )

T T
kT Tl k

k l k l k l k l
lk l k l

x
x x

x
� § ·

$ � �  $ � :  ¨ ¸' ' © ¹

ZW W
Z Z

Z
 

1 11 1
, , , ,

2 2

kT T
k l k l k l k l

l

x x
x

x x
� �§ · § · § ·

 $ �: � : :   ¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹© ¹

J
J

. 

 

Теорема 2.14 доведена. 

Твеɪджеɧɧɹ 2.1. Маɸɬɶ мɿсɰе насɬɭпнɿ ɬоɬожносɬɿ: 

 

,
,

( ) 0l
l k l k

l k
x

§ ·
$ � {¨ ¸¨ ¸'© ¹

W
Z Z , 

� � , ,
, ,

( ) ( ) ( )l l
l l k l k k l k

l k l k
f x x x f x

§ · § ·
� � $ � { $ �¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸' '© ¹ © ¹

W W
Z Z Z Z , 

( ) ( )
, , ,

, ,
( ) ( 1) ( ) ( ) ( )k s s ll l

s k l k l k s k l k
l k l k

D f x T f x�§ · § ·
$ � { � ' $ �¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸' '© ¹ © ¹

W W
Z Z , 

( )
,

,
( ) 0,k l

s k l k
l k

T f x s
§ ·
$ � { �¨ ¸¨ ¸'© ¹

`W
Z . 

 

 Теорема 2.15. Неɯай � �2( ) , 2rf x r N� t^ \ . Тодɿ операɬор 

 

( )
, ,

,0 0
( ) ( 1) ( )

!

sN s
l i i kk l
k s i k s i k l k

k ls i
L f x C D x

s �
  

§ ·§ ·
 � $ �¨ ¸¨ ¸¨ ¸¨ ¸'© ¹© ¹
¦ ¦Z W

M Z  
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маɽ власɬивосɬɿ 

 

,
( ) ( ) ( ) ,0 1.

k
k k

q l q
k

k lq q
k k

L f x f x x q NM
Q Q *

* *

w w
  d d �

w w
 

 

При ɰɶомɭ длɹ залиɲкɭ � � ( )l l
k kR I L f x �  справедлива рɿвнɿсɬɶ 

 

� �
( ) 1

,
, ,0

( )( )
( 1)!

k x NN
l k l k
k k l lN

k l l k

tR f x f t dt
Nt

�§ ·§ · �w
 $ � �¨ ¸¨ ¸¨ ¸¨ ¸' ' �w © ¹© ¹
³

Z
W W Z

Z . 

 

Дɨведеɧɧɹ. Заɭважимо, ɳо 

 

� �( )
, , ,

, , , ,

s
s lk l k l

k l l k l s k l ls
k l l k k l l k

f t T f t
t

�§ · § ·w
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, ,
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( 1)

s
s s i i i s i k k k l
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k l l ki
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§ ·
 ' � � ' $ � �¨ ¸¨ ¸' '© ¹

¦ W W
Z . 

 

 З ɿнɲого бокɭ, 

 

� �( ) ( )
,

, ,0
( 1)

s
i i k k k l
s i s i k l l

k l l ki
C D D f t�
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� � � �( ) ( )
, , ,

, ,0
( 1)

s ii i i k k k l
s k l k l i s i k l l

k l l ki
C T D f t

�
�

 

§ ·
 � � �' $ � �¨ ¸¨ ¸' '© ¹
¦ W W

Z . 

 

Тобɬо справедливɿ рɿвносɬɿ (при , ,k l l k'  �' ) 

 

� �( ) ( )
,
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( 1)

s
i i k k k l
s i s i k l l
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 � � � �( )
, ,

, ,
, 1, 1

s l k l
k l s k l l

k l l k
T f t s N

� § ·
{ ' $ � �  �¨ ¸¨ ¸' '© ¹

W W
Z .  (2.23) 

 

Інɬегрɭɸɱи ɱасɬинами оɬримɭɽмо 

 

� �
� �
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¦
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Z  

1

,
, ,0 0

( )
!

s sN
k k l

k l ls
k l l ks t

f x f t
s t

�

  

§ ·w
 � $ � �¨ ¸¨ ¸' 'w © ¹

¦ Z W W
Z . 

 

Оɬже, ɬеоремɭ 2.15 доведено. 

 Теорема 2.16. Якɳо � �2 2 2Nf ��^ \ , ɬо при 0 2 2s Nd � d �O  
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 Дɨведеɧɧɹ. З ɮормɭли (2.23) оɬримɭɽмо 
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s i s i k l l

k li
D C D D f x�

  

§ ·§ ·
� $ �  ¨ ¸¨ ¸¨ ¸¨ ¸'© ¹© ¹

¦O

Z

W
Z  

� � � �( ) ( )
, ,

, 0l

l s l k
k l s k l l

k l
D T f x�

 

§ ·
 ' $ �  ¨ ¸¨ ¸'© ¹

O
Z

W
Z  

� � � � � �( ) ( )
, , ,

, 0

1
l

ks l k
k l k l s k l l

k l
T T f x� �

 

§ ·
 � ' ' $ �  ¨ ¸¨ ¸'© ¹

O O
O

Z

W
Z  

� �� �( ) ( )
, , ,

ks l
l k k l s k lT T f� � ' ' $O

O . 

 

Тобɬо 

 � �� �( ), ( )
, , ,,

, , 0
0l

kl k s l k l
l k k l s k l lk

k l l k t
J f T T f t� �

 
 

§ ·
 ' ' $ � �¨ ¸¨ ¸' '© ¹

O
OO

Z

W W
Z .  (2.24) 

 

 Теоремɭ 2.16 доведено. 

 Теорема 2.17. Якɳо ɮɭнкɰɿʀ 

 

,
( )( ) , 1, , 0, 1

k
k

s

k s s
k

f xx k M s N
*

*

w
   �

w
M

Q
 

 

задоволɶнɹɸɬɶ ɭмови 
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� �� � � �� �( ) ( ), , ( ) ( )
, ,, ,

k kl k k l l l
s k l s k ls sJ f J f T T f T T f � $  $O O O O  

 

приɱомɭ ɱисла ,
,
k l
sJ fO  знаɯодɹɬɶсɹ за ɮормɭлами (2.24), в ɹкиɯ 

 
( )

,
k
s i k s iD f� � M , ( )

,
l

l jjD f ��  OO M , 

 

ɬо ɮɭнкɰɿɹ 

 

1
( )

, , ,
,0 0

( ) ( 1) ( )
!

sN s
i i kk k

k l s i k s i k l l
k ls i

L f x C D x
s

�

�
  

§ ·§ ·
 � $ � �¨ ¸¨ ¸¨ ¸¨ ¸'© ¹© ¹
¦ ¦Z W

M Z
 

 
1 1

( ) ,
, , ,

,0 0 , 0
( 1) ( )

! ! !

sN N
i i l k ll l k l

i l i k l k s
l ki s

C D x J f
s

� �

�
   

§ ·§ ·
� � $ � �¨ ¸¨ ¸¨ ¸¨ ¸'© ¹© ¹
¦ ¦ ¦

O OO

O O O
O O

Z W Z Z
M Z

O O
   (2.25) 

 

ɿнɬерлɿнɭɽ f  ɬа ʀʀ нормалɶнɿ поɯɿднɿ до порɹдкɭ 1N �  на смɭгаɯ ɿз граниɰɹми 

k*  ɬа l* : 

 � � � �( ) ( )
, , ( ) , , ; 0, 1

kk k

p p
q k l q p qD L f D f x p k l q N

** *
    �M .  (2.26) 

 

 Дɨведеɧɧɹ. Враɯовɭɸɱи рɿвнɿсɬɶ (2.25) ɬа ɬвердженнɹ ɬеореми 2.15, 

оɬримаɽмо 

 

 � �, ( ) ( )l k l k
k l k l k lL f x L L L L f x � � ,  (2.27) 

� �
1

( ) ( ) ,
, , ,

0 0
( )

!kk
k

qN
k r k k ll
q k l k q q r q r

r
D L f x C D J f

�

�**   *

§ ·
 � �¨ ¸¨ ¸

© ¹
¦ ¦

O

O
O

Z
M

O
 

1
( ) ( ) ,

,
0 0 0 ! !

k k

q q sN
r k k k ll k
q q r r s

s r
C D D J f

s

�

�
   * *

§ · § ·
�  ¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹
¦ ¦¦

O

O
O

Z Z
O
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1
( ) ,

, ,
0 0

( )
!k

k

qN
r k k ll

k q q r q r
r

x C D J f
�

�*
  *

§ ·
 � �¨ ¸¨ ¸

© ¹
¦ ¦

O

O
O

Z
M

O
 

1
( ) ,

,,
0 0

( ) , 0, 1
! k

k

qN
s k k ll
q q s k qs

s
C D J f x q N

�

� *
  *

§ ·
�   �¨ ¸¨ ¸

© ¹
¦ ¦

O

O
O

Z
M

O
. 

 

Аналогɿɱно ɿ длɹ 

 

� �( )
, , ( ) , 0, 1

lk

l
q k l l qD L f x q N

**
  �M . 

 

 Теоремɭ 2.17 доведено. 

 Теорема 2.18. Длɹ залиɲкɭ справедливе ɿнɬегралɶне зображеннɹ 

, ,k l k lR I L �  (ɹкɳо � �2( ) , 2rf x r N� t^ \ ): 

 

1 12

, ,
, ,0 0

( ) ( )( )
( 1)! ( 1)!

k l N NN
k l k k l l

k l k l l k k lN N
k l l kk l

t tR f x f t t dt dt
N Nt t

� �§ ·§ · � �w
 $ � �¨ ¸¨ ¸¨ ¸¨ ¸' ' � �w w © ¹© ¹
³ ³
Z Z

W W Z Z . 

 Дɨведеɧɧɹ. Із рɿвносɬɿ (2.26) одержɭɽмо 

 

, ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )l k l k l k l k
k l k l k l k l k lR f x I L L L L f x I L I L f x R R f x � � �  � �  . 

 

 Звɿдси ɿз ɭраɯɭваннɹм ɬоɬожносɬей 

 

,
, ,

k l
k k l l k k

k l l k
t t

§ ·
$ � � {¨ ¸¨ ¸' '© ¹

W W
Z Z , 

,
, ,

k l
l k l l k l

k l l k
t

§ ·
$ � � {¨ ¸¨ ¸' '© ¹

W W
Z Z Z . 
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ɬа ɬеореми 2.14 оɬримɭɽмо: 

 

1

,
, ,0 0

( )( )
( 1)!

k l NN N
l k k l l l
k l k l l k lN N

k l l kk l

tR R f x f t dt
Nt t

�§ § ·§ · �w w¨ ¨ ¸ $ � � u¨ ¸¨ ¸¨ ¸' ' �¨ w w © ¹© ¹©
³ ³
Z Z

W W Z
Z  

1

,
, ,

( ))
( 1)!

N
k l k k

k l l k k
k l l k

tt dt
N

�§ · �
u $ � �  ¨ ¸¨ ¸' ' �© ¹

W W Z
Z  

1 12

,
, ,0 0

( ) ( )
( 1)! ( 1)!

k l N NN
k l l l k k

k l l k l kN N
k l l kk l

t tf t t dt dt
N Nt t

� �§ · � �w
 $ � �¨ ¸¨ ¸' ' � �w w © ¹
³ ³
Z Z

W W Z Z
. 

 

 Теоремɭ 2.18 доведено. 

 Теорема 2.19. Фɭнкɰɿɹ 

 

, , ,
( , )

( ) ( ) ( )M N k l k l
k l

f x h x L f x
��

/  ¦ , 

,
,

( ) ( ) ( ) , 1, , 0, 1
k

kk

s s
M N

k ss s
k k

f x f x x k M s N
*

**

w / w
    �

w w
M

Q Q
 

 

задоволɶнɹɽ ɭмовам 

 

,
( ) ( ) ( ) ,0 1

k
k k

q l q
k

k lq q
k k

L f x f x x q N
*

* *

w w
  d d �

w w
M

Q Q
. 

 

Дɨведеɧɧɹ.  
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( ( ) ( ))
m m
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q M N q m l m l

m l
D D h x L f x

* *��
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� � � �( ) ( )
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( , ) 0
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m mm

q
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q r m l q r m l

m l r
C D h x D L x�
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� �( ) ( )
,

0 ( , )
( ) ( )

mm
m

q
r m m
q r m l q r

r m l
C D h x D f x�

* �� *

§ ·
¨ ¸  
¨ ¸
© ¹

¦ ¦  

� � � �( ) ( )
,0

0
( ) ( ) , 1, , 0, 1

m m

q
r m m

r q q r q
r

C D f x D f x m M q N�
* * 

    �¦G . 

 

Теоремɭ 2.19 доведено. 

Теорема 2.20. Длɹ залиɲкɭ , ,M N M NR I � /  справедливе зображеннɹ 

 

, , ,
( , )

( ) ( )M N k l k l
k l

R h x R f x
��

 ¦ . 

 

Дɨведеɧɧɹ. Враɯовɭɸɱи, ɳо 

 

,
( , )

( ) 1k l
k l

h x
��

{¦ , 

 

а ɬакож ɮормɭли 

 

, ,( ) ( ) ( )k l k lL R f x f x�  , 

 

можна записаɬи 

 

, , ,
( , )

( ) ( ( ) ( ))k l k l k l
k l

f x h L f x R f x
��

 �¦ . 

 

Звɿдси випливаɽ рɿвнɿсɬɶ 

 

, , , ,
( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k l k l k l k l
k l k l

f x h x L f x h x R f x
�� ��

�  ¦ ¦ . 
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Теоремɭ 2.20 доведено. 

 

 2.2.1 Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ з двоɯ переɬинниɯ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими розɬаɲованими пɿд довɿлɶним кɭɬом 

 

Неɯай задана множина смɭг ɿз граниɰɹми ɭ виглɹдɿ двоɯ прɹмиɯ  

 
2 2

1 ,1 2 ,2 ,1 ,2: ( ) 0, 1k k k k k k kx x x* { � �  �  Z Z Z J Z Z , 1,2k  . 

 

 Маɸɬɶ мɿсɰе насɬɭпнɿ вирази 

 

1,1 1,2
1,2

2,1 2,2
0 ' z

Z Z
Z Z

, ,2 ,1( )k k k �W Z Z , 2,1 1,2'  �' , 

1 ,1
1 1 ,2

,2
( ) ( ) , , 0

k

k k
k k k

k

x
x x f f x*

§ ·�
   z¨ ¸¨ ¸

© ¹

J Z
M M Z

Z
, 

2 ,2
2 2 ,1

,1
( ) ( ) , , 0

k

k k
k k k

k

x
x x f f x*

§ ·�
   z¨ ¸¨ ¸

© ¹

J Z
M M Z

Z
, 

 

 1,2 1,1,2 2,1,2( , )x x$   – розв’ɹок сисɬеми рɿвнɹнɶ 1 20, 0  Z Z , де 

 

1 1,2
1,1,2 1,2

2 2,2
x  '

J Z
J Z

, 1,1 1
2,1,2 1,2

2,1 2
x  '

Z J
Z J

. 

 

Бɭдемо викорисɬовɭваɬи ɬоɬожнɿсɬɶ 
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1,2 2,2
1,1,2 2 1 1

1,2 2,11 2
1,2 2 1

1,1 2,11,2 2,1
2,1,2 2 2 1

1,2 2,1

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

x x x x

x x x
x x x x

­
� { �° ' '°$ � { � � ®' ' ° � { �° ' '¯

Z Z
Z Z

W W
Z Z

Z Z
Z Z

, 

 

 Оɱевидно, ɳо 

 

1,2 1,2
, ,

( ) ( ) , ; , 1,2l l
k l k

l k l k
f x x k l k l
§ · § ·
$ � { $ � z  ¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸' '© ¹ © ¹

W W
Z M Z . 

 

 Теорема 2.21. Якɳо слɿди 1 2( ), ( )x xM M  задоволɶнɹɸɬɶ в ɬоɱɰɿ 1,2$  ɭмовɭ 

С.М. Нɿколɶсɶкого 1 1,2 2 1,2( ) ( )$  $M M , ɬо операɬор 

 

1 2
1,2 1 1,2 2 2 1,2 1 1 1,2

1,2 2,1
( ) ( ) ( ) ( )f x x x

§ · § ·
/  $ � � $ � � $¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸' '© ¹ © ¹

W WM Z M Z M  

 

маɽ власɬивосɬɿ 

 

1,2 ( ) ( ) , 1,2
kk

kf x x k**
/   M . 

 

 При ɰɶомɭ, ɹкɳо ( )f x  ɽ неперервноɸ разом ɿз своʀми поɯɿдними до 

дрɭгого порɹдкɭ вклɸɱно, ɬо длɹ залиɲкɭ наближеннɹ ɮɭнкɰɿʀ ( )f x  з 

допомогоɸ операɬора 1,2 ( )f x/  виконɭɽɬɶсɹ рɿвнɿсɬɶ 

 

1 2( ) ( ) 2
1 2

1,2 1,2 2 1 1 2
1 2 1,2 2,10 0

( ) ( )
x x

f x f x f t t dt dt
t t

§ ·w
� /  $ � �¨ ¸¨ ¸w w ' '© ¹

³ ³
Z Z

W W
. 
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 2.2.2. Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ з ɬрɶоɯ переɬинниɯ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими розɬаɲованими пɿд довɿлɶним кɭɬом 

 

Неɯай задана множина смɭг ɿз граниɰɹми ɭ виглɹдɿ ɬрɶоɯ прɹмиɯ  

 
2 2

1 ,1 2 ,2 ,1 ,2: ( ) 0, 1k k k k k k kx x x* { � �  �  Z Z Z J Z Z , 1,3k  . 

 

 Маɸɬɶ мɿсɰе насɬɭпнɿ вирази 

 

1,2 1,1 1

1,2,3 2,2 2,1 2

3,2 3,1 3

0
�

'  � z
�

Z Z J
Z Z J
Z Z J

, 

,1 ,2
,

,1 ,2
0i i

i k
k k

'  z
Z Z
Z Z

, , ,k i i k'  �' ,k iz , ,2 ,1( )k k k �W Z Z , 

 

 , 1, , 2, ,( , )k l k l k lx x$   – розв’ɹок сисɬеми рɿвнɹнɶ 0, 0, , , 1,3k l k l k l  z  Z Z , 

де 

 

,2
1, , ,

,2

k k
k l k l

l l
x  '

J Z
J Z

, ,1
2, , ,

,1

k k
k l k l

l l
x  '

Z J
Z J

. 

 

Теорема 2.22. Якɳо слɿди ( ), 1,3k x k  M  задоволɶнɹɸɬɶ в ɬоɱкаɯ ,k l$  

ɭмови С.М. Нɿколɶсɶкого 

 

, ,( ) ( ), ; , 1,3k k l l k l k l k l$  $ z  M M , 

 

ɬо операɬор 
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31 2
3 2 2,3 3 3 2,3 2 3 2,3

1 2,3 2,3 3,2

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )
xf x x x

§ ·§ · § ·
/  $ � � $ � � $ �¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸$ ' '© ¹ © ¹© ¹

WZ WM Z M Z M
Z

 

32 1
1 1,3 3 3 1,3 1 1 1,3

2 1,3 1,3 3,1

( ) ( ) ( ) ( )
( )
x x x

§ ·§ · § ·
� $ � � $ � � $ �¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸$ ' '© ¹ © ¹© ¹

WZ WM Z M Z M
Z

 

3 1 2
1 1,2 2 2 1,2 1 2 1,2

3 1,2 1,2 2,1

( ) ( ) ( ) ( )
( )
x x x

§ ·§ · § ·
� $ � � $ � � $¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸$ ' '© ¹ © ¹© ¹

Z W WM Z M Z M
Z

. 

 

маɽ власɬивосɬɿ 

 

3 ( ) ( ) , 1,3
k kkf x x k* */   M . 

 

 При ɰɶомɭ, ɹкɳо ( )f x  ɽ неперервноɸ разом ɿз своʀми ɱасɬинними 

поɯɿдними до дрɭгого порɹдкɭ вклɸɱно, ɬо длɹ залиɲкɭ 3 3( )R f I f � /  

виконɭɽɬɶсɹ рɿвнɿсɬɶ 

 

23

3 ,
, , ,1 0 0

( )( )
( )

k l
i k l

k l l k k l
i k l k l k l l ki

xR f x f t t dt dt
t t 

§ ·w
 $ � �¨ ¸¨ ¸$ w w ' '© ¹
¦ ³ ³

Z Z
Z W W

Z
. 

 Пɪикɥад 2.4. Якɳо 1 1x{Z , 2 2x{Z , 3 1 2(1 ) 2x x{ � �Z , ɬо 

 

� �3 1 2 1 2 3 2 2 3( ) ( ,0) (1 , ) (1,0)f x x x x x x/  � � � � �M M M  

� �2 1 1 2 3 1 1 1(0, ) ( ,1 ) (0,1)x x x x x� � � � � �M M M  

� �1 2 1 2 2 1 2(1 ) (0, ) ( ,0) (0,0)x x x x� � � � �M M M . 
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 2.2.3. Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на сисɬемɿ з M переɬинниɯ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими розɬаɲованими пɿд довɿлɶним кɭɬом 

 

Неɯай задана множина смɭг ɿз граниɰɹми ɭ виглɹдɿ M прɹмиɯ  

 
2 2

1 ,1 2 ,2 ,1 ,2: ( ) 0, 1k k k k k k kx x x* { � �  �  Z Z Z J Z Z , 1,k M . 

 

 Маɸɬɶ мɿсɰе насɬɭпнɿ вирази 

 

,1 ,2
,

,1 ,2
0i i

i k
k k

'  z
Z Z
Z Z

, , ,k i i k'  �' ,k iz , ,2 ,1( )k k k �W Z Z , 

 

, 1, , 2, ,( , )k l k l k lx x$   – розв’ɹок сисɬеми рɿвнɹнɶ 0, 0, , , 1,k l k l k l M  z  Z Z . 

Теорема 2.23. Якɳо слɿди ( ), 1,k x k M M  задоволɶнɹɸɬɶ в ɬоɱкаɯ ,k l$  

ɭмови С.М. Нɿколɶсɶкого 

 

, ,( ) ( ), ; , 1,k k l l k l k l k l M$  $ z  M M , 

 

ɬо операɬор 

 

,( , )
1
,

( )
( )

( )

M
i

M
i k lk l

i
i k l

xf x
��

 
z

/  u
$¦ � Z

Z

 

, , ,
, ,

( ) ( ) ( )k l
k k l l l k l k k k l

k l l k
x x

§ ·§ · § ·
u $ � � $ � � $¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸' '© ¹ © ¹© ¹

W W
M Z M Z M . 

 

маɽ власɬивосɬɿ 
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( ) ( ) , 1,
k kM kf x x k M* */   M . 

 

 При ɰɶомɭ, ɹкɳо ( )f x  ɽ неперервноɸ разом ɿз своʀми ɱасɬинними 

поɯɿдними до дрɭгого порɹдкɭ вклɸɱно 1 2( , )
1 2,0 , 1p pf p pd d , ɬо длɹ залиɲкɭ 

( )M MR f I f � /  виконɭɽɬɶсɹ рɿвнɿсɬɶ 

 

2

,
, , ,( , ) 0 01

,

( )
( )

( )

k lM
i k l

M k l l k k l
i k l k l k l l kk l

i
i k l

xR f x f t t dt dt
t t��

 
z

§ ·w
 $ � �¨ ¸¨ ¸$ w w ' '© ¹
¦ � ³ ³

Z ZZ W W
Z

. 

 

Теорема 2.24. Число пɿдобласɬей, ɹкɿ ɭɬворɸɸɬɶсɹ мɿж M переɬинниɯ 

смɭг, ɲирина ɹкиɯ прɹмɭɽ до нɭлɹ ɬа жоднɿ ɬри з ɹкиɯ не переɬинаɸɬɶсɹ в 

однɿй ɬоɱɰɿ можна обɱислиɬи ɬаким ɱином: 

 

( 1)1
2

m mN �
 � . 

 

Неɯай задана сисɬема смɭг виглɹдɭ: 

 

� �: ,i i iS x ydD Z iEd , 1, , : ,i i i ii n a x b y c  � �Z . 2 2 1i ia b�  . 

Вважаɽмо вɿдомими ɬакож релɶɽɮи поверɯнɿ � � � �2: ,S z f x y C � \  над 

кожноɸ смɭгоɸ: � � � �, ,
i

i S
f x y f x y , 1,i n . Треба за ɰɿɽɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ  

вɿдновиɬи (можливо наближено) ɮɭнкɰɿɸ � �,f x y . Нижɱе викладемо один з 

можливиɯ пɿдɯодɿв до розв’ɹзаннɹ ɰɿɽʀ задаɱɿ. 

Теорема 2.25. У випадкɭ, коли всɿ смɭги паралелɶнɿ однɿй ɿ маɸɬɶ спɿлɶнɿ 

ɬɿлɶки граниɰɿ (ɬобɬо, не накладаɸɬɶсɹ одна на однɭ) 
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� � 1 1 1: , , 1, , ...i i i i nS x y i n� �d d  �f� � � �fD Z D D D , 

 

ɬо задаɱа розв’ɹзɭɽɬɶсɹ ɬривɿалɶно: 

 

^ `� � � � � �; , , , , , 1,i k kO f x y f x y x y S k n �  . 

  

Придɿлимо бɿлɶɲе ɭваги загалɶномɭ випадкɭ. Введемо до розглɹдɭ ɬакɿ 

познаɱеннɹ: 

 

, ,k p k pS S S �  � � � � � � � �
, , ,

, , , , ,
k p k p k p

k p k pS S S
f x y f x y f x y f x y   , 

� �
� � � �

� �
� � � �

, , ,

, 0, , ,

, ,

i ik i ik

ik ik i ik

i i i ik

x y x y

x y x y

x y x y

� �­
°

:  d d®
° � !¯

Z D Z D

D Z E

Z E Z E

 

� � � � � �2 2

11, 1,
, , , , 1,

n nn

ik ij ij
kj j k j j k

G x y x y x y i n
  z  z

 : :  ¦� � . 

 

Оɱевидно, 

 

� � � �
1

1, ,
, , 1

0, ,p

M

i iS i

p i
G x y G x y

p i  

 ­
 {® z¯

¦ . 

 

Цɿ власɬивосɬɿ ɮɭнкɰɿй � �,iG x y  даɸɬɶ змогɭ довесɬи справедливɿсɬɶ 

насɬɭпноʀ ɬеореми. 

Теорема 2.26. Якɳо слɿди � �,if x y  ɮɭнкɰɿʀ � �,f x y  на смɭгаɯ , 1,iS i n  

задоволɶнɹɸɬɶ ɭмовɭ � � � �2, , 1,if x y C R i n�  , ɬо операɬор  
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^ `� � � � � � � � � � � �
,

,
1

; , , , , , ,
k p

n

i i i k p k p
i S

O f x y G x y f x y G x y G x y f x y
 z�

 �¦ ¦  

 

маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ:  

 

^ `� � � �2; ,iO f x y C R� ; ^ `� � � �; , , , 1,
q q

i qS S
O f x y f x y q n  . 

 

Дɨведеɧɧɹ. Запиɲемо (длɹ 1,q n ) 

 

^ `� �; ,
q

i S
O f x y  � � � �

1
, ,

q

n

i i Si
G x y f x y

 
�¦  

� � � � � �
,

,
0

, , ,
qk p

k p k p SS
G x y G x y f x y

z
�  ¦  

� � � � � �
, ,

, ,
1, 1,

, , ,
q i q k q

n n

q i q k qS S Si i q k k q
f x y f x y f x y

 z  z
 � �  ¦ ¦  

� �,
q

q S
f x y . 

 

Теорема 2.26 доведена. 

Оɬже, операɬори ^ `� �; ,iO f x y  даɸɬɶ змогɭ наближено вɿдɬворɸваɬи 

невɿдомɭ поверɯнɸ ɭ ɬоɱкаɯ мɿж смɭгами за ɿнɮормаɰɿɽɸ про неʀ, заданоɸ на 

вказаниɯ смɭгаɯ.  
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2.3 Маɬемаɬиɱне моделɸваннɹ релɶɽɮɭ поверɯнɿ двовимɿрного ɬɿла за 

вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про ɰɸ поверɯнɸ на непереɬинниɯ сисɬемɿ смɭг, 

обмежениɯ прɹмими ɿз криволɿнɿйними граниɰɹми, за допомогоɸ операɬорɿв 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ 

 

Дана сисɬема смɭг 

 

 ^ `,1 ,2( ) ( ), , 1,k k kG y x y y x x k m d d �  \ ,  (2.28) 

 

взагалɿ кажɭɱи переɬинниɯ, на кожнɿй ɿз ɰиɯ смɭг задаɽɬсɹ деɹке зображеннɹ ɭ 

виглɹдɿ ɮɭнкɰɿй. 

 

 ( , ) ( , ), 1,
k kGf x y f x y k m  .  (2.29) 

 

Об’ɽднаннɹ множин 
1

m

k
k
G

 
*  даɽ обласɬɶ G  непоɲкоджениɯ дɿлɹнок 

зображеннɹ. Тоɱки зображеннɹ, ɹкɿ не поɬрапили до G  належаɬɶ обласɬɿ 

поɲкоджениɯ ɬоɱок 

 

2

1
\

m

k
k

G G G
 

  \ * , 

^ `, 1 ,2 1,1( ) ( ), , 1, 1k k k kG y x y y x x k m� � d d �  �\ . 

 

 Введемо до розглɹдɭ операɬор 

 
, 1, 1

( , ) ( , ) , 1, ;
( , )

( , ) ( , ) , 1, 1.
k k

k kk k

f x y x y G k m
f x y

O f x y x y G k m��

­ �  °4  ®
�  �°̄

  (2.30) 

 

де операɬор , 1 ( , )k kO f x y�  може бɭɬи предсɬавлений ɭ виглɹдɿ: 
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 , 1 1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( , ) ( , ( )) ( , ) ( , ( )),k k k k k k k kO f x y H x y f x y x H x y f x y x� � � � �   (2.31) 

1,1 ,2
1, , 1 2, , 1

,2 1,1 1,1 ,2

( ) ( )
( , ) , ( , ) .

( ) ( ) ( ) ( )
k k

k k k k
k k k k

y y x y y x
H x y H x y

y x y x y x y x
�

� �
� �

� �
  

� �
 

 

,2( , ( ))kf x y x  ɬа 1,1( , ( ))kf x y x�  – слɿди ɮɭнкɰɿй ( , )kf x y  ɬа 1( , )kf x y�  на 

граниɰɹɯ смɭг ,2 ( )ky x  ɬа 1,1 ( )ky x�  вɿдповɿдно. 

Бɭдемо вважаɬи операɬор (2.30) маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на 

кожнɿй ɿз смɭг (2.28) ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ 

поверɯнɸ за допомогоɸ операɬорa (2.31).  

 Теорема 2.27. Операɬор (2.30) маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 

 ,1 ,1 ,2 ,2( , ( )) ( , ( )), ( , ( )) ( , ( )), 1,k k k kf x y x f x y x f x y x f x y x k m4  4      (2.32) 

 

 Теорема 2.28. Операɬор (2.31) длɹ випадкɭ двоɯ довɿлɶниɯ сɭмɿжниɯ смɭг 

i ɬа 1i �  маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 ɹкɳо ( , ) ( )i if x y C G�  ɬа 1 1( , ) ( )i if x y C G� �� , ɬо резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ 

поверɯнɿ операɬором , 1, 1 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * * . 

 Дɨведеɧɧɹ. Оɱевидно, ɳо ɮɭнкɰɿʀ 1, , 1( , )i iH x y�  ɬа 2, , 1( , )i iH x y�  маɸɬɶ ɬакɿ 

власɬивосɬɿ:  

 

,2 1,1
1, , 1 1, , 1( , ) 1, ( , ) 0,

i i
i i i iy y y y

H x y H x y
�

� �  
   

,2 1,1
2, , 1 2, , 1(x, y) 0, ( , ) 1.

i i
i i i iy y y y

H H x y
�

� �  
   

 Томɭ 
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, 1, 1 , 1

1 1

( , ) ( , ) ;
( , ) ( , ) ( , ) ;

( , ) ( , ) ,

i i

i ii i i i

i i

f x y x y G
f x y O f x y x y G

f x y x y G
�� �

� �

�­
°4  ® �
° �¯

 

 

маɽ власɬивосɬɿ , 1, 1 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * * , оскɿлɶки  

 

( , ) ( )i if x y C G� , 1 1( , ) ( )i if x y C G� �� , , 1, 1 ( , ) ( )i ii iO f x y C G �� � . 

 

 Теоремɭ 2.28 доведено. 

 Теорема 2.29. Операɬор (2.30) на сисɬемɿ з k смɭг маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 ɹкɳо ( , ) ( ), 1,i if x y C G i k� �  , ɬо операɬор ( , ) (G G)f x y C4 � * . 

 Дɨведеɧɧɹ. Оскɿлɶки згɿдно ɿз ɬвердженнɹм ɬеореми 2.28, справедливе 

ɬвердженнɹ 

 

, 1, 1 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * *  

 

ɬо 

 
1

, 1
1 1

( , )
k k

i ii
i i

f x y C G G
�

�
  

§ ·
4 � ¨ ¸

© ¹
* * . 

 

 Оскɿлɶки 
1

k

i
i
G G

 

 *  ɬа 
1

, 1
1

k

i i
i
G G

�

�
 

 * , ɬо 

 

( , ) (G G)f x y C4 � * . 

 

 Теоремɭ 2.29 доведено. 
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 Теорема 2.30. Залиɲок наближеннɹ ɮɭнкɰɿʀ ( , ) ( )rf x y C G�  длɹ випадкɭ 

двоɯ сɭмɿжниɯ смɭг може бɭɬи предсɬавлений ɭ виглɹдɿ: 

 

, 1, 1

0 ( , ) , 1, ;
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , 1, 1,
i

i ii i

x y G i m
f x y f x y

R f x y x y G i m��

­ �  °�4  ®
�  �°̄

 

,2

1
,2

, 1 1, , 1
( )

( ( ) )( , )( , ) ( , )
( 1)!

i

ry r
i

i i i i r
y x

y x tf x tR f x y H x y dt
rt

�

� �

�w
 �

�w³  

1,1

1
1,1

2, , 1
( )

( ( ) )( , )( , )
( 1)!

i

ry r
i

i i r
y x

y x tf x tH x y dt
rt

�

�
�

�

�w
�

�w³ , 

 

ɳо маɽ власɬивосɬɿ: 

 

,2 1,1
1, , 1 2, , 1

( ( ) ) ( ( ) )
( , ) ( , ) 0

! !

q q
i i

i i i i
y x y y x y

H x y H x y
q q

�
� �

� �
�  . 

 

 Дɨведеɧɧɹ. Той ɮакɬ, ɳо в обласɬɹɯ , 1,iG i m  поɯибка наближеннɹ 

дорɿвнɸɽ нɭлɸ випливаɽ безпосереднɶо з припɭɳеннɹ. 

 

( , ) ( , ), 1,
k kGf x y f x y k m  . 

 

 Неɯай 1r  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f x y�  маɬиме виглɹд: 

 

,2 1,1

1, , 1 1, , 1 2, , 1
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )
i i

y y

i i i i i i
y x y x

f x t f x tR f x y H x y dt H x y dt
t t

�

� � �
w w

 �  
w w³ ³  

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( , ) ( , ( )) ( , ) ( , ) ( , ( ))i i i i i iH x y f x y f x y x H x y f x y f x y x� � �ª º ª º � � �  ¬ ¼ ¬ ¼  

1, , 1 2, , 1( , ) ( , ) ( , )i i i iH x y H x y f x y� �ª º � �¬ ¼  
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1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( , ( )) ( , ) ( , ( ))i i i i i iH x y f x y x H x y f x y x� � �ª º� �¬ ¼ . 

 

 Оскɿлɶки 

 

1,1 ,2
1, , 1 2, , 1

,2 1,1 1,1 ,2

( ) ( )
( , ) ( , ) 1

( ) ( ) ( ) ( )
k k

i i i i
k k k k

y y x y y x
H x y H x y

y x y x y x y x
�

� �
� �

� �
�  �  

� �
. 

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.31) маɽмо 

 

 1, , 1 ( , ) ( , ) ( , )i iR f x y f x y f x y�  �4 .  (2.33) 

 

 Неɯай 2r  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f x y�  маɬиме виглɹд: 

 

,2

2

2, , 1 1, , 1 ,22
( )

( , )( , ) ( , ) ( ( ) )
i

y

i i i i i
y x

f x tR f x y H x y y x t dt
t� �

w
 � �

w³
 

1,1

2

2, , 1 1,12
( )

( , )( , ) ( ( ) )
i

y

i i i
y x

f x tH x y y x t dt
t

�

� �
w

� �  
w³  

,2 ,2

1, , 1 ,2
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( ( ) )
i i

y y

i i i
y x y x

f x t f x tH x y y x t dt
t t�

ª ºw w§ ·« » � � �¨ ¸w w« »© ¹¬ ¼
³  

1,1 1,1

2, , 1 1,1
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( ( ) )
i i

y y

i i i
y x y x

f x t f x tH x y y x t dt
t t

� �

� �

ª ºw w§ ·« »� � �  ¨ ¸w w« »© ¹¬ ¼
³  

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1
( , )( , )( ( ) ) ( , )( ( ) )i i i i i i
f x yH x y y x t H x y y x t
x� � �

wª º � � � �¬ ¼ w
 

,2 1,1

1, , 1 2, , 1
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( , )
i i

y y

i i i i
y x y x

f x t f x tH x y dt H x y dt
t t

�

� �
w w

� �
w w³ ³ . 

 

 Зважаɸɱи, ɳо  



103 
 

 

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , )( ( ) ) ( , )( ( ) ) 0i i i i i iH x y y x y H x y y x y� � �� � �   

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.33) маɽмо 

 

2, , 1 1, , 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i iR f x y R f x y f x y f x y� �  �4 . 

 

 Аналогɿɱно справедливе ɿ длɹ 2r ! . 

 Теоремɭ 2.30 доведено. 

 Пɪикɥад 2.5. Неɯай зображеннɹ поверɯнɿ описɭɽɬɶсɹ ɮɭнкɰɿɹми на 

обласɬɹɯ: 

 
2 2

1

3 3
( , ) 0

( , ) ,
x y

g x y
f x y e

� �

!
  

2 2

2

3 3
( , ) 0

( , ) ,
x y

g x y
f x y e

� �

�
 

 

1( , ) 1 0.5sing x y x y � � , 

2 ( , ) 1 0.5cosg x y x y � � � . 

 

 На рисɭнкɭ 2.11 наведено зображеннɹ оригɿналɭ поверɯнɿ ɬа зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ смɭг ɿз криволɿнɿйними граниɰɹми. 

 На рисɭнкɭ 2.12 наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ за допомогоɸ 

операɬора (2.30). 

Аналогɿɱнɿ висновки можна зробиɬи длɹ випадкɭ, коли сисɬема смɭг маɽ 

виглɹд: 

 

 ^ `,1 ,2( ) ( ), , 1,k k kG x y x x y y k m d d �  \ ,  (2.34) 

 

на кожнɿй з ɹкиɯ заданɿ ɮɭнкɰɿʀ: 
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( , ) ( , ), 1, .
k kGf x y f x y k m  

 
 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.11 – Зображеннɹ поверɯнɿ (а – оригɿнал зображеннɹ; б – зображеннɹ 

поверɯнɿ на сисɬемɿ смɭг ɿз криволɿнɿйними граниɰɹми) 

 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.12 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ (а – вɿдновлена поверɯнɹ; 

б – абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 

 

Поɲкодженɿ обласɬɿ маɬимɭɬɶ виглɹд: 

 

^ `, 1 ,2 1,1( ) ( ), , 1, 1k k k kG x y x x y y k m� � d d �  �\ . 
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 Операɬор (2.30) маɬиме ɬой самий виглɹд проɬе операɬор (2.31) маɬиме 

виглɹд: 

 

 , 1 1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( , ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), ),k k k k k k k kO f x y H x y f x y y H x y f x y y� � � � �   (2.35) 

1,1 ,2
1, , 1 2, , 1

,2 1,1 1,1 ,2

( ) ( )
( , ) , ( , ) .

( ) ( ) ( ) ( )
k k

k k k k
k k k k

x x y x x y
H x y H x y

x y x y x y x y
�

� �
� �

� �
  

� �
 

 

,2( ( ), )kf x y y  ɬа 1,1( ( ), )kf x y y�  – слɿди ɮɭнкɰɿй ( , )kf x y  ɬа 1( , )kf x y�  на 

граниɰɹɯ смɭг ,2 ( )kx y  ɬа 1,1 ( )kx y�  вɿдповɿдно. 

Операɬор (2.30) ɽ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй ɿз смɭг 

(2.34) ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ поверɯнɸ за 

допомогоɸ операɬорa (2.35).  

Далɿ наведено низкɭ ɬеорем длɹ операɬорɿв (2.35). Доведеннɹ ɬеорем 

аналогɿɱне ɬеоремам наведеним виɳе длɹ операɬорɿв (2.31). 

 Теорема 2.31. Операɬор (2.30) маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 

,1 ,1 ,2 ,2( ( ), ) ( ( ), ), ( ( ), ) ( ( ), ), 1, .k k k kf x y y f x y y f x y y f x y y k m4  4    

 

 Теорема 2.32. Операɬор (2.35) длɹ випадкɭ двоɯ довɿлɶниɯ сɭмɿжниɯ смɭг 

i ɬа 1i �  маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 ɹкɳо ( , ) ( )i if x y C G�  ɬа 1 1( , ) ( )i if x y C G� �� , ɬо резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ 

поверɯнɿ операɬором , 1, 1 1( , ) ( )i ii i i if x y C G G G�� �4 � * * . 

 Теорема 2.33. Операɬор (2.30) на сисɬемɿ з k смɭг маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 ɹкɳо ( , ) ( ), 1,i if x y C G i k� �  , ɬо операɬор ( , ) (G G)f x y C4 � * . 

 Теорема 2.34. Залиɲок наближеннɹ ɮɭнкɰɿʀ ( , ) ( )rf x y C G�  длɹ випадкɭ 

двоɯ сɭмɿжниɯ смɭг може бɭɬи предсɬавлений ɭ виглɹдɿ: 
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, 1, 1

0 ( , ) , 1, ;
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , 1, 1,
i

i ii i

x y G i m
f x y f x y

R f x y x y G i m��

­ �  °�4  ®
�  �°̄

 

,2

1
,2

, 1 1, , 1
( )

( ( ) )( , )( , ) ( , )
( 1)!

i

rx r
i

i i i i r
x y

x y tf t yR f x y H x y dt
rt

�

� �

�w
 �

�w³  

1,1

1
1,1

2, , 1
( )

( ( ) )( , )( , )
( 1)!

i

rx r
i

i i r
x y

x y tf t yH x y dt
rt

�

�
�

�

�w
�

�w³ , 

 

ɳо маɽ власɬивосɬɿ: 

 

,2 1,1
1, , 1 2, , 1

( ( ) ) ( ( ) )
( , ) ( , ) 0

! !

q q
i i

i i i i
x y x x y x

H x y H x y
q q

�
� �

� �
�  . 

 

Окремо слɿд видɿлиɬи випадок смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ предсɬавленɿ ɭ виглɹдɿ 

замкнɭɬого конɬɭрɭ. Длɹ ɬакого видɭ поɲкодженɶ еɮекɬивним бɭде 

засɬосɭваннɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ в полɹрниɯ координаɬаɯ: 

 

( , ) ( cos , sin )f r f r rM M M � . 

 

 При ɰɶомɭ 

 

 
. 1, 1

( , ) ( , ) , 1, ;
( , )

( , ) ( , ) , 1, 1.
k k

k kk k

f r r G k m
f r

O f r r G k m

M M
M

M M ��

­ �  °4  ®
�  �°̄

�
�

�   (2.36) 

^ `,1 ,2( , ) : ( ) ( ), 0 2k k kG r r r rM M M M S d d d d , 

^ `, 1 ,2 1,1( , ) : ( ) ( ), 0 2k k k kG r r r rM M M M S� � d d d d , 

 

де операɬор , 1 ( , )k kO f r M�
�  може бɭɬи предсɬавлений за допомогоɸ полɿномɿв 

Лагранжа: 
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 , 1 1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( , ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), ),k k k k k k k kO f r H r f r H r f rM M M M M M M� � � � �� � �� �   (2.37) 

1,1 ,2
1, , 1 2, , 1

,2 1,1 1,1 ,2

( ) ( )
( , ) , ( , ) .

( ) ( ) ( ) ( )
k k

k k k k
k k k k

r r r r
H r H r

r r r r
M M

M M
M M M M

�
� �

� �

� �
  

� �
� �  

 

 Теорема 2.35. Залиɲок наближеннɹ ɮɭнкɰɿʀ ( , ) ( )rf x y C G��  длɹ випадкɭ 

двоɯ сɭмɿжниɯ смɭг може бɭɬи предсɬавлений ɭ виглɹдɿ: 

 

, 1, 1

0 ( , ) , 1,
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , 1, 1
i

i ii i

r G i m
f r f r

R f r r G i m

M
M M

M M ��

­ �  °�4  ®
�  �°̄

� �
� , 

,2

1
,2

, 1 1, , 1
( )

( ( ) )( , )( , ) ( , )
( 1)!

i

kr k
i

i i i i k
r

r tf tR f r H r dt
ktM

MMM M
�

� �

�w
 �

�w³
�� �  

1,1

1
1,1

2, , 1
( )

( ( ) )( , )( , )
( 1)!

i

kr k
i

i i k
r

r tf tH r dt
ktM

MMM
�

�
�

�

�w
�

�w³
�� , 

 

ɳо маɽ власɬивосɬɿ: 

 

,2 1,1
1, , 1 2, , 1

( ( ) ) ( ( ) )
( , ) ( , ) 0

! !

q q
i i

i i i i
r r r r

H r H r
q q
M M

M M �
� �

� �
�  � � . 

 

 Дɨведеɧɧɹ. Той ɮакɬ, ɳо в обласɬɹɯ , 1,iG i m  поɯибка наближеннɹ 

дорɿвнɸɽ нɭлɸ випливаɽ безпосереднɶо з припɭɳеннɹ. 

 

( , ) ( , ), 1,
k

kG
f r f r k mM M  � � . 

 

 Неɯай 1k  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f r M�
�  маɬиме виглɹд: 
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,2 1,1

1, , 1 1, , 1 2, , 1
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )
i i

r r

i i i i i i
r r

f t f tR f r H r dt H r dt
t tM M

M MM M M
�

� � �
w w

 �  
w w³ ³� � �  

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( , ) ( ( ), ) ( , ) ( , ) ( ( ), )i i i i i iH r f r f r H r f r f rM M M M M M M M� � �ª º ª º � � �  ¬ ¼ ¬ ¼
� � � �� �  

1, , 1 2, , 1( , ) ( , ) ( , )i i i iH r H r f rM M M� �ª º � �¬ ¼
� �

 

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), )i i i i i iH r f r H r f rM M M M M M� � �ª º� �¬ ¼
�� �  . 

 

 Оскɿлɶки 

 

1,1 ,2
1, , 1 2, , 1

,2 1,1 1,1 ,2

( ) ( )
( , ) ( , ) 1

( ) ( ) ( ) ( )
i i

i i i i
i i i i

r r r r
H r H r

r r r r
M M

M M
M M M M

�
� �

� �

� �
�  �  

� �
� � . 

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.37) маɽмо 

 

 1, , 1 ( , ) ( , ) ( , )i iR f r f r f rM M M�  �4� � � .  (2.38) 

 

 Неɯай 2k  . Тодɿ , 1 ( , )i iR f r M�
�  маɬиме виглɹд: 

 

,2

2

2, , 1 1, , 1 ,22
( )

( , )( , ) ( , ) ( ( ) )
i

r

i i i i i
r

f tR f r H r r t dt
tM

MM M M� �
w

 � �
w³
�� �

 

1,1

2

2, , 1 1,12
( )

( , )( , ) ( ( ) )
i

r

i i i
r

f tH r r t dt
tM

MM M
�

� �
w

� �  
w³
��  

,2,2

1, , 1 ,2
( )( )

( , ) ( , )( , ) ( ( ) )
ii

r r

i i i
rr

f t f tH r r t dt
t tMM

M MM M�

ª º§ ·w w« » � � �¨ ¸« »w w© ¹¬ ¼
³

� ��  

1,11,1

2, , 1 1,1
( )( )

( , ) ( , )( , ) ( ( ) )
ii

r r

i i i
rr

f t f tH r r t dt
t tMM

M MM M
��

� �

ª º§ ·w w« »� � �  ¨ ¸« »w w© ¹¬ ¼
³

� ��  
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1, , 1 ,2 2, , 1 1,1
( , )( , )( ( ) ) ( , )( ( ) )i i i i i i
f rH r r t H r r t
r
MM M M M� � �

wª º � � � �¬ ¼ w

�� �  

,2 1,1

1, , 1 2, , 1
( ) ( )

( , ) ( , )( , ) ( , )
i i

r r

i i i i
r r

f t f tH r dt H r dt
t tM M

M MM M
�

� �
w w

� �
w w³ ³
� �� � . 

 

 Зважаɸɱи, ɳо  

 

1, , 1 ,2 2, , 1 1,1( , )( ( ) ) ( , )( ( ) ) 0i i i i i iH r r r H r r rM M M M� � �� � �  � �  

 

ɬа маɸɱи на ɭвазɿ (2.38) маɽмо 

 

2, , 1 1, , 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i iR f r R f r f r f rM M M M� �  �4� � � � . 

 

 Аналогɿɱно справедливе ɿ длɹ 2k ! . 

 Теоремɭ 2.35 доведено. 

 Пɪикɥад 2.6. Неɯай зображеннɹ поверɯнɿ описɭɽɬɶсɹ ɮɭнкɰɿɹми на 

обласɬɹɯ: 

 
2 2

2 2
1

3 3
( , )

( , ) ,
x y

x y g x y
f x y e

� �

� �
  

2 2

2 2
2

3 3
( , )

( , ) ,
x y

x y g x y
f x y e

� �

� !
  

1( , ) 1 0.1cos(10arctan( , ))g x y x y � , 

2 ( , ) 4 sin(10arctan( , ))g x y x y � . 

 

 На рисɭнкɭ 2.13 наведено зображеннɹ оригɿналɭ поверɯнɿ ɬа зображеннɹ 

поверɯнɿ ɿз замкнɭɬим конɬɭром. 
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(а)      (б) 

Рисɭнок 2.13 – Зображеннɹ поверɯнɿ (а – оригɿнал зображеннɹ; б – зображеннɹ 

поверɯнɿ ɿз замкнɭɬим конɬɭром) 

 

 Длɹ вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ в даномɭ випадкɭ пропонɭɽɬɶсɹ 

замɿниɬи Декарɬовɭ сисɬемɭ координаɬ полɹрноɸ (рисɭнок 2.14). 

 

 
Рисɭнок 2.14 – Зображеннɹ поверɯнɿ ɿз замкнɭɬим конɬɭром ɭ полɹрнɿй сисɬемɿ 

координаɬ 

 

 На рисɭнкɭ 2.15 наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ за допомогоɸ 

операɬора (2.36) ɭ полɹрнɿй сисɬемɿ координаɬ 
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(а)      (б) 

Рисɭнок 2.15 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɭ полɹрнɿй сисɬемɿ координаɬ 

(а – вɿдновлена поверɯнɹ; б – абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 

 

На рисɭнкɭ 2.16 наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɭ Декарɬовɿй 

сисɬемɿ координаɬ. 

 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 2.16 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɭ Декарɬовɿй сисɬемɿ координаɬ 

(а – вɿдновлена поверɯнɹ; б – абсолɸɬна поɯибка вɿдновленнɹ) 

 

 Висновки до роздɿлɭ 2 

 

 1. На основɿ розроблениɯ в попереднɿɯ робоɬаɯ операɬораɯ ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ, 

набɭли подалɶɲого розвиɬкɭ меɬоди вɿдновленнɹ двовимɿрниɯ поверɯонɶ ɿз 
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поɲкодженнɹми ɭ виглɹдɿ смɭг, ɳо паралелɶнɿ осɹм координаɬ, ɿз 

викорисɬаннɹм ɭзагалɶнениɯ полɿномɿв Шепарда, Шепарда-Лиɬвина, Лагранжа 

ɬа Ермɿɬа. 

 2. Вперɲе побɭдована маɬемаɬиɱна моделɶ поверɯнɿ ɬɿла з 

викорисɬаннɹм операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ на 

сисɬемаɯ смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ переɬинаɸɬɶсɹ пɿд довɿлɶним кɭɬом, жоднɿ ɬри з 

ɹкиɯ не переɬинаɸɬɶсɹ в однɿй ɬоɱɰɿ, ɳо дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ 

ɹкɳо ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на смɭгаɯ, граниɰɿ описɭɸɬɶсɹ лɿнɿйними 

ɮɭнкɰɿɹми загалɶного виглɹдɭ. 

 3. Вперɲе побɭдованɿ маɬемаɬиɱнɿ моделɿ поверɯнɿ ɬɿла ɿз викорисɬаннɹм 

операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ на сисɬемɿ смɭг, 

ɳо маɸɬɶ криволɿнɿйнɿ граниɰɿ, ɳо дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ ɹкɳо 

ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на смɭгаɯ, граниɰɿ описɭɸɬɶсɹ деɹкими наперед 

вɿдомими неперервними ɮɭнкɰɿɹми. 

 4. Вперɲе наведено ɬа дослɿджено меɬод маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

поверɯнɿ ɬɿла з викорисɬаннɹм операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ неперервниɯ ɮɭнкɰɿй 

двоɯ змɿнниɯ, ɿнɮормаɰɿɹ про ɹкɭ вɿдома лиɲе на сисɬемɿ смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ 

предсɬавлɹɸɬɶ собоɸ замкнɭɬɿ кривɿ. 

 5. Запропонованɿ в даномɭ роздɿлɿ операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ можɭɬɶ бɭɬи 

викорисɬанɿ длɹ вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ сигналɿв, оɬриманиɯ за допомогоɸ 

аерокосмɿɱноʀ зйомки, даниɯ сканɭваннɹ поверɯнɿ за допомогоɸ радɿолокаɬора, 

розмɿɳеного на ɲɬɭɱномɭ сɭпɭɬникɭ планеɬи, ɹкий рɭɯаɽɬɶсɹ вздовж 

вɿдповɿдниɯ смɭг, даниɯ сейсмɿɱноʀ розвɿдки корисниɯ копалин ɬоɳо. 

 6. Усɿ оɬриманɿ в роздɿлɿ 2 резɭлɶɬаɬи добре ɭзгоджɭɸɬɶсɹ ɿз попереднɿми 

резɭлɶɬаɬами дослɿдженɶ в обласɬɿ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ неперервниɯ 

ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ. Тобɬо, операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ випадкɭ граниɰɶ 

невɿдомиɯ обласɬей ɭ виглɹдɿ прɹмиɯ, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом, ɭ 

випадкɭ ɹкɳо прɹмɿ розɬаɲованɿ паралелɶно до осей координаɬ даɸɬɶ 

аналогɿɱнɿ резɭлɶɬаɬи, ɳо ɿ резɭлɶɬаɬи попереднɿɯ дослɿдженɶ длɹ операɬорɿв 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɿз граниɰɹми, паралелɶними осɹм координаɬ. Аналогɿɱно ɿ длɹ 
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операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ випадкɭ криволɿнɿйниɯ граниɰɶ невɿдомиɯ 

обласɬей: ɹкɳо ɮɭнкɰɿʀ граниɰɿ описɭɸɬɶ прɹмɿ, паралелɶнɿ осɹм координаɬ. 

 Всɿ ɬеореɬиɱнɿ ɬвердженнɹ роздɿлɭ 2 доведенɿ ɭ вɿдповɿдниɯ лемаɯ ɬа 

ɬеоремаɯ ɿ пɿдɬвердженɿ на ɬесɬовиɯ прикладаɯ за допомогоɸ сɬворениɯ 

дисерɬанɬом програм. 

 Основнɿ резɭлɶɬаɬи дрɭгого роздɿлɭ опɭблɿковано в робоɬаɯ [2-5, 7, 10, 

13]. 

 Список джерел, ɹкɿ викорисɬано ɭ даномɭ роздɿлɿ, наведено ɭ повномɭ 

спискɭ викорисɬаниɯ джерел [14-70]. 
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3 МЕТОД ВІДНОВЛЕННЯ ДВОВИМІРНИХ ДИСКРЕТНИХ СИГНАЛІВ 

ЗА ВІДОМОЮ ІНФОРМАЦІЄЮ НА СИСТЕМІ СМУГ ЗА ДОПОМОГОЮ 

ОПЕРАТОРІВ ІНТЕРСТРІПАЦІЇ 

 

В даномɭ роздɿлɿ наведено меɬоди длɹ вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ 

двовимɿрниɯ сигналɿв (наприклад, ɿнɮормаɰɿɹ ɹка мɿɬиɬɶсɹ ɭ граɮɿɱниɯ 

ɮайлаɯ). Пɿд поɲкодженнɹми маɽɬɶсɹ на ɭвазɿ, наприклад, вɬраɬа пакеɬɿв при 

передаɱɿ даниɯ по мережɿ або ʀʀ перенаванɬаженнɹ. Оɰɿнка справжнɿɯ знаɱенɶ 

вɬраɱениɯ даниɯ необɯɿдна в бɿлɶɲосɬɿ задаɱ ɰиɮровоʀ обробки зображенɶ або, 

наприклад, в задаɱаɯ оборки арɯɿвниɯ докɭменɬɿв ɭ виглɹдɿ зображенɶ, ɳо 

маɸɬɶ рɿзноманɿɬнɿ споɬвореннɹ(подрɹпини, плɹми, пил, непоɬрɿбнɿ написи, 

лɿнɿʀ згинɭ ɬоɳо). 

 

3.1 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ, коли 

ɿнɮормаɰɿɹ про поверɯнɸ вɿдома на сисɬемɿ смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ паралелɶнɿ осɹм 

координаɬ. 

 

 Вважаɽмо, ɳо зображеннɹ поверɯнɿ визнаɱаɽɬɶсɹ маɬриɰеɸ 0  

розмɿрносɬɿ m nu  ɭ вɿдɬɿнкаɯ сɿрого. Розɿб’ɽмо ɰɸ маɬриɰɸ на пɿдмаɬриɰɿ 

виглɹдɭ 

 

 1,
, , , , 1, , 2k
i j k ki j n k0  0  D E  t ,  (3.1) 

 2,
, , 1, , , , 2l
i j l li m j l0  0   J G t .  (3.2) 

 

 Оɬриманɿ в резɭлɶɬаɬɿ ɬакого розбиɬɬɹ об'ɽднаннɹ маɬриɰɶ 1,k0  ɬа 2,l0  

бɭдɭɬɶ предсɬавлɹɬи собоɸ смɭги ɿз вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про поверɯнɸ. 

Інɮормаɰɿɹ мɿж смɭгами вважаɽɬɶсɹ невɿдомоɸ: 

 

 
1, , 1

, 1, , , 1, , 1
k k

i j k ki j n k
�

�0  0  E D  t ,  (3.3) 
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2, , 1

, 1, 1, , , , 1
l l

i j l li m j l
�

�0  0   G J t .  (3.4) 

 

 Длɹ серɿʀ обɱислɸвалɶниɯ експерименɬɿв оберемо зображеннɹ поверɯнɿ 

(рис. 3.1), з ɹкого видалимо дɿлɹнки зображеннɹ длɹ ʀɯ подалɶɲого 

вɿдновленнɹ. 

 

 
Рисɭнок 3.1 – Тесɬове зображеннɹ 

 

Розмɿрнɿсɬɶ маɬриɰɿ зображеннɹ: 328×217. 

 Длɹ обɱислɸвалɶниɯ експерименɬɿв оберемо насɬɭпнɿ парамеɬри: 

 

^ `19,44,69,94,119,144,169,194,219,244,269,294,319D  , 

^ `14,39,64,89,114,139,164,189,214,239,264,289,314E  , 

^ `23,48,73,98,123,148,173,198J  , 

^ `18,43,68,93,118,143,168,193G  . 

 

 3.1.1 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ 

поɲкодженɶ ɭ виглɹдɿ верɬикалɶниɯ смɭг 

 

 Неɯай зображеннɹ деɹкоʀ поверɯнɿ 0  вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ K  

верɬикалɶниɯ смɭг 1,k0  виглɹдɭ (3.1).  
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 Тодɿ длɹ вɿдновленнɹ невɿдомиɯ дɿлɹнок зображеннɹ 
1, , 1k k�

0  виглɹдɭ (3.3) 

пропонɭɽɬɶсɹ викорисɬовɭваɬи операɬор 

 

 
1

1
1, . 1 , ,

1 1
k k

k k
k k j j

k k k k

i i
�

�
� D E

� �

�E � D
2 0  0 � 0

D �E E �D
.  (3.5) 

 

 Теорема 3.1. Операɬор 1, , 1k k�2  маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 

 
1 11, , 1 , , 1, , 1 , ,( ) , ( ) , 1, 1, 1,

k k k kk k j j k k j j k j n
� �� D D � E E2 0  0 2 0  0  K�  .  (3.6) 

 

 Поверɯнɹ  

 
1,

,
1, , 1

1, , 1 ,

( , ) , 1,Ș;

( ) ( , ) , 1,Ș 1.

k
i j

k k

k k i j

i j k

i j k
�

�

­ 0 �0  °20  ®
2 0 �0  �°̄

 

 

ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй смɭзɿ 
1, , 1,Șk k0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ поверɯнɸ за 

допомогоɸ операɬора 1, . 1, 1, 1k k k�2  K� . 

Пɪикɥад 3.1. Залиɲимо ɭ маɬриɰɿ зображеннɹ 0  (рис. 3.1) лиɲе 

верɬикалɶнɿ смɭги. Зображеннɹ поверɯнɿ вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ з 10 смɭг, 

наведениɯ на рисɭнкɭ 3.2(а). На рисɭнкɭ 3.2(б) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ 

поɲкодженоʀ поверɯнɿ операɬором (3.5). 

 

 3.1.2 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ 

поɲкодженɶ ɭ виглɹдɿ горизонɬалɶниɯ смɭг 

  

 Неɯай зображеннɹ деɹкоʀ поверɯнɿ 0  вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ P  

горизонɬалɶниɯ смɭг 2,l0  виглɹдɭ (3.2).  
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(а)     (б) 

Рисɭнок 3.2 – Вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене зображеннɹ 

на сисɬемɿ верɬикалɶниɯ смɭг; б – резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ операɬором 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ) 

 

 Тодɿ длɹ вɿдновленнɹ невɿдомиɯ дɿлɹнок зображеннɹ 
2, , 1l l�

0  виглɹдɭ (3.4) 

пропонɭɽɬɶсɹ викорисɬовɭваɬи операɬор 

 

 
1

1
2, , 1 , ,

1 1
l l

l l
l l i i

l l l l

j j
�

�
� J G

� �

� G � J
2 0  0 � 0

J � G G � J
.  (3.7) 

 

 Теорема 3.2. Операɬор 2, , 1l l�2  маɽ ɬакɿ власɬивосɬɿ: 

 

 
1 12, , 1 , , 2, , 1 , ,( ) , ( ) , 1, 1, 1,

l l l ll l i i l l i i l i m
� �� G G � J J2 0  0 2 0  0  P �  .  (3.8) 

 

 Поверɯнɹ  

 
2,

,
2, , 1

2, , 1 ,

( , ) , 1,ȝ;

( ) ( , ) , 1,ȝ 1.

l
i j

l l

l l i j

i j l

i j l
�

�

­ 0 �0  °20  ®
2 0 �0  �°̄  
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ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй смɭзɿ 
2, , 1,ȝl l0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ поверɯнɸ за 

допомогоɸ операɬора 2, , 1, 1, 1l l l�2  P� . 

 Пɪикɥад 3.2. Залиɲимо ɭ маɬриɰɿ зображеннɹ 0  (рис. 3.1) лиɲе 

горизонɬалɶнɿ смɭги.  

 Зображеннɹ поверɯнɿ вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ з 14 смɭг, наведениɯ на 

рисɭнкɭ 3.3(а).  

 На рисɭнкɭ 3.3(б) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ поверɯнɿ 

операɬором (3.7). 

 

   
(а)     (б) 

Рисɭнок 3.3 – Вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене зображеннɹ 

на сисɬемɿ горизонɬалɶниɯ смɭг; б – резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ операɬором 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ) 

 

 3.1.3 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ 

поɲкодженɶ ɭ виглɹдɿ переɬинниɯ взаɽмноперпендикɭлɹрниɯ смɭг 

  

 Неɯай зображеннɹ деɹкоʀ поверɯнɿ 0  вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ K  

верɬикалɶниɯ смɭг 1,k0  виглɹдɭ (3.1) ɬа сисɬемɿ P  горизонɬалɶниɯ смɭг 2,l0  

виглɹдɭ (3.2).  
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 Невɿдомɿ дɿлɹнки зображеннɹ, ɳо поɬребɭɸɬɶ вɿдновленнɹ в даномɭ 

випадкɭ маɬимɭɬɶ виглɹд прɹмокɭɬникɿв: 

 

 > @ > @,

1 1, , , 1,Ș 1, 1,ȝ 1
k l

k k l l k lE D G J� �3  u  �  � .  (3.9) 

 

 Длɹ вɿдновленнɹ невɿдомиɯ дɿлɹнок зображеннɹ (3.9) пропонɭɽɬɶсɹ 

викорисɬовɭваɬи операɬор 

 

, 1, , 1 2, , 1 1, , 1 2, , 1k l k k l l k k l l� � � �ª º2 0  2 �2 �2 2 0 ¬ ¼  

1

1
, ,

1 1
k k

k k
j j

k k k k

i i
�

�
D E

� �

� E � D
 0 � 0 �
D � E E � D  

1

1
, ,

1 1
l l

l l
i i

l l l l

j j
�

�
J G

� �

� G � J
� 0 � 0 �
J � G G � J

 

1 1 1

1
, ,

1 1 1 1
k l k l

k l k l

k k l l k k l l

i j i j
� � �

�
D J D G

� � � �

� E � G � E � J
� 0 � 0 �
D �E J � G D � E G � J

 

 
1

1 1 1
, ,

1 1 1 1
k l k l

k l k l

k k l l k k l l

i j i j
�

� � �
E J E G

� � � �

� D � G � D � J
� 0 � 0
E � D J � G E � D G � J

.  (3.10) 

 

 Поверɯнɹ  

 

1,
,

2,
,

,
, ,

( , ) , 1,Ș;

( , ) , 1, ;
( ) ( , ) , 1,Ș 1, 1,ȝ 1.

k
i j

l
i j

k l
k l i j

i j k

i j l

i j k l

P

­0 �0  °°20  0® �0  
° 2 0 �3  �  �°̄

 

 

ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй ɿз смɭг 
1, , 1,Șk k0   або 2, , 1,l l P0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами 

зображɭɽ поверɯнɸ за допомогоɸ операɬора  
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, , 1,Ș 1, 1,ȝ 1k l k l2  �  � . 

 

 Пɪикɥад 3.3. Залиɲимо ɭ маɬриɰɿ зображеннɹ 0  (рис. 3.1) лиɲе дɿлɹнки 

зображеннɹ, ɳо ɽ переɬином верɬикалɶниɯ смɭг, наведениɯ на рис. 3.2(а), ɬа 

горизонɬалɶниɯ смɭг, наведениɯ на рис. 3.3(а).  

 Необɯɿдно вɿдновиɬи ɿнɮормаɰɿɸ на прɹмокɭɬниɯ дɿлɹнкаɯ зображеннɹ, 

ɹкɿ наведено на рис. 3.4(а).  

 На рисɭнкɭ 3.4(б) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ поверɯнɿ 

операɬором (3.10). 

 

   
(а)     (б) 

Рисɭнок 3.4 – Вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене зображеннɹ 

на сисɬемɿ взаɽмоперпендикɭлɹрниɯ смɭг; б – резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ 

операɬором ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ) 

 

 3.1.4 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ 

поɲкодженɶ ɭ виглɹдɿ сисɬемɿ кадрɿв, граниɰɿ ɹкиɯ паралелɶнɿ осɹм координаɬ  

  

 Неɯай зображеннɹ деɹкоʀ поверɯнɿ 0  вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ 

прɹмокɭɬникɿв виглɹдɭ: 

 

 > @ > @, , , , 1,Ș, 1,ȝk l k k l l k lD E J G3  u   .  (3.11) 
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 Невɿдома обласɬɶ зображеннɹ в ɰɶомɭ випадкɭ ɹвлɹɽ собоɸ об'ɽднаннɹ 

верɬикалɶниɯ смɭг (3.3) ɬа горизонɬалɶниɯ смɭг (3.4). 

 Длɹ вɿдновленнɹ поверɯнɿ зображеннɹ пропонɭɽɬɶсɹ викорисɬовɭваɬи 

алгориɬм: 

 Кɪɨк 1. До вɯɿдного зображеннɹ засɬосовɭɽɬɶсɹ операɬор 

 
1, , 1

1, ,
2, . 1

2, ,

, ,

( ) ( , ) , 1, 1;

( ) ( , ) , 1, 1;

( , ) , 1, , 1, .

k k

k i j
l l

l i j

i j k l

i j k

i j l

i j k l

�

�

,

­ 2 0 �0  K�
°
°2 0  2 0 �0  P �®
° 0 �3  K  P°̄

 

 

 Кɪɨк 2. До оɬриманоʀ поверɯнɿ засɬосовɭɽɬɶсɹ операɬор 

 
1, , 1 2, , 1

,
1, , 1 2, , 1

, ,

( ) ( , ) , 1, 1, 1, 1;

( ) ( , ) , 1, 1, 1, 1.

k k l l

i j
k k l l

k l i j

i j k l

i j k l

� �

,
,, � �

,

­ 2 0 �0 0  K�  P �°2 0  ®
2 2 0 �0 0  K�  P �°̄

�

�
 

 

 Операɬори 1, 2, ,, ,k l k l2 0 2 0 2 0  наведенɿ виɳе (3.5), (3.7) ɬа (3.10) 

вɿдповɿдно. 

 Пɪикɥад 3.4. Залиɲимо ɭ маɬриɰɿ зображеннɹ 0  (рис. 3.1) лиɲе дɿлɹнки 

зображеннɹ, ɳо ɽ об'ɽднаннɹм верɬикалɶниɯ смɭг виглɹдɭ (3.3) ɬа 

горизонɬалɶниɯ смɭг виглɹдɭ (3.4).  

 Необɯɿдно вɿдновиɬи поверɯнɸ ɭ виглɹдɿ прɹмокɭɬниɯ обласɬей, ɹкɿ 

наведенɿ на рис. 3.5(а).  

 На рисɭнкɭ 3.5(б) наведено резɭлɶɬаɬ промɿжного крокɭ наведеного виɳе 

алгориɬмɭ.  

 На рисɭнкɭ 3.5(в) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ поверɯнɿ. 
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(а)    (б)    (в) 

Рисɭнок 3.5 – Вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене зображеннɹ 

на сисɬемɿ кадрɿв; б – промɿжний резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ; в – резɭлɶɬаɬ 

вɿдновленнɹ зображеннɹ) 

 

3.2 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ коли 

ɿнɮормаɰɿɹ про поверɯнɸ вɿдома на сисɬемɿ смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ розɬаɲованими 

пɿд довɿлɶним кɭɬом. 

 

 Неɯай зображеннɹ деɹкоʀ поверɯнɿ 0  вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ ( 2)m mt  

смɭг, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом: 

 

 ^ `, 1, 2,, ( , ) , ( , ) , 1,k i j k ki j i j i j k m0  0 Z d dZ  ,  (3.11) 

 

де 1, 1, 1, 1,( , )k k k ki j i jZ  D �E � J  ɬа 2, 2, 2, 2,( , )k k k ki j i jZ  D �E � J  – деɹкɿ прɹмɿ, ɹкими 

обмежена смɭга. Приɱомɭ 

 

 2 2 2 2
1, 1, 2, 2, 1, 1,k k k k k mD �E  D �E   .  (3.12) 

 

 Поверɯнɹ, ɹкɭ необɯɿдно вɿдновиɬи, вважаɽɬɶсɹ вɿдомоɸ лиɲе на 

вказаниɯ смɭгаɯ. 
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 3.2.1 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ 

поɲкодженɶ ɭ виглɹдɿ двоɯ смɭг, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом,  

 

 Неɯай зображеннɹ деɹкоʀ поверɯнɿ 0  вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ двоɯ смɭг 

виглɹдɭ (3.11). Тодɿ длɹ вɿдновленнɹ невɿдомоʀ обласɬɿ зображеннɹ 

пропонɭɽɬɶсɹ викорисɬовɭваɬи операɬор 

 

 
1 1 2 2

2 1
2 ( , ), ( , ) ( , ), ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , )x i j y i j x i j y i j

i j i j
i j i j

2 0  0 � 0
5 5
U U ,  (3.13) 

2

1
( , ) ( , )k

k
i j i j

 

5  ¦U ; � � � �2 2
( , ) ( , ) ( , )k k ki j x i j i y i j j � � �U ; 

( , ) k k
k k

k k k

x i j
j i

 '
�
J E

D E D
; ( , ) k k

k k
k k k

y i j
j i

 '
� �
D J
E D E

; k k
k

k k

'  
�
D E
E D

. 

 

 Факɬиɱно, ( , )kx i j  ɬа ( , )ky i j  – ɰе координаɬи ɬоɱки на k-ɬɿй смɭзɿ, ɹка 

знаɯодиɬɶсɹ на найменɲɿй вɿдсɬанɿ вɿд ɬоɱки ( , )i j  з невɿдомоʀ обласɬɿ, ( , )k i jU  

– вɿдсɬанɶ вɿд ɬоɱки ( , )i j  до k-ɬоʀ прɹмоʀ, ( , )i j5  – сɭма вɿдсɬаней до кожноʀ ɿз 

смɭг. 

 Поверɯнɹ  

 

 ,

2 ,

( , ) , 1,2;

( ) ( , ) , 1,2,
i j k

i j k

i j k

i j k

­ 0 �0  °20  ®
2 0 �0  °̄

   (3.14) 

 

ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй ɿз 

смɭг , 1,2k k0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ поверɯнɸ 

за допомогоɸ операɬора 22 . 

 Пɪикɥад 3.4. Залиɲимо ɭ маɬриɰɿ зображеннɹ 0  (рис. 3.1) лиɲе дɿлɹнки 

зображеннɹ, ɳо ɽ переɬином смɭг, ɳо обмеженɿ лɿнɿɹми: 
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29cos cos 160 0
60 60

x yS S§ · § ·� �  ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

, 

31co
60 60

s cos 155 0x yS S§ · § ·� �  ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

. 

 

   
Рисɭнок 3.6 – Зображеннɹ поверɯнɿ на вказаниɯ смɭгаɯ 

 

 Всɹ наɹвна ɿнɮормаɰɿɹ про поверɯнɸ в даномɭ випадкɭ, ɬобɬо об'ɽднаннɹ 

ɿнɮормаɰɿʀ на обоɯ смɭгаɯ, наведено на рис. 3.7(а). На рисɭнкɭ 3.7(б) наведено 

резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ поверɯнɿ операɬором (3.13). 

  

   
(а)     (б) 

Рисɭнок 3.7 – Вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене зображеннɹ; 

б – резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ операɬором ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ) 
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 3.2.2 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ 

поɲкодженɶ ɭ виглɹдɿ m (m > 2) смɭг, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом. 

 

 Неɯай ^ `, ,, ( , ) ( , ) : ; ; , 1,k l k l k lk l k l k l k l m$ ��  * *  $ z  �  – ɬоɱки 

переɬинɭ прɹмиɯ k*  ɬа l* , ɹкɿ ɽ граниɰɹми k-ɬоʀ ɬа l-ɬоʀ смɭг вɿдповɿдно. 

 Неɯай зображеннɹ деɹкоʀ поверɯнɿ 0  вɿдомо лиɲе на сисɬемɿ m (m > 2) 

смɭг виглɹдɭ (3.11). Тодɿ длɹ вɿдновленнɹ невɿдомоʀ обласɬɿ зображеннɹ 

пропонɭɽɬɶсɹ викорисɬовɭваɬи операɬор 

 

 , ,
( , ) 1 ,

,

( , )
( )

m
n

m k l i j
k l n n k l

n k l

i j
��  

z

2 0  2 0
$¦ � Z

Z
,  (3.15) 

 , ( , ), ( , ) ( , ), ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , )k k l l

l k
k l x i j y i j x i j y i j

i j i j
i j i j

2 0  0 � 0
5 5
U U .  (3.16) 

 

 Поверɯнɹ  

 

 ,

,

( , ) , 1, ;

( ) ( , ) , 1, ,
i j k

m i j k

i j k m

i j k m

­ 0 �0  °20  ®
2 0 �0  °̄

   (3.17) 

 

ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй ɿз 

смɭг , 1,k k m0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ 

поверɯнɸ за допомогоɸ операɬора m2 . 

 Пɪикɥад 3.4. Залиɲимо ɭ маɬриɰɿ зображеннɹ 0  (рис. 3.1) лиɲе дɿлɹнки 

зображеннɹ, ɳо ɽ переɬином смɭг, ɳо обмеженɿ лɿнɿɹми (рис. 3.8): 

 

cos sin 80 0
12 12

x yS S§ · § ·� �  ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

, 

cos sin 40 0
4 4
x yS S§ · § ·� �  ¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹
, 
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cos sin 200 0
4 4
x yS S§ · § ·� �  ¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹
.  

 

   
Рисɭнок 3.8 – Зображеннɹ поверɯнɿ на вказаниɯ смɭгаɯ 

 

 Всɹ наɹвна ɿнɮормаɰɿɹ про поверɯнɸ в даномɭ випадкɭ, ɬобɬо об'ɽднаннɹ 

ɿнɮормаɰɿʀ на обоɯ смɭгаɯ, наведено на рис. 3.9(а). 

 На рисɭнкɭ 3.9(б) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ поверɯнɿ 

операɬором (3.15). 

 

 3.2.3 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ 

поɲкодженɶ ɭ виглɹдɿ m (m > 2) смɭг, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом ɿз 

враɯɭваннɹм сɬрɭкɬɭри зображеннɹ 

 

Наведемо алгориɬм вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ, ɿнɮормаɰɿɹ про 

ɹкɭ вɿдома лиɲе на сисɬемɿ переɬинниɯ смɭг, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним 

кɭɬом. 

Кɪɨк 1. На кожнɿй ɿз смɭг ɲɭкаɸɬɶсɹ розриви перɲого родɭ вɿд ɮɭнкɰɿʀ, 

ɳо описɭɽ поверɯнɸ. Длɹ ɰɶого можна скорисɬаɬисɹ меɬодами, наведеними ɭ 

[20-23]. В резɭлɶɬаɬɿ проведеннɹ ɬакоʀ операɰɿʀ оɬримɭɽмо набɿр сегменɬɿв 

, 1,iS i n  зображеннɹ на кожнɿй ɿз смɭг. 
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(а)     (б) 

Рисɭнок 3.9 – Вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене зображеннɹ; 

б – резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ операɬором ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ) 

  

Кɪɨк 2. Наближɭɽмо граниɰɿ ( , ) 0, 1,i iS x y i nw  d  Z  оɬриманиɯ сегменɬɿв 

за допомогоɸ полɿномɿв k-го сɬепенɹ (k ≥ 2), викорисɬовɭɸɱи ɬоɱки розривɭ 

вɿдповɿдного сегменɬɭ. 

Кɪɨк 3. Шɭкаɽмо продовженнɹ кожного сегменɬɭ на ɿнɲɿй смɭзɿ. Длɹ 

ɰɶого ɲɭкаɽмо ɬоɱки переɬинɭ оɬриманиɯ граниɰɿ сегменɬɿв в невɿдомɿй 

обласɬɿ. При ɰɶомɭ ɹкɳо ɬакɿ ɬоɱки переɬинɭ ɽ, ɬо вважаɽмо, ɳо обидвɿ граниɰɿ 

належаɬɶ одномɭ сегменɬɭ ɿ ɰей сегменɬ розɬаɲовɭɽɬɶсɹ ɬа декɿлɶкоɯ смɭгаɯ 

одноɱасно. Якɳо ɬакиɯ ɬоɱок немаɽ, ɬо вважаɽɬɶсɹ, ɳо сегменɬ розɬаɲований 

ɬɿлɶки на однɿй смɭзɿ ɿ його межɿ не переɬинаɸɬɶ жоднɭ ɿнɲɭ смɭгɭ. Цей 

проɰес авɬомаɬиɱний об’ɽднаннɹ сегменɬɿв можна замɿниɬи ɲɬɭɱним 

об’ɽднаннɹм сегменɬɿв за допомогоɸ рɭɱного ʀɯ заданнɹ. 

Кɪɨк 4. Засɬосовɭɽмо операɬор ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ вɿдновленнɹ 

зображеннɹ поверɯнɿ длɹ кожного ɿз сегменɬɿв , 1,iS i n , ɹкий переɬинаɽ смɭги 

p ɬа r, , , , 1,p r p r m2   (3.16). 

 Пɪикɥад 3.5. Неɯай дано поверɯнɸ ɬɿла ɭ виглɹдɿ ɮанɬомɭ Шеппа-Логана 

(вɿд англ., Shepp-Logan phantom) [81]. 
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Рисɭнок 3.10 – Зображеннɹ ɮанɬомɭ Шеппа-Логана 

 

 Залиɲимо ɭ зображеннɿ ɮанɬомɭ зображеннɹ, ɳо ɽ переɬином смɭг, ɳо 

обмеженɿ лɿнɿɹми: 

 

cos sin 80 0
12 12

x yS S§ · § ·� �  ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

, cos sin 40 0
4 4
x yS S§ · § ·� �  ¨ ¸ ¨ ¸

© ¹ © ¹
. 

  

   
Рисɭнок 3.11 – Зображеннɹ поверɯнɿ на вказаниɯ смɭгаɯ 

 

 Всɹ наɹвна ɿнɮормаɰɿɹ про поверɯнɸ в даномɭ випадкɭ, ɬобɬо об'ɽднаннɹ 

ɿнɮормаɰɿʀ на обоɯ смɭгаɯ, наведено на рис. 3.12.  

 На рисɭнкɭ 3.13(а) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ 

поверɯнɿ операɬором (3.15).  

 На рисɭнкɭ 3.13(б) резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ наведеним виɳе алгориɬмом. 
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Рисɭнок 3.12 – Поɲкоджене зображеннɹ поверɯнɿ 

 

   
(а)      (б) 

Рисɭнок 3.13 – Вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – вɿдновленнɹ операɬором 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ без враɯɭваннɹ сɬрɭкɬɭри зображеннɹ; б – вɿдновленнɹ 

наведеним виɳе алгориɬмом ɿз враɯɭваннɹм сɬрɭкɬɭри зображеннɹ) 

 

3.3 Вɿдновленнɹ дискреɬниɯ двовимɿрниɯ сигналɿв, ɭ випадкɭ коли 

ɿнɮормаɰɿɹ про поверɯнɸ вɿдома на сисɬемɿ непереɬенниɯ смɭг ɿз 

криволɿнɿйними граниɰɹми. 

 

 Вважаɽмо, ɳо зображеннɹ поверɯнɿ вɿдоме на сисɬемɿ ( 2)m mt  

криволɿнɿйниɯ смɭг виглɹдɭ: 

 

 ^ `1,
, : ( ) ( ) , 1,k
i j k kj i j k mD E0  0 d d    (3.18) 
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або на сисɬемɿ ( 2)n n t  криволɿнɿйниɯ смɭг виглɹдɭ: 

 

 ^ `2,
, : ( ) ( ) , 1, .l
i j l li j i l nJ G0  0 d d    (3.19) 

 

 Оɬриманɿ в резɭлɶɬаɬɿ ɬакого розбиɬɬɹ об'ɽднаннɹ маɬриɰɶ 1,k0  ɬа 2,l0  

бɭдɭɬɶ предсɬавлɹɬи собоɸ смɭги ɿз вɿдомоɸ ɿнɮормаɰɿɽɸ про поверɯнɸ. 

 Інɮормаɰɿɹ мɿж смɭгами вважаɽɬɶсɹ невɿдомоɸ: 

 

 ^ `1, , 1
, 1: ( ) ( ) , 1, 1,

k k
i j k kj i j k m

�
�0  0 E d d D  �   (3.20) 

 ^ `2, , 1
, 1: ( ) ( ) , 1, 1.

l l
i j l li j i l n

�
�0  0 G d d J  �   (3.21) 

 

 Длɹ вɿдновленнɹ невɿдомиɯ дɿлɹнок зображеннɹ (3.20) пропонɭɽɬɶсɹ 

викорисɬовɭваɬи операɬор: 

 

 
1

1
1, , 1 ( ), ( ),

1 1

( ) ( ) , 1, 1.
( ) ( ) ( ) ( )k k

k k
k k j j j j

k k k k

i j i j k m
j j j jD E
E D

D E E D�

�
�

� �

� �
2 0  0 � 0  �

� �
  (3.22) 

 

 Поверɯнɹ  
1,

,
1, , 1

1, , 1 ,

( , ) , 1, ;

( ) ( , ) , 1, 1.

k
i j

k k

k k i j

i j k m

i j k m
�

�

­ 0 �0  °20  ®
2 0 �0  �°̄

 

 

ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй смɭзɿ 
1, , 1,k k m0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ поверɯнɸ за 

допомогоɸ операɬора 1, . 1, 1, 1k k k m�2  � . 

 Пɪикɥад 3.6. Неɯай ɿнɮормаɰɿɹ задана на сисɬемɿ смɭг ɿз граниɰɹми 

виглɹдɭ: 
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1,
( ) sin , 1,9,k k

k

jj kD V
[
§ ·

 �  ¨ ¸¨ ¸
© ¹

 

2,
( ) sin , 1,9,k k

k

jj kE X
[
§ ·

 �  ¨ ¸¨ ¸
© ¹

 

{1,20,45,70,95,120,150,175,195},V   

{15,40,65,90,115,145,170,190,217},X   

 

де > @1, ( ) 1,10k x U[ � , > @2, ( ) 1,10k x U[ � , > @,U a b  – рɿвномɿрний розподɿл на вɿдрɿзкɭ 

> @,a b . 

 Всɹ наɹвна ɿнɮормаɰɿɹ про зображеннɹ поверɯнɿ в даномɭ випадкɭ 

наведена на рисɭнкɭ 3.14(а). На рисɭнкɭ 3.14(б) наведено резɭлɶɬаɬ 

вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ поверɯнɿ операɬором (3.22). 

  

   
(а)     (б) 

Рисɭнок 3.14 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене 

зображеннɹ поверɯнɿ; б – вɿдновлене зображеннɹ поверɯнɿ) 

 

 Длɹ вɿдновленнɹ невɿдомиɯ дɿлɹнок зображеннɹ (3.21) пропонɭɽɬɶсɹ 

викорисɬовɭваɬи операɬор: 
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1

1
2, , 1 , ( ) , ( )

1 1

( ) ( ) , 1, 1
( ) ( ) ( ) ( )l l

l l
l l i i i i

l l l l

j i j i l n
i i i iJ G
G J

J G G J�

�
�

� �

� �
2 0  0 � 0  �

� �
.  (3.23) 

 

 Поверɯнɹ  

 
2,

,
2, , 1

2, , 1 ,

( , ) , 1, ;

( ) ( , ) , 1, 1.

l
i j

l l

l l i j

i j l n

i j l n
�

�

­ 0 �0  °20  ®
2 0 �0  �°̄

 

 

ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй смɭзɿ 
2, , 1,l l n0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ поверɯнɸ за 

допомогоɸ операɬора 2, , 1, 1, 1l l l n�2  � . 

 Пɪикɥад 3.7. Неɯай ɿнɮормаɰɿɹ задана на сисɬемɿ смɭг ɿз граниɰɹми 

виглɹдɭ: 

 

1,
( ) sin , 1,13,l l

l

ii lJ V
[
§ ·

 �  ¨ ¸¨ ¸
© ¹

 

2,
( ) sin , 1,13,l l

l

ii lG X
[
§ ·

 �  ¨ ¸¨ ¸
© ¹

 

{1,20,45,70,95,120,145,170,195,220,245,270,295},V   

{15,40,65,90,115,140,165,190,215,240,265,290,328},X   

 

де > @1, ( ) 1,10l x U[ � , > @2, ( ) 1,10l x U[ � , > @,U a b  – рɿвномɿрний розподɿл на вɿдрɿзкɭ 

> @,a b . 

 Всɹ наɹвна ɿнɮормаɰɿɹ про зображеннɹ поверɯнɿ в даномɭ випадкɭ 

наведена на рисɭнкɭ 3.15(а). 

 На рисɭнкɭ 3.15(б) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ 

поверɯнɿ операɬором (3.23). 
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(а)     (б) 

Рисɭнок 3.15 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене 

зображеннɹ поверɯнɿ; б – вɿдновлене зображеннɹ поверɯнɿ) 

 

 Длɹ випадкɭ коли зображеннɹ поверɯнɿ вɿдоме лиɲе на сисɬемɿ ( 2)m mt  

смɭг виглɹдɭ (3.18) ɬа на сисɬемɿ ( 2)n n t  смɭг виглɹдɭ (3.19). Тобɬо, граниɰɿ 

вɿдомиɯ обласɬей зображеннɹ – деɹкɿ кривɿ, ɳо можна зобразиɬи ɭ виглɹдɿ: 

 

 > @ > @^ `,

, 1 1: ( ), ( ) ( ), ( ) , 1, 1, 1, 1
k l

i j k k l lj j i i k m l nE D G J� �3  0 u  �  � .  (3.24) 

 

 Длɹ вɿдновленнɹ невɿдомиɯ дɿлɹнок зображеннɹ (3.24) пропонɭɽɬɶсɹ 

викорисɬовɭваɬи операɬор: 
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 Поверɯнɹ  
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ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ поверɯнɿ, ɹка на кожнɿй ɿз смɭг 
1, , 1,k k m0   або 2, , 1,l l n0   ɬоɱно вɿдновлɸɽ поверɯнɸ, а мɿж смɭгами 

зображɭɽ поверɯнɸ за допомогоɸ операɬора , , 1, 1, 1, 1k l k m l n2  �  � . 

 Пɪикɥад 3.8. Неɯай ɿнɮормаɰɿɹ задана об'ɽднаннɹм сисɬеми смɭг ɿз 

граниɰɹми виглɹдɭ: 
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{1,20,45,70,95,120,150,175,195},V   

{15,40,65,90,115,145,170,190,217},X   

{1,20,45,70,95,120,145,170,195,220,245,270,295},K   
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{15,40,65,90,115,140,165,190,215,240,265,290,328},P   

 

де > @1, ( ) 1,10k x U[ � , > @2, ( ) 1,10k x U[ � , > @1, ( ) 1,10l x U] � , > @2, ( ) 1,10l x U] � , > @,U a b  – 

рɿвномɿрний розподɿл на вɿдрɿзкɭ > @,a b . 

 Всɹ наɹвна ɿнɮормаɰɿɹ про зображеннɹ поверɯнɿ в даномɭ випадкɭ 

наведена на рисɭнкɭ 3.16(а). 

 На рисɭнкɭ 3.16(б) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ 

поверɯнɿ операɬором (3.25). 

Пɪикɥад 3.9. Неɯай ɿнɮормаɰɿɹ задана на обласɬɹɯ ɿз граниɰɹми виглɹдɭ: 

 

140 ( ) 0
2
xy x� � � [ d , 

245 ( ) 0
2
xy x� � � [ t , 

 

де > @1( ) 1,5x U[ � , > @2( ) 5,1x U[ � � , > @,U a b  – рɿвномɿрний розподɿл на вɿдрɿзкɭ 

> @, .a b  
 

   
(а)     (б) 

Рисɭнок 3.16 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене 

зображеннɹ поверɯнɿ; б – вɿдновлене зображеннɹ поверɯнɿ) 
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 Смɭги, на ɹкиɯ присɭɬнɹ наɹвна ɿнɮормаɰɿɹ про зображеннɹ наведена 

рисɭнкɭ 3.17. 

 

  
Рисɭнок 3.17 – Зображеннɹ поверɯнɿ на смɭгаɯ 

 

 Такɿ деɮекɬи зображеннɹ можɭɬɶ бɭɬи оɬриманɿ, наприклад, при 

викорисɬаннɿ радарɭ бокового оглɹдɭ [82]. 

Зображеннɹ поверɯнɿ, ɹкɭ поɬрɿбно вɿдновиɬи наведено на рис. 3.18(а). 

На рисɭнкɭ 3.18(б) наведено резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ 

поверɯнɿ. 

 

   
(а)     (б) 

Рисɭнок 3.18 – Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ зображеннɹ поверɯнɿ (а – поɲкоджене 

зображеннɹ поверɯнɿ; б – вɿдновлене зображеннɹ поверɯнɿ) 
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3.4 Засɬосɭваннɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ в меɬодаɯ обробки зображенɶ 

ɬа сисɬем зондɭваннɹ поверɯнɿ планеɬи  

 

Дисɬанɰɿйне зондɭваннɹ Землɿ (ДЗЗ) – спосɬереженнɹ поверɯнɿ Землɿ 

авɿаɰɿйними ɿ космɿɱними засобами, оснаɳеними рɿзними видами знɿмалɶноʀ 

апараɬɭри. Робоɱий дɿапазон довжин ɯвилɶ, ɳо приймаɸɬɶсɹ знɿмалɶноʀ 

апараɬɭроɸ, сɬановиɬɶ вɿд ɱасɬок мɿкромеɬра (видиме опɬиɱне 

випромɿнɸваннɹ) до меɬрɿв (радɿоɯвилɿ). Меɬоди зондɭваннɹ можɭɬɶ бɭɬи 

пасивнɿ, ɬобɬо викорисɬовɭваɬи природне вɿдбиɬе або вɬоринне ɬеплове 

випромɿнɸваннɹ об'ɽкɬɿв на поверɯнɿ Землɿ, обɭмовлене сонɹɱноɸ акɬивнɿсɬɸ, 

ɿ акɬивнɿ, ɬобɬо викорисɬовɭваɬи вимɭɲене випромɿнɸваннɹ об'ɽкɬɿв, 

ɿнɿɰɿйоване ɲɬɭɱним джерелом направленоʀ дɿʀ [83]. 

Данɿ ДЗЗ, оɬриманɿ з космɿɱного апараɬɭ, ɯаракɬеризɭɸɬɶсɹ великоɸ 

мɿроɸ залежносɬɿ вɿд прозоросɬɿ аɬмосɮери. Томɭ на космɿɱниɯ апараɬаɯ 

викорисɬовɭɽɬɶсɹ багаɬоканалɶне обладнаннɹ пасивного ɬа акɬивного ɬипɿв, ɹкɿ 

реɽсɬрɭɸɬɶ елекɬромагнɿɬне випромɿнɸваннɹ в рɿзниɯ дɿапазонаɯ. Апараɬɭра 

ДЗЗ перɲиɯ космɿɱниɯ апараɬɿв, запɭɳениɯ в 1960-1970-ɯ рр. бɭла ɬрасового 

ɬипɭ - проекɰɿɹ обласɬɿ вимɿрɸванɶ на поверɯнɸ Землɿ ɹвлɹла собоɸ лɿнɿɸ. 

Пɿзнɿɲе з'ɹвиласɹ ɿ ɲироко поɲириласɹ апараɬɭра ДЗЗ панорамного ɬипɭ - 

сканери, проекɰɿɹ галɭзɿ вимɿрɸванɶ на поверɯнɸ Землɿ ɹкиɯ предсɬавлɹɽ 

собоɸ смɭгɭ. Космɿɱнɿ апараɬи дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ Землɿ 

викорисɬовɭɸɬɶсɹ длɹ вивɱеннɹ природниɯ ресɭрсɿв Землɿ ɬа вирɿɲеннɹ 

завданɶ меɬеорологɿʀ. Апараɬи длɹ дослɿдженнɹ природниɯ ресɭрсɿв 

оснаɳɭɸɬɶсɹ в основномɭ опɬиɱнɿй або радɿолокаɰɿйноʀ апараɬɭроɸ. Переваги 

осɬаннɶоʀ полɹгаɸɬɶ в ɬомɭ, ɳо вона дозволɹɽ спосɬерɿгаɬи поверɯнɸ Землɿ в 

бɭдɶ-ɹкий ɱас доби, незалежно вɿд сɬанɭ аɬмосɮери. 

Якɿсɬɶ даниɯ, одержɭваниɯ ɭ резɭлɶɬаɬɿ дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ, 

залежиɬɶ вɿд ʀɯ просɬоровоʀ, спекɬралɶноʀ, радɿомеɬриɱноʀ ɿ ɬимɱасовоʀ 

роздɿлɶноʀ здаɬносɬɿ. Просɬорова роздɿлɶна здаɬнɿсɬɶ ɯаракɬеризɭɽɬɶсɹ 

розмɿром пɿкселɹ (на поверɯнɿ Землɿ), ɳо записɭɽɬɶсɹ в расɬровɭ карɬинкɭ – 
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зазвиɱай варɿɸɽɬɶсɹ вɿд 1 до 4000 меɬрɿв. Спекɬралɶна роздɿлɶна здаɬнɿсɬɶ 

даниɯ Landsat вклɸɱаɸɬɶ сɿм смɭг, ɭ ɬомɭ ɱислɿ ɿнɮраɱервоного спекɬра, в 

межаɯ вɿд 0.07 до 2.1 мкм. Сенсор Hyperion апараɬɭ Earth Observing-1 здаɬний 

реɽсɬрɭваɬи 220 спекɬралɶниɯ смɭг вɿд 0.4 до 2.5 мкм, зɿ спекɬралɶноɸ 

роздɿлɶноɸ здаɬнɿсɬɸ вɿд 0.1 до 0.11 мкм. Радɿомеɬриɱна роздɿлɶна здаɬнɿсɬɶ – 

ɰе ɱисло рɿвнɿв сигналɭ, ɹкɿ сенсор може реɽсɬрɭваɬи. Зазвиɱай варɿɸɽɬɶсɹ вɿд 8 

до 14 бɿɬ, ɳо даɽ вɿд 256 до 16 384 рɿвнɿв. Цɹ ɯаракɬерисɬика ɬакож залежиɬɶ 

вɿд рɿвнɹ ɲɭмɭ в ɿнсɬрɭменɬɿ. Тимɱасова роздɿлɶна здаɬнɿсɬɶ – ɰе ɱасɬоɬа 

пролɶоɬɭ сɭпɭɬника над обласɬɸ поверɯнɿ, маɽ знаɱеннɹ при дослɿдженнɿ серɿй 

зображенɶ, наприклад при вивɱеннɿ динамɿки лɿсɿв.  

Споɱаɬкɭ аналɿз серɿй проводивсɹ длɹ поɬреб вɿйсɶковоʀ розвɿдки, 

зокрема длɹ вɿдсɬеженнɹ змɿн в ɿнɮрасɬрɭкɬɭрɿ, пересɭванɶ сɭпроɬивника. Длɹ 

сɬвореннɹ ɬоɱниɯ карɬ на основɿ даниɯ дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ, необɯɿдна 

ɬрансɮормаɰɿɹ, ɳо ɭсɭваɽ геомеɬриɱнɿ споɬвореннɹ. Знɿмок поверɯнɿ Землɿ 

апараɬом, направленим ɬоɱно вниз, мɿсɬиɬɶ неспоɬворенɭ карɬинкɭ ɬɿлɶки в 

ɰенɬрɿ знɿмка. При змɿɳеннɿ до краʀв вɿдсɬанɿ мɿж ɬоɱками на знɿмкɭ ɿ 

вɿдповɿднɿ вɿдсɬанɿ на Землɿ все бɿлɶɲ рɿзнɹɬɶсɹ. Корекɰɿɹ ɬакиɯ споɬворенɶ 

проводиɬɶсɹ в проɰесɿ ɮоɬограммеɬрɿʀ. З поɱаɬкɭ 1990-ɯ бɿлɶɲɿсɬɶ комерɰɿйниɯ 

сɭпɭɬниковиɯ зображенɶ продаɽɬɶсɹ вже скоригованими. Крɿм ɬого, може 

вимагаɬисɹ радɿомеɬриɱна або аɬмосɮерна корекɰɿɹ. Радɿомеɬриɱна корекɰɿɹ 

переɬворɸɽ дискреɬнɿ рɿвнɿ сигналɭ, наприклад вɿд 0 до 255, в ʀɯ справжнɿ 

ɮɿзиɱнɿ знаɱеннɹ. Аɬмосɮерна корекɰɿɹ ɭсɭваɽ спекɬралɶнɿ споɬвореннɹ, 

внесенɿ наɹвнɿсɬɸ аɬмосɮери. 

Лазерне зондɭваннɹ – меɬод дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ. Лазерне 

зондɭваннɹ проводиɬɶсɹ за допомогоɸ спеɰɿалɶниɯ приладɿв – лазерниɯ 

локаɬорɿв (лɿдарɿв). В аɬмосɮерɭ надсилаɽɬɶсɹ лазерне випромɿнɸваннɹ. 

Порɿвнɹлɶний аналɿз посилаɽɬɶсɹ ɿ прийнɹɬого лɿдарɭ випромɿнɸваннɹ 

дозволɹɽ визнаɱиɬи далɶнɿсɬɶ, ɮазовий склад, ɮормɭ, розмɿри ɿ конɰенɬраɰɿɸ 

ɬвердиɯ ɿ рɿдкиɯ ɱасɬинок, зважениɯ в повɿɬрɿ, ɿ ɬ.д. Лазерне зондɭваннɹ може 
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виконɭваɬисɹ ɹк з нерɭɯомиɯ, ɬак ɿ з рɭɯомиɯ об'ɽкɬɿв – авɬомобɿлɿв, кораблɿв, 

лɿɬакɿв, верɬолɶоɬɿв, космɿɱниɯ апараɬɿв. 

Лɿдари здаɬнɿ реɽсɬрɭваɬи просɬоровий розподɿл вɭглеводневиɯ аномалɿй 

в приземниɯ ɲараɯ аɬмосɮери, всɬановлɸваɬи мɿсɰɹ проɬɿканнɹ в 

ɬрɭбопроводаɯ, викиди вɭглеводнɿв ɿ продɭкɬɿв ʀɯ згорɹннɹ на родовиɳаɯ 

наɮɬи ɿ природного газɭ, аналɿзɭваɬи вплив на навколиɲнɽ середовиɳе об'ɽкɬɿв 

переробки наɮɬи ɿ газɭ. Але ɬоɱнɿсɬɶ ɬакиɯ визнаɱенɶ до ɬеперɿɲнɶого ɱасɭ 

залиɲаɽɬɶсɹ недосɬаɬнɶо високоɸ длɹ аеропоɲɭкɭ ореолɿв родовиɳ, ɿ 

первинний аналɿз ɱасом не може замɿниɬи безпосереднɿɯ полɶовиɯ 

спосɬереженɶ ɿ вимɿрɸванɶ на мɿсɰевосɬɿ. 

Авɬомаɬизований борɬовий лɿдар дозволɹɽ всɬановлɸваɬи прогнозованɭ 

поɬɭжнɿсɬɶ наɮɬо- ɬа газоносниɯ пласɬɿв, вмɿсɬ ɭ ниɯ наɮɬи ɿ газɭ, ɹкɿснɿ ɬа 

кɿлɶкɿснɿ парамеɬри вɭглеводневоʀ сировини. За даними аерогеоɯɿмɿɱноʀ зйомки 

можна визнаɱаɬи мɿсɰɹ бɭрɿннɹ наɮɬовиɯ ɿ газовиɯ свердловин, складнɿсɬɶ 

ɭмов бɭрɿннɹ по верɬикалɶномɭ проɮɿлɸ, гɿрниɱо-геологɿɱноʀ ɯаракɬерисɬики 

наɮɬо- ɿ газоносниɯ пласɬɿв. Крɿм ɬого, можлива оɰɿнка екологɿɱниɯ ɬа 

ɿнженерниɯ ɭмов проекɬɭваннɹ, бɭдɿвниɰɬва ɬа експлɭаɬаɰɿʀ свердловин, 

прокладки ɬрɭбопроводɿв ɬа ɿн. Тим самим знаɱно зменɲɭɸɬɶсɹ ɬермɿни 

проведеннɹ дослɿдженɶ об'ɽкɬɿв наɮɬовоʀ ɿ газовоʀ промисловосɬɿ, бɭдɭɬɶ 

виклɸɱенɿ забрɭдненнɹ, скороɬɹɬɶсɹ виɬраɬи, пов'ɹзанɿ з розвɿдɭвалɶними 

робоɬами. 

Заɭважеɧɧɹ 3.1. Длɹ бɿлɶɲого наближеннɹ до пракɬики слɿд маɬи на 

ɭвазɿ, ɳо ɮɭнкɰɿʀ � �,if x y , 1,i n  можɭɬɶ бɭɬи заданɿ ɭ виглɹдɿ наборɭ знɿмкɿв, 

оɬриманиɯ вздовж смɭги, приɱомɭ знɿмки можɭɬɶ накладаɬисɹ один на одного, 

ɬобɬо маɬи спɿлɶнɿ пɿдобласɬɿ, а не ɬɿлɶки спɿлɶнɿ граниɰɿ. Це ознаɱаɽ, ɳо длɹ 

побɭдови � �,if x y , 1,i n  ɭ ɬоɱкаɯ 2\  ɿнколи ɬреба викорисɬовɭваɬи длɹ своɽʀ 

побɭдови згладжɭɸɱɿ алгориɬми, а не ɬɿлɶки алгориɬми, ɳо ɬоɱно вɿдновлɸɸɬɶ 

поверɯнɸ заданоʀ пɿдобласɬɿ ɭ смɭзɿ iS , 1,i n . Крɿм ɬого, ɬреба вмɿɬи 

продовжɭваɬи ɮɭнкɰɿʀ � �,if x y , 1,i n  за межɿ смɭг. Наведемо один з можливиɯ 
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алгориɬмɿв ɬакого продовженнɹ. Неɯай смɭзɿ iS вɿдповɿдаɽ мɿсɰева сисɬема 

координаɬ : ,i i i ia x b y c � �Z  :i i ib x a y � �W . Тодɿ ɮɭнкɰɿɹ (ɬɭɬ ( , )i i x yZ Z ) 
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бɭде неперервноɸ в 2\  ɿ � �,if x y  � � �,if x y , � �, ix y S� . 

Операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ можна викорисɬовɭваɬи ɬакож длɹ вɿдновленнɹ 

поɲкоджениɯ ɮайлɿв, ɹкɿ мɿсɬɹɬɶ граɮɿɱнɭ ɿнɮормаɰɿɸ. Наприклад, в проɰесɿ 

передаɱɿ по мережɿ ɮайли можɭɬɶ бɭɬи поɲкодженнɿ в резɭлɶɬаɬɿ помилок при 

передаɱɿ даниɯ або перенаванɬаженнɸ мережɿ. Оɰɿнка справжнɿɯ знаɱенɶ 

вɬраɱениɯ пɿкселɿв необɯɿдна в бɿлɶɲосɬɿ задаɱ ɰиɮровоʀ обробки зображенɶ 

або, наприклад, в задаɱаɯ оборки арɯɿвниɯ докɭменɬɿв ɭ виглɹдɿ зображенɶ, ɳо 

маɸɬɶ рɿзноманɿɬнɿ споɬвореннɹ (подрɹпини, плɹми, пил, непоɬрɿбнɿ написи, 

лɿнɿʀ згинɭ ɬоɳо). 

Розглɹнемо задаɱɭ вɿдновленнɹ поɲкодженого зображеннɹ деɹкоʀ 

поверɯнɿ 6 . Вважаɽмо, ɳо зображеннɹ поверɯнɿ вɿдоме лиɲе на сисɬемɿ 

( 2)m mt  смɭг виглɹдɭ: 

 

^ `( , ) : ( , ) , 1,k k k kG x y x y k m D dZ dE  , 

 

 Поверɯнɹ : ( , )z f x y6  , ɹкɭ ми ɯоɱемо вɿдновиɬи, вважаɽɬɶсɹ вɿдомоɸ 

лиɲе на вказаниɯ смɭгаɯ, ɬобɬо 

 

( , ) ( , ), ( , ) , 1,
k k kGf x y f x y x y G k m �  . 
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 Неɯай ^ `( , ) : ; , 1,k l k l k l m� z   – множина всɿɯ можливиɯ комбɿнаɰɿй 

пар смɭг. 

 Введемо до розглɹдɭ насɬɭпний операɬор: 
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 Операɬор , ( , )k l f x y/  – операɬор ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ мɿж k-ɸ ɬа l-ɸ смɭгами: 
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, 

� � � �2 2* *( , ) ( , ) ( , )k k kx y x x y x y x y yU  � � � , 

 

де * ( , )kx x y  ɬа *( , )ky x y  – ɰе координаɬи ɬоɱки на k-ɬɿй смɭзɿ, ɹка знаɯодиɬɶсɹ 

на найменɲɿй вɿдсɬанɿ вɿд ɬоɱки ( , )x y  з невɿдомоʀ обласɬɿ; 

 ( , )k x yU  – вɿдсɬанɶ вɿд ɬоɱки ( , )x y  до k-ɬоʀ прɹмоʀ. 

 Поверɯнɹ ( , )mz f x y 4  ɽ наближеноɸ маɬемаɬиɱноɸ моделлɸ 

освɿɬленосɬɿ поверɯнɿ 6 , ɹка на кожнɿй ɿз смɭг , 1,kG k m , ɬоɱно вɿдновлɸɽ 

поверɯнɸ, а мɿж смɭгами зображɭɽ поверɯнɸ за допомогоɸ операɬора 

( , )m f x y/ . 

Пɪикɥад 3.10. Наведемо приклад вɿдновленнɹ поɲкодженоʀ ɮоɬограɮɿʀ 

(рисɭнок 3.19). 
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На ɰɿй ɮоɬограɮɿʀ ɱɿɬко видɿлɹɽɬɶсɹ поɲкодженнɹ, а саме згин.  

Томɭ видɿлимо обласɬɶ навколо ɰɶого згинɭ ɿ бɭдемо вважаɬи, ɳо 

ɿнɮормаɰɿɹ в ɰɿй обласɬɿ невɿдома (рисɭнок 3.20). 

 

 
Рисɭнок 3.19 – Поɲкоджена ɮоɬограɮɿɹ [70] 

 

 
Рисɭнок 3.20 – Видɿленнɹ поɲкодженоʀ обласɬɿ длɹ вɿдновленнɹ 

 

Подɿлимо оɬриманɭ обласɬɶ на двɿ смɭги – обласɬɶ виɳе поɲкодженнɹ ɬа 

обласɬɶ нижɱе поɲкодженнɹ. 
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 В резɭлɶɬаɬɿ оɬримаɽмо набɿр ɿз двоɯ смɭг (рисɭнок 3.21), до ɹкиɯ 

засɬосɭɽмо меɬод ɭзагалɶненоʀ ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ смɭг ɿз криволɿнɿйними 

граниɰɹми. Резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ наведено на рис.3.22. 

 

  
Рисɭнок 3.21 – Розбиɬɬɹ ɮоɬограɮɿʀ на смɭги 

 

  
(а)      (б) 

Рисɭнок 3.22 – Резɭлɶɬаɬ ɭсɭненнɹ деɮекɬɭ на ɮоɬограɮɿʀ (а – вɿдновленнɹ за 

допомогоɸ ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй; б – резɭлɶɬаɬ вɿдновленнɹ меɬодом, 

наведеним ɭ робоɬɿ) [70]. 
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Заɭважеɧɧɹ 3.1. На пракɬиɰɿ рɿдко коли вдаɽɬɶсɹ знайɬи ɮɭнкɰɿоналɶнɭ 

вɿдповɿднɿсɬɶ длɹ граниɰɿ криволɿнɿйноʀ обласɬɿ. Длɹ вирɿɲеннɹ ɬакоʀ проблеми 

можна предсɬавиɬи граниɰɸ ɭ виглɹдɿ сплайнɿв (ɬригономеɬриɱниɯ, 

полɿномɿалɶниɯ ɬоɳо). Інɲий варɿанɬ предсɬавиɬи ɿнɮормаɰɿɸ про граниɰɸ ɭ 

виглɹдɿ масивɭ ɬоɱок, зв’ɹзного спискɭ або ɿнɲоʀ сɬрɭкɬɭри даниɯ. 

 

3.5 Засɬосɭваннɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ в розвɿдɰɿ корисниɯ копалин 

  

 На даний моменɬ ɿснɭɽ ɰɿла низка меɬодɿв розвɿдки родовиɳ корисниɯ 

копалин: гравɿмеɬрɿɹ, магнɿɬорозвɿдка, елекɬророзвɿдка, ɬермɿɱна розвɿдка, 

ɹдерна розвɿдка ɬа сейсморозвɿдка. 

Сейсмɿɱна розвɿдка (сейсморозвɿдка) – ɰе геоɮɿзиɱний меɬод дослɿдженнɹ 

бɭдови Землɿ ɿ геологɿɱного середовиɳа, поɲɭкɿв ɿ розвɿдки наɮɬи ɿ газɭ, а 

ɬакож ɿнɲиɯ корисниɯ копалин, заснований на вивɱеннɿ поɲиреннɹ прɭжниɯ 

ɯвилɶ, порɭɲениɯ ɲɬɭɱно за допомогоɸ ɬиɯ ɱи ɿнɲиɯ джерел: вибɭɯɿв, ɭдарɿв 

ɬа ɿн.  

Гɿрсɶкɿ породи вɿдрɿзнɹɸɬɶсɹ по прɭжним власɬивосɬɹм ɿ ɬомɭ володɿɸɬɶ 

рɿзними ɲвидкосɬɹми поɲиреннɹ прɭжниɯ ɯвилɶ. Це призводиɬɶ до ɬого, ɳо на 

кордонаɯ ɲарɿв, де ɲвидкосɬɿ змɿнɸɸɬɶсɹ, можɭɬɶ ɭɬвориɬисɹ вɿдображенɿ, 

заломленɿ, реɮрагɿрованɿ, диɮрагованɿ ɬа ɿнɲɿ ɯвилɿ, реɽсɬрɭɸɱи ɹкɿ на земний 

поверɯнɿ, можна оɬримаɬи ɿнɮормаɰɿɸ про ɲвидкɿсномɭ розрɿзɿ, ɿ по нɶомɭ 

сɭдиɬи про геологɿɱнɭ бɭдовɭ [84-87]. 

Меɬодика сейсморозвɿдки заснована на вивɱеннɿ кɿнемаɬики ɯвилɶ або 

ɱасɭ пробɿгɭ рɿзниɯ ɯвилɶ вɿд пɭнкɬɭ ʀɯ збɭдженнɹ до сейсмоприймаɱɿв, ɳо 

ɭловлɸɸɬɶ ɲвидкосɬɿ зсɭвɭ ʉрɭнɬɭ, ɿ ʀɯ динамɿки або ɿнɬенсивносɬɿ ɯвилɶ.  

У спеɰɿалɶниɯ досиɬɶ складниɯ ɭсɬановкаɯ (сейсмосɬанɰɿɹɯ) елекɬриɱнɿ 

коливаннɹ, сɬворенɿ в сейсмоприймаɱɿ дɭже слабкими коливаннɹми ʉрɭнɬɭ, 

посилɸɸɬɶсɹ ɿ авɬомаɬиɱно реɽсɬрɭɸɬɶсɹ на сейсмограмаɯ ɿ магнɿɬограмаɯ. В 

резɭлɶɬаɬɿ ʀɯ ɿнɬерпреɬаɰɿʀ можна визнаɱиɬи глибини залɹганнɹ 

сейсмогеологɿɱниɯ кордонɿв, ʀɯ падɿннɹ, просɬɹганнɹ, ɲвидкосɬɿ ɯвилɶ, а 
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викорисɬовɭɸɱи геологɿɱнɿ данɿ, всɬановиɬи геологɿɱнɭ природɭ виɹвлениɯ 

кордонɿв [88-93]. 

У сейсморозвɿдɰɿ розрɿзнɹɸɬɶ два основнɿ меɬоди: меɬод вɿдбиɬиɯ ɯвилɶ 

(МВХ) ɿ меɬод заломлениɯ ɯвилɶ (МЗХ). Менɲ попɭлɹрнɿ меɬоди, ɳо 

викорисɬовɭɸɬɶ ɿнɲɿ ɯвилɿ. Розв'ɹзаннɹ найскладнɿɲиɯ задаɱ, пов'ɹзаниɯ з 

високоɬоɱним визнаɱеннɹм геомеɬрɿʀ геологɿɱного розрɿзɭ (помилки менɲе 

1%), сɬало можливим завдɹки засɬосɭваннɸ ɬрɭдомɿсɬкиɯ сисɬем збɭдженнɹ ɿ 

спосɬереженнɹ, ɳо забезпеɱɭɸɬɶ одноɱасне, ɿнодɿ багаɬоразове, знɿманнɹ 

ɿнɮормаɰɿʀ з великиɯ плоɳ ɿ ʀʀ ɰиɮровɭ обробкɭ на ЕОМ. Це забезпеɱɭɽ 

видɿленнɹ корисниɯ, ɱасɬɿɲе одноразово вɿдображениɯ або заломлениɯ ɯвилɶ 

серед безлɿɱɿ ɯвилɶ-переɲкод. 

За вирɿɲеними задаɱами розрɿзнɹɸɬɶ глибиннɭ, сɬрɭкɬɭрнɭ, наɮɬогазовɭ, 

рɭднɭ, ɿнженернɭ сейсморозвɿдкɭ. За мɿсɰем проведеннɹ сейсморозвɿдка 

пɿдроздɿлɹɽɬɶсɹ на наземнɭ (полɶовɭ), акваɬорɿалɶнɭ (морсɶкɭ), свердловиннɭ 

ɬа пɿдземнɭ, а по ɱасɬоɬам коливанɶ прɭжниɯ ɯвилɶ можна видɿлиɬи 

високоɱасɬоɬнɭ (ɱасɬоɬи понад 100 Гɰ), среднɶоɱасɬоɬнɭ (ɱасɬоɬи в кɿлɶка 

десɹɬкɿв герɰ) ɬа низɶкоɱасɬоɬнɭ (ɱасɬоɬи менɲе 10 Гɰ) сейсморозвɿдкɭ. Чим 

виɳе ɱасɬоɬа прɭжниɯ ɯвилɶ, ɬим бɿлɶɲе ʀɯ загасаннɹ ɿ менɲе глибиннɿсɬɶ 

розвɿдки [94-97]. 

 Сейсморозвɿдка – дɭже важливий ɿ в багаɬɶоɯ випадкаɯ найɬоɱнɿɲий 

(ɯоɱа й найдорожɱий ɿ ɬрɭдомɿсɬкий) меɬод геоɮɿзиɱноʀ розвɿдки, ɳо 

засɬосовɭɽɬɶсɹ длɹ вирɿɲеннɹ рɿзниɯ геологɿɱниɯ задаɱ з глибиннɿсɬɸ вɿд 

декɿлɶкоɯ меɬрɿв (вивɱеннɹ ɮɿзико-меɯанɿɱниɯ власɬивосɬей порɿд) до 

декɿлɶкоɯ десɹɬкɿв ɿ навɿɬɶ соɬенɶ кɿломеɬрɿв (вивɱеннɹ земноʀ кори ɿ верɯнɶоʀ 

манɬɿʀ). Однак головне признаɱеннɹ сейсморозвɿдки – поɲɭк ɿ розвɿдка наɮɬи ɿ 

газɭ. 

 Пɪикɥад 3.11. В проɰесɿ розвɿдки корисниɯ копалин виникаɸɬɶ сиɬɭаɰɿʀ, 

коли ɿнɮормаɰɿɹ з ɬиɯ ɱи ɿнɲиɯ приɱин ɽ недосɬɭпноɸ на деɹкиɯ дɿлɹнкаɯ 

обласɬɿ дослɿдженнɹ.  
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 В резɭлɶɬаɬɿ оɬримɭɸɬɶсɹ неповнɿ данɿ про корɭ планеɬи пɿд даноɸ 

дɿлɹнкоɸ.  

 На рисɭнкɭ 3.23 зображено перɲɿ декɿлɶка горизонɬɿв сейсмограми. 

 Видɿлɹɽмо поɲкодженɭ обласɬɶ, ɹкɭ необɯɿдно вɿдновиɬи. На кожномɭ 

горизонɬɿ поɲкоджена обласɬɶ розмɿɳена однаково ɬа маɽ виглɹд, наведений 

на рисɭнкɭ 3.24. 

 

   
Рисɭнок 3.23 – Зображеннɹ поɲкоджениɯ даниɯ сейсмограми 

 

 
Рисɭнок 3.24 – Маска поɲкодженнɹ 

 

   
Рисɭнок 3.25 – Зображеннɹ поɲкоджениɯ даниɯ сейсмограми 
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 Викорисɬовɭɸɱи ɭзагалɶненнɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй длɹ 

вɿдновленнɹ даниɯ сейсмɿɱноʀ розвɿдки оɬримɭɽмо зображеннɹ горизонɬɿв 

сейсмограми, ɳо наведено на рисɭнкɭ 3.26. 

 

   
Рисɭнок 3.26 – Зображеннɹ поɲкоджениɯ даниɯ сейсмограми 

 

 Висновки до роздɿлɭ 3 

 

 1. Уперɲе розроблено маɬемаɬиɱнɿ моделɿ ɬа запропоновано меɬод 

вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла за допомогоɸ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй длɹ 

випадкɿв смɭг ɿз граниɰɹми ɭ виглɹдɿ прɹмиɯ, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним 

кɭɬом. Викорисɬаннɹ оɬриманиɯ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ вɿдновленнɹ 

поɲкоджениɯ сигналɿв дозволɹɽ розɲириɬи спекɬр прикладниɯ задаɱ, до ɹкиɯ 

можна ʀɯ засɬосовɭваɬи, порɿвнɹно ɿз попереднɿми резɭлɶɬаɬами в обласɬɿ 

ɿнɮормаɰɿйниɯ операɬорɿв. 

 2. Вперɲе наведено маɬемаɬиɱнɿ моделɿ вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла за 

допомогоɸ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй длɹ випадкɿв смɭг ɿз граниɰɹми ɭ 

виглɹдɿ криволɿнɿйниɯ ɮɭнкɰɿй загалɶного виглɹдɭ. Оɬриманɿ операɬори 

дозволɹɸɬɶ вɿдновлɸваɬи поверɯнɿ длɹ бɿлɶɲоʀ кɿлɶкосɬɿ прикладниɯ задаɱ, 

зокрема длɹ обробки даниɯ радарɿв бокового оглɹдɭ. 

 3. Розроблено меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла ɿз ɭраɯɭваннɹм додаɬковоʀ 

ɿнɮормаɰɿʀ про сɬрɭкɬɭрɭ поверɯнɿ на вɿдомиɯ ʀʀ дɿлɹнкаɯ. Цей меɬод дозволɹɽ 

бɿлɶɲ ɬоɱно вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ мɿж смɭгами ɭ випадкɭ ɹкɳо на нɿй 
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присɭɬнɿ знаɱнɿ розриви, наприклад, обриви, пɿднɹɬɬɹ або деɹкɿ ɲɬɭɱно 

сɬворенɿ об'ɽкɬи. 

 4. Наведено приклади вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ двовимɿрниɯ 

дискреɬниɯ сигналɿв ɭ виглɹдɿ деɹкиɯ ɬесɬовиɯ зображенɶ ɿз ɲɬɭɱно 

видаленими дɿлɹнками зображеннɹ длɹ подалɶɲого ʀɯ вɿдновленнɹ рɿзними 

операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɬа порɿвнɹннɹм резɭлɶɬаɬɿв вɿдновленнɹ ɿз 

оригɿналом зображеннɹ. 

 5. Наведено приклади засɬосɭваннɹ оɬриманиɯ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ 

длɹ вɿдновленнɹ ɮоɬознɿмкɭ ɿз поɲкодженнɹми ɭ виглɹдɿ заломɿв ɬа приклад 

вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ проɮɿлɿв резɭлɶɬаɬɿв сейсморозвɿдки корисниɯ 

копалин в деɹкомɭ регɿонɿ. 

 6. Резɭлɶɬаɬи засɬосɭваннɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ до поɲкоджениɯ 

двовимɿрниɯ дискреɬниɯ сигналɿв показɭɸɬɶ досиɬɶ високий рɿвенɶ 

вɿдновленнɹ даниɯ порɿвнɹно ɿз оригɿналом. 

 7. Усɿ оɬриманɿ в роздɿлɿ 3 резɭлɶɬаɬи добре ɭзгоджɭɸɬɶсɹ ɿз попереднɿми 

резɭлɶɬаɬами дослɿдженɶ в обласɬɿ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ. Тобɬо, операɬори 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ випадкɭ граниɰɶ невɿдомиɯ обласɬей ɭ виглɹдɿ прɹмиɯ, 

розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом, ɭ випадкɭ ɹкɳо прɹмɿ розɬаɲованɿ 

паралелɶно до осей координаɬ даɸɬɶ аналогɿɱнɿ резɭлɶɬаɬи, ɳо ɿ резɭлɶɬаɬи 

попереднɿɯ дослɿдженɶ длɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɿз граниɰɹми, 

паралелɶними осɹм координаɬ. Аналогɿɱно ɿ длɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ 

випадкɭ криволɿнɿйниɯ граниɰɶ невɿдомиɯ обласɬей: ɹкɳо ɮɭнкɰɿʀ граниɰɿ 

описɭɸɬɶ прɹмɿ, паралелɶнɿ осɹм координаɬ. 

 Всɿ обɱислɸвалɶнɿ експерименɬи роздɿлɭ 3 бɭли проведенɿ за допомогоɸ 

сɬворениɯ дисерɬанɬом програм.  

 Основнɿ резɭлɶɬаɬи ɬреɬɶого роздɿлɭ опɭблɿковано в робоɬаɯ [2-7, 11, 12]. 

 Список джерел, ɹкɿ викорисɬано ɭ даномɭ роздɿлɿ, наведено ɭ повномɭ 

спискɭ викорисɬаниɯ джерел [71-97]. 
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4 МЕТОД ЗНАХОДЖЕННЯ РОЗРИВІВ ФУНКЦІЙ АБО ЇХ ПОХІДНИХ 

ДЕЯКОГО ПОРЯДКУ 

 

4.1 Меɬод знаɯодженнɹ ɬоɱок розривɭ ɮɭнкɰɿʀ однɿɽʀ змɿнноʀ або ʀʀ 

поɯɿдноʀ деɹкого порɹдкɭ 

 

Неɯай задана ɮɭнкɰɿɹ однɿɽʀ змɿнноʀ ( )f x  на ɿнɬервалɿ [ , ]a b  з 

можливими; розривами перɲого родɭ ɮɭнкɰɿʀ або деɹкоʀ ʀʀ поɯɿдноʀ в ɬоɱкаɯ 

, 1,kx k n . Заданɿ вɭзли розбиваɸɬɶ ɿнɬервал [ , ]a b  на 1n �  ɱасɬин. 

Ознаɱеннɹ 4.1. Бɭдемо називаɬи розривним ɿнɬерполɹɰɿйним лɿнɿйним 

сплайном на вɿдрɿзкɭ  ɮɭнкɰɿɸ 1( ) [ , ],S x C a b�� ɹка 

визнаɱаɽɬɶсɹ насɬɭпним ɱином 

 

 1
, 1 1

1 1

( ) , 1, 1k k
k k k k

k k k k

x x x xS x C C k n
x x x x

� ��
� �

� �

� �
 �  �

� �
,  (4.1) 

 

де 1, , 1, 1k kC C k n� �
�  �  – парамеɬри сплайнɭ , 1( )k kS x� , ɳо визнаɱаɸɬɶсɹ ɭ 

виглɹдɿ односɬороннɿɯ граниɰɶ  

 

 ( ) ( )
10 0

lim ( ), lim ( )
k k

m m
k kx x x x
C f x C f x� �

�o � o �
  ,  (4.2) 

 

де m  – деɹкий порɹдок поɯɿдноʀ. 

 Ознаɱеннɹ 4.2. Якɳо ( ) ( )

0 0
lim ( ) lim ( )

k k

m m

x x x x
f x f x

o � o �
� � H , ɬо ɮɭнкɰɿɸ ( )f x  

бɭдемо називаɬи ( )md H -неперервноɸ в ɬоɱɰɿ kx . 

 Опɬималɶним набором вɭзлɿв бɭдемо називаɬи ɬакɭ найменɲɭ кɿлɶкɿсɬɶ 

вɭзлɿв, серед ɹкиɯ ɽ ɬоɱки ( )md H -розривɭ ɮɭнкɰɿʀ, ɬа ɬакɭ, ɳо розривний 

сплайн, побɭдований на ʀɯ основɿ, наближɭɽ ɮɭнкɰɿɸ ɿз заданоɸ ɬоɱнɿсɬɸ. 

1[ , ], 1, 1k kx x k n�  �
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 Викладемо алгориɬм знаɯодженнɹ розривɿв ɮɭнкɰɿʀ покроково. 

 Кɪɨк 1. Бɭдɭɽмо розривний апроксимаɰɿйний сплайн ( )S x  на заданиɯ 

вɭзлаɯ , 1,kx k n  за ɮормɭлоɸ (4.1) з невɿдомими коеɮɿɰɿɽнɬами 

1, , 1, 1k kC C k n� �
�  � . Приɱомɭ на перɲɿй ɿɬераɰɿʀ вважаɽмо, ɳо односɬороннɿ 

знаɱеннɹ ɮɭнкɰɿʀ в заданиɯ вɭзлаɯ збɿгаɸɬɶсɹ. Знаɯодимо векɬор 

1 2 2 3 1( , , , ,..., , )n nC C C C C C C� � � � � �
�  з ɭмови з ɭмови (4.2). Пɿслɹ пɿдсɬановки 

знайдениɯ коеɮɿɰɿɽнɬɿв ɭ (4.1) оɬримаɽмо сплайни 

, 1 1( ), [ , ], 1, 1k k k kS x x x x k n� ��  � . 

 Кɪɨк 2. На кожномɭ з ɿнɬервалɿв 1[ , ], 1, 1k kx x k n�  �  обɱислɸɽмо 

знаɱеннɹ  

 
*

1
max ( )k kx x xk k

J J x
d d �

 , ( )
, 1( ) ( ) ( )m

k k kJ x f x S x� � . 

 

 Кɪɨк 3. Видалɹɽмо з розглɹдɭ ɬɿ ɿнɬервали, на ɹкиɯ побɭдований сплайн ɽ 
( )md H -неперервним ɬа на ɹкиɯ задоволɶнɹɽɬɶсɹ ɬоɱнɿсɬɶ наближеннɹ. Інɬервали, 

ɳо залиɲилисɹ дɿлимо навпɿл. 

 Кɪɨк 4. На новɿй множинɿ вɭзлɿв зновɭ бɭдɭɽмо апроксимаɰɿйний сплайн 

за ɮормɭлоɸ (4.1) ɬа за ɮормɭлоɸ (4.2) знаɯодимо векɬор коеɮɿɰɿɽнɬɿв C . 

 Перевɿрɹɽмо виконаннɹ ɭмови  

 
( )

[ , ]
max ( ) ( ) ,m

x a b
f x S x G

�
� �  

 

де G  – задана ɬоɱнɿсɬɶ наближеннɹ.  

 Якɳо вказана ɭмова не виконана, ɬо поверɬаɽмосɹ до крокɭ 3. 

 Заɭважеɧɧɹ 4.1. Якɳо за допомогоɸ дɿленнɹ вɿдрɿзка навпɿл, не 

поɬраплɹɽмо ɬоɱно на ɬоɱкɭ розривɭ, ɬо ɿɬераɰɿйний проɰес бɭдемо зɭпинɹɬи 

на ɬɿй ɿɬераɰɿʀ, поɱинаɸɱи з ɹкоʀ резɭлɶɬаɬ не покраɳɭɽɬɶсɹ. 

 Пɪикɥад 4.1. Неɯай задано ɮɭнкɰɿɸ 
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2 2

2 2 2

1 1;
( )

1 ( 1) 1.
x x

f x
x x c x

­ � d
 ®

� � � !¯
  (4.3) 

 

 Оɱевидно, ɳо ɮɭнкɰɿɹ (4.3) ɽ (0)d H -неперервноɸ. 

 

 
Рисɭнок 4.1 – Зображеннɹ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ 

 

 
Рисɭнок 4.2 – Зображеннɹ поɯɿдноʀ перɲого порɹдкɭ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ 

 

 Длɹ знаɯодженнɹ розривɿв заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ засɬосɭɽмо наведений виɳе 

алгориɬм. Длɹ ɰɶого покладемо 

 
20, 3, 10a b G �   
 

 

ɬа оберемо поɱаɬковɭ сɿɬкɭ вɭзлɿв 

 

0 1 2 3 40, 0.75, 1.5, 2.25, 3.x x x x x     
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 Оɬримɭɽмо насɬɭпне розбиɬɬɹ 

 

> � > � > � > @0,0.75 , 0.75,1.5 , 1.5,2.25 , 2.25,3 .
 

 

 Знаɯодимо невɿдомɿ парамеɬри сплайнɿв 

 

1 2 2 3 3 4 4 50, 1.5, 1.5, 6, 6, 9, 9, 12.С C С C С C С C� � � � � � � �        
 

 

 Пɿдсɬавлɹɽмо оɬриманɿ парамеɬри ɭ (4.1) ɬа оɬримɭɽмо слайни виглɹдɭ: 

 

1,2 ( ) 2 ,S x x 
 

2,3 ( ) 6 3,S x x �
 

3,4 ( ) 4 ,S x x 
 

4,5 ( ) 4 .S x x 
 

 

 На рисɭнкɭ 4.3 наведено наближеннɹ сплайнами заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ. 

 

 
Рисɭнок 4.3 – Зображеннɹ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ ɬа оɬриманиɯ сплайнɿв  

 

 Розрив перɲоʀ поɯɿдноʀ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ локалɿзовано на ɿнɬервалɿ 

(0.999023,1.00195) . В ɹкосɬɿ розривɭ ɮɭнкɰɿʀ пропонɭɽɬɶсɹ взɹɬи серединɭ 

оɬриманого ɿнɬервалɭ, ɬобɬо 1.0004865x  . 
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 Таблиɰɹ 4.1 – Промɿжнɿ резɭлɶɬаɬи ɿɬераɰɿй алгориɬмɭ 

k  ( , )a b   *
kJ   

1 (0.75,1.5)   1 

2 (0.75,1.125)   1.5 

3 (0.9375,1.125)   1.25 

4 (0.9375,1.03125)   1.375 

5 (0.984375,1.03125)   1.3125 

6 (0.984375,1.00781)   1.34375 

7 (0.996094,1.00781)   1.32812 

8 (0.996094,1.00195)   1.33594 

9 (0.999023,1.00195)   1.33203 

 

  
k = 1       k = 2 

  
k = 3       k = 4 

Рисɭнок 4.4 – Зображеннɹ ɿɬераɰɿй алгориɬмɭ знаɯодженнɹ розривɭ поɯɿдноʀ 

перɲого порɹдкɭ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ 
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4.2 Меɬод знаɯодженнɹ ɬоɱок розривɭ ɮɭнкɰɿʀ двоɯ змɿнниɯ або ʀʀ 

поɯɿдноʀ деɹкого порɹдкɭ 

 

 Неɯай в обласɬɿ > @ > @1 1 2 2, ,G a b a b u  задана розривна ɮɭнкɰɿɹ ( , )f x y  ɬа 

деɹке розбиɬɬɹ на прɹмокɭɬнɿ елеменɬи  

 

, 1 1[ , ] [ , ],i j i i j jx x y y� �3  u  

1 0 1 2 1, 0, , ... ,k mx x k m a x x x x b   � � � �   

2 0 1 2 2, 0, , ... .l ny y l n a y y y y b   � � � �   
 

 Ознаɱеннɹ 4.3. Введемо ɭ розглɹд операɬор ),( yxfd k : 

 

¦
 �
 

�

ww
w

 
k

kji
ji

ji

ji

ji
k

yx
yxfayxfd

0,
,

),(),( . 

 

 Вважаɽмо, ɳо на кожномɭ з вɿдрɿзкɿв, ɹкɿ ɽ спɿлɶними длɹ двоɯ сɭсɿднɿɯ 

прɹмокɭɬникɿв ,i j3  ɬа , 1i j�3 , або 1,i j�3 , або 1,i j�3 , або , 1i j�3 , ɮɭнкɰɿɹ ( , )f x y  

може маɬи розриви перɲого родɭ ɮɭнкɰɿʀ або ʀʀ поɯɿдноʀ деɹкого порɹдкɭ, 

приɱомɭ в кожнɿй ɬоɱɰɿ ( , )i jx y  може бɭɬи задано ɱоɬири рɿзниɯ знаɱеннɹ 

наближɭваноʀ ɮɭнкɰɿʀ: 

 

, 0
0

lim ( , )
i
j

k
i j x x

y y

C d f x y��

o �
o �

 , 

, 0
0

lim ( , )
i
j

k
i j x x

y y

C d f x y��

o �
o �

 , 

, 0
0

lim ( , )
i
j

k
i j x x

y y

C d f x y��

o �
o �

 , 

, 0
0

lim ( , )
i
j

k
i j x x

y y

C d f x y��

o �
o �

 . 
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Ознаɱеннɹ 4.4. Бɭдемо називаɬи розривним ɿнɬерполɹɰɿйним лɿнɿйним 

сплайном на прɹмокɭɬникɭ , , 1, 1, 1, 1i j i m j n3  �  �  ɮɭнкɰɿɸ, ɹка 

визнаɱаɽɬɶсɹ насɬɭпним ɱином 

 

1 11
, , 1,

1 1 1 1

( , ) j ji i
i j i j i j

i i j j i i j j

y y y yx x x xS x y C C
x x y y x x y y

� ��� ���
�

� � � �

� �� �
 � �

� � � �
 

 1
, 1 1, 1 ,

1 1 1 1

, ( , )j ji i
i j i j i j

i i j j i i j j

y y y yx x x xC C x y
x x y y x x y y

�� ���
� � �

� � � �

� �� �
� � �3

� � � �
,  (4.4) 

 

ɹкий в кожномɭ елеменɬɿ ,i j3  ɽ неперервним ɿнɬерполɹɰɿйним полɿномом. 

 Ознаɱеннɹ 4.5. Якɳо 
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q

k k

x x x x
d f x y d f x y y

o � o �
� � �H , ɬо ɮɭнкɰɿɸ

( , )f x y  бɭдемо називаɬи ( )kd H -неперервноɸ на лɿнɿʀ qx x . 

 Ознаɱеннɹ 4.6. Якɳо 
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
s s

k k

y y y y
d f x y d f x y x

o � o �
� � �H , ɬо ɮɭнкɰɿɸ 

( , )f x y  бɭдемо називаɬи ( )kd H -неперервноɸ на лɿнɿʀ sy y .  

 Ознаɱеннɹ 4.7. Якɳо виконɭɸɬɶсɹ всɿ ɱоɬири нерɿвносɬɿ в ɬоɱɰɿ ( , )q sx y  
 

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

k k

x x x x
y y y y

d f x y d f x y
o � o �
o � o �

� � H  

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

k k

x x x x
y y y y

d f x y d f x y
o � o �
o � o �

� � H  

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

k k

x x x x
y y y y

d f x y d f x y
o � o �
o � o �

� � H  

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

k k

x x x x
y y y y

d f x y d f x y
o � o �
o � o �

� � H  
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ɬо ɮɭнкɰɿɸ ( , )f x y  бɭдемо називаɬи ( )kd H -неперервноɸ в ɬоɱɰɿ ( , ).q sx y  

 Ознаɱеннɹ 4.8. Якɳо ( , )f x y  ɽ ( )kd H -неперервноɸ ,( , ) i jx y� �3 , ɬо 

бɭдемо ʀʀ називаɬи ( )kd H – неперервноɸ в ɭсɶомɭ прɹмокɭɬномɭ елеменɬɿ ,i j3 . 

 Бɭдемо називаɬи розривним апроксимаɰɿйним бɿлɿнɿйним сплайном в 

кожномɭ прɹмокɭɬномɭ елеменɬɿ ji ,3  сплайн з коеɮɿɰɿɽнɬами 

, 1, , 1 1, 1, , , ,i j i j i j i jC C C C�� �� �� ��
� � � �  ɳо знаɯодɹɬɶсɹ меɬодом найменɲиɯ квадраɬɿв з ɭмови 

 

, ,

2

,( ) ( , ) ( , , ) min
i j i j

k
i j CG

J C d f x y S x y C dxdy
3 � 3

ª º � o¬ ¼¦ ³³ , 

 

де k – знаɱеннɹ поɯɿдноʀ, в ɹкɿй ɲɭкаɽɬɶсɹ розрив. 

 Далɿ в даномɭ роздɿлɿ пропонɭɽɬɶсɹ алгориɬм виɹвленнɹ лɿнɿй розривɭ 

ɮɭнкɰɿʀ двоɯ змɿнниɯ за заданими знаɱеннɹми ɮɭнкɰɿʀ ɭ заданɿй сɿɬɰɿ вɭзлɿв.  

 Кɪɨк 1. Бɭдɭɽмо розривний апроксимаɰɿйний сплайн на заданиɯ вɭзлаɯ 

1,1,1,1),,( � � mjniyx ji , ɹкий на кожномɭ елеменɬɿ розбиɬɬɹ може маɬи 

однаковий аналɿɬиɱний виглɹд , ( , )i jS x y  з рɿзними парамеɬрами ɬа з невɿдомими 

4,1,)1)(1(,1,,  �� lnmkC lk  ɿ знаɯодимо маɬриɰɸ невɿдомиɯ коеɮɿɰɿɽнɬɿв 

сплайна. Пɿслɹ пɿдсɬановки знайдениɯ коеɮɿɰɿɽнɬɿв в сплайн оɬримаɽмо 

розривний сплайн, ɳо складаɽɬɶсɹ з ɮɭнкɰɿй , ( , ), 1, 1, 1, 1i jS x y i m j n �  � .
  Кɪɨк 2. На кожномɭ прɹмокɭɬномɭ елеменɬɿ розбиɬɬɹ  

 

1,1,1,1,, � � 3 njmiji  

 

обɱислɸɽмо знаɱеннɹ 

 

1
1

*
, , , ,max , ( , ) ( , )

i i
j j

k
i j i j i j i jx x x

y y y

J J J d f x y S x y
�
�

d d
d d

  � . 
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 Кɪɨк 3. Видалɹɽмо з розглɹдɭ ɬɿ прɹмокɭɬнɿ елеменɬи, на ɹкиɯ 

побɭдований бɿлɿнɿйний сплайн ɽ ( )kd H –неперервним ɬа на ɹкиɯ 

задоволɶнɹɽɬɶсɹ ɬоɱнɿсɬɶ наближеннɹ. Прɹмокɭɬнɿ елеменɬи, ɳо залиɲилисɹ 

дɿлимо на ɱоɬири рɿвнɿ прɹмокɭɬники, вводɹɱи новɿ лɿнɿʀ всерединɿ обраного 

прɹмокɭɬного елеменɬа.  

 Кɪɨк 4. Длɹ оɬриманого наборɭ прɹмокɭɬниɯ елеменɬɿв зновɭ бɭдɭɽмо 

апроксимаɰɿйнɿ сплайни. Далɿ перевɿрɹɽмо виконаннɹ ɭмови 

 

G��
�
�

),(),(max
]1,0[
]1,0[

yxSyxfd k
y
x

, 

 

де δ – задана ɬоɱнɿсɬɶ наближеннɹ. 

 Якɳо вказана ɭмова не виконɭɽɬɶсɹ, ɬо поверɬаɽмосɹ до крокɭ 3. 

 Заɭважеɧɧɹ 4.2. Якɳо за допомогоɸ дɿленнɹ прɹмокɭɬного елеменɬа на 

ɱоɬири ɱасɬини, не поɬраплɹɽмо ɬоɱно на вɿдрɿзок розривɭ, ɬо ɿɬераɰɿйний 

проɰес бɭдемо зɭпинɹɬи на ɬɿй ɿɬераɰɿʀ, поɱинаɸɱи з ɹкоʀ резɭлɶɬаɬ не 

покраɳɭɽɬɶсɹ. 

 Пɪикɥад 4.2. Неɯай задано ɮɭнкɰɿɸ 

 

 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1;
( , )

1 ( 1) 1.
x y x y

f x y
x y x y c x y

­ � � � d
 ®

� � � � � � !¯
   (4.5) 

 

 Длɹ знаɯодженнɹ розривɿв заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ засɬосɭɽмо наведений виɳе 

алгориɬм. Длɹ ɰɶого покладемо 

 
20, 1, 10a b G �    

 

ɬа оберемо поɱаɬковɭ сɿɬкɭ вɭзлɿв 

 

0 1 2 30, 0.3333, 0.6667, 1,x x x x     
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0 1 2 30, 0.3333, 0.6667, 1.y y y y     

 

  
Рисɭнок 4.5 – Граɮɿк ɬа лɿнɿʀ рɿвнɹ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ 

 

 
Рисɭнок 4.6 – Граɮɿк ɬа лɿнɿʀ рɿвнɹ поɯɿдноʀ перɲого порɹдкɭ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ 

 

 Знаɯодимо знаɱеннɹ парамеɬрɿв , , 1,( 1)( 1), 1,4k lC k m n l � �  . 

 

1,1 2,1 1,2 2,20, 0.6667, 0.6667, 1.3333,C C C C�� �� �� ��     

2,1 3,1 2,2 3,20.6667, 1.3333, 1.3333, 2,C C C C�� �� �� ��     

3,1 4,1 3,2 4,21.3333, 2, 2, 5.3333,C C C C�� �� �� ��     

1,2 2,2 1,3 2,30.6667, 1.3333, 1.3333, 2,C C C C�� �� �� ��     
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2,2 3,2 2,3 3,31.3333, 2, 2, 2.6667,C C C C�� �� �� ��     

3,2 4,2 3,3 4,32, 5.3333, 2.6667, 6.6667,C C C C�� �� �� ��     

1,3 2,3 1,4 2,41.3333, 2, 2, 5.3333,C C C C�� �� �� ��    
 

2,3 3,3 2,4 3,42, 2.6667, 5.3333, 6.6667,C C C C�� �� �� ��    
 

3,3 4,3 3,4 4,42.6667, 6.6667, 6.6667, 8.C C C C�� �� �� ��    
 

 

 Пɿдсɬавлɹɽмо оɬриманɿ парамеɬри ɭ (4.4) ɬа оɬримɭɽмо сплайни виглɹдɭ: 

 

1,1( , ) 2( );S x y x y �  

1,2 ( , ) 2( );S x y x y �  

1,3( , ) 2( ( 7 12 ));S x y y x y � � �  

2,1( , ) 2( );S x y x y �  

2,2 ( , ) 2( );S x y x y �  

2,3( , ) 1.33333 6 (1 );S x y x y � � �  

3,1( , ) 2( 7 12 );S x y x y xy � �  

3,2 ( , ) 1.33333 6 (1 );S x y y x � � �  

3,3( , ) 4(6 7y  ( 7 6 ));S x y x y � � � � �  

 

 Обɱислɸɽмо знаɱеннɹ *
,i jJ  на кожнɿй ɿз обласɬей розбиɬɬɹ: 

 
16

1,1 1.85182 10 ,J � u  
16

1,2 2.46331 10 ,J � u  

1,3 2.20914,J   

16
2,1 2.498 10 ,J � u  

16
2,2 3.747 10 ,J � u  

2,3 2.82405,J   
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3,1 2.20914,J   

3,2 2.82405,J   

3,3 2.05887.J   

 

 Виклɸɱаɽмо з розглɹдɭ обласɬɿ розбиɬɬɹ  

 

1,1 [0,0.3333] [0,0.3333],3  u  

1,2 [0,0.3333] [0.3333,0.6667],3  u  

2,1 [0.3333,0.6667] [0,0.3333],3  u  

2,2 [0.3333,0.6667] [0.3333,0.6667].3  u  

 

   
k = 1     k = 2      k = 3 

  
k = 4     k = 5 

Рисɭнок 4.7 – Зображеннɹ ɿɬераɰɿй алгориɬмɭ знаɯодженнɹ розривɭ поɯɿдноʀ 

перɲого порɹдкɭ заданоʀ ɮɭнкɰɿʀ 

 



161 
 

 

 Обласɬɿ розбиɬɬɹ, ɳо залиɲилисɹ розбиваɽмо на 4 прɹмокɭɬники, в 

кожномɭ з ɹкиɯ бɭдɭɽмо сплайни за аналогɿɱноɸ сɯемоɸ. 

 На рисɭнкɭ 4.7 зображено резɭлɶɬаɬи робоɬи наведеного алгориɬмɭ на 

кожнɿй ɿɬераɰɿʀ. 

 

 Висновки до роздɿлɭ 4 

 

 1. Введено ознаɱеннɹ kd H -неперервносɬɿ ɮɭнкɰɿʀ однɿɽʀ ɬа двоɯ змɿнниɯ 

ɬа розривниɯ ɿнɬерполɹɰɿйниɯ сплайнɿв, ɳо ɽ подалɶɲим розвиɬком понɹɬɬɹ H -

неперервносɬɿ, ɳо оснований на неперервносɬɿ самоʀ ɮɭнкɰɿʀ. Вперɲе понɹɬɬɹ 

H -неперервносɬɿ бɭло наведено в робоɬаɯ Перɲиноʀ [98-100]. Зважаɸɱи на 

наведене в роздɿлɿ ознаɱеннɹ kd H -неперервносɬɿ, H -неперервнɿсɬɶ ɽ ɱасɬинним 

випадком kd H -неперервносɬɿ при 0.k   

 2. Розроблено меɬод знаɯодженнɹ ɬоɱок розривɭ ɮɭнкɰɿʀ однɿɽʀ змɿнноʀ, 

або деɹкоʀ ʀʀ поɯɿдноʀ, ɳо маɽ ɬоɱки розривɭ перɲого родɭ ɭ вɿдповɿднɿй 

поɯɿднɿй. 

 3. Розроблено меɬод знаɯодженнɹ лɿнɿй розривɭ ɮɭнкɰɿʀ двоɯ змɿнниɯ, ɳо 

маɽ лɿнɿʀ розривɭ ɮɭнкɰɿʀ або деɹкоʀ ʀʀ поɯɿдноʀ, ɬа наближеннɹ ʀɯ бɿлɿнɿйними 

сплайнами, викорисɬовɭɸɱи прɹмокɭɬнɿ елеменɬи. 

 4. Проведено обɱислɸвалɶнɿ експерименɬи ɿз локалɿзаɰɿʀ ɬоɱок розривɭ 

длɹ ɮɭнкɰɿʀ однɿɽʀ змɿнноʀ ɬа лɿнɿй розривɭ длɹ ɮɭнкɰɿй двоɯ змɿнниɯ.  

 Слɿд вɿдмɿɬиɬи, ɳо наведенɿ в даномɭ роздɿлɿ меɬоди можɭɬɶ одноɱасно 

локалɿзовɭваɬи одразɭ декɿлɶка окремиɯ ɬоɱок (лɿнɿй) розривɭ. 

 Наведенɿ в роздɿлɿ 4 меɬоди знаɯодженнɹ ɬоɱок (лɿнɿй) розривɭ можɭɬɶ 

бɭɬи викорисɬанɿ при обробɰɿ даниɯ ренɬгенограɮɿʀ, сейсмɿɱноʀ ɬомограɮɿʀ, 

комп'ɸɬерноʀ ɬомограɮɿʀ ɬоɳо. 

 Всɿ ɬеореɬиɱнɿ ɬвердженнɹ роздɿлɭ 4 доведенɿ ɭ вɿдповɿдниɯ лемаɯ ɬа 

ɬеоремаɯ ɿ пɿдɬвердженɿ на ɬесɬовиɯ прикладаɯ за допомогоɸ сɬворениɯ 

дисерɬанɬом програм. 

 Основнɿ резɭлɶɬаɬи ɱеɬверɬого роздɿлɭ опɭблɿковано в робоɬаɯ [1, 8]. 
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 Список джерел, ɹкɿ викорисɬано ɭ даномɭ роздɿлɿ, наведено ɭ повномɭ 

спискɭ викорисɬаниɯ джерел [71-74, 78, 98-100].  
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ВИСНОВКИ 

 

У робоɬɿ оɬримано новɿ резɭлɶɬаɬи, ɹкɿ ɽ подалɶɲим розвиɬком ɬеорɿʀ 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй, вперɲе запропонованиɯ в робоɬаɯ О.М. Лиɬвина ɬа 

Ю. І. Маɬвɽɽвоʀ. Оɬриманɿ в робоɬɿ резɭлɶɬаɬи ɽ ɬеореɬиɱноɸ основоɸ 

маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ поверɯонɶ, ɹкɿ описɭɸɬɶсɹ ɮɭнкɰɿɹми двоɯ 

змɿнниɯ за допомогоɸ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ.  

У проɰесɿ вирɿɲеннɹ посɬавлениɯ завданɶ побɭдови маɬемаɬиɱниɯ 

моделей поверɯонɶ операɬорами ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ бɭло оɬримано рɹд новиɯ 

наɭковиɯ ɿ пракɬиɱниɯ резɭлɶɬаɬɿв. 

 1. Виконано аналɿз сɭɱасного сɬанɭ меɬодɿв обробки ɿнɮормаɰɿʀ ɭ виглɹдɿ 

двовимɿрниɯ зображенɶ, ɭ резɭлɶɬаɬɿ ɹкого всɬановлено, ɳо викорисɬаннɹ 

ɿснɭɸɱиɯ меɬодɿв ɰиɮровоʀ обробки сигналɿв не дозволɹɽ еɮекɬивно 

вɿдновлɸваɬи зображеннɹ поверɯонɶ, оɬриманиɯ меɬодами сейсморозвɿдки, 

радɿолокаɰɿʀ, дисɬанɰɿйного зондɭваннɹ планеɬи ɬоɳо. 

 2. На основɿ розроблениɯ в попереднɿɯ робоɬаɯ операɬораɯ ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ, 

набɭли подалɶɲого розвиɬкɭ меɬоди вɿдновленнɹ двовимɿрниɯ поверɯонɶ ɿз 

поɲкодженнɹми ɭ виглɹдɿ смɭг, ɳо паралелɶнɿ осɹм координаɬ, ɿз 

викорисɬаннɹм ɭзагалɶнениɯ полɿномɿв Шепарда, Шепарда-Лиɬвина, Лагранжа 

ɬа Ермɿɬа. 

 3. Уперɲе побɭдована маɬемаɬиɱна моделɶ поверɯнɿ ɬɿла з 

викорисɬаннɹм операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ на сисɬемаɯ смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ 

переɬинаɸɬɶсɹ пɿд довɿлɶним кɭɬом, жоднɿ ɬри з ɹкиɯ не переɬинаɸɬɶсɹ в однɿй 

ɬоɱɰɿ, ɳо дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ, ɹкɳо ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на 

смɭгаɯ, граниɰɿ ɹкиɯ описɭɸɬɶсɹ лɿнɿйними ɮɭнкɰɿɹми загалɶного виглɹдɭ. 

Викорисɬаннɹ оɬриманиɯ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ вɿдновленнɹ 

поɲкоджениɯ сигналɿв дозволɹɽ розɲириɬи спекɬр прикладниɯ задаɱ, до ɹкиɯ 

можна ʀɯ засɬосовɭваɬи, порɿвнɹно ɿз попереднɿми резɭлɶɬаɬами в обласɬɿ 

ɿнɮормаɰɿйниɯ операɬорɿв. 
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 4. Уперɲе побɭдованɿ маɬемаɬиɱнɿ моделɿ поверɯнɿ ɬɿла ɿз викорисɬаннɹм 

операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ на сисɬемɿ смɭг, ɳо маɸɬɶ криволɿнɿйнɿ граниɰɿ, ɳо 

дозволɹɽ вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ, ɹкɳо ɿнɮормаɰɿɹ про неʀ вɿдома на смɭгаɯ, 

граниɰɿ ɹкиɯ описɭɸɬɶсɹ деɹкими наперед вɿдомими неперервними ɮɭнкɰɿɹми. 

Оɬриманɿ операɬори дозволɹɸɬɶ вɿдновлɸваɬи поверɯнɿ длɹ бɿлɶɲоʀ кɿлɶкосɬɿ 

прикладниɯ задаɱ, зокрема длɹ обробки даниɯ радарɿв бокового оглɹдɭ. 

 5. Уперɲе наведено ɬа дослɿджено меɬод маɬемаɬиɱного моделɸваннɹ 

поверɯнɿ ɬɿла з викорисɬаннɹм операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ, ɿнɮормаɰɿɹ про ɹкɭ 

вɿдома лиɲе на сисɬемɿ смɭг, граниɰɿ ɹкиɯ предсɬавлɹɸɬɶ собоɸ замкнɭɬɿ 

кривɿ. 

 6. Розроблено меɬод вɿдновленнɹ поверɯнɿ ɬɿла ɿз ɭраɯɭваннɹм додаɬковоʀ 

ɿнɮормаɰɿʀ про сɬрɭкɬɭрɭ поверɯнɿ на вɿдомиɯ ʀʀ дɿлɹнкаɯ. Цей меɬод дозволɹɽ 

бɿлɶɲ ɬоɱно вɿдновлɸваɬи поверɯнɸ мɿж смɭгами ɭ випадкɭ ɹкɳо на нɿй 

присɭɬнɿ знаɱнɿ розриви, наприклад, обриви, пɿднɹɬɬɹ або деɹкɿ ɲɬɭɱно 

сɬворенɿ об'ɽкɬи. 

 7. Наведено приклади пракɬиɱного засɬосɭваннɹ оɬриманиɯ операɬорɿв 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ вɿдновленнɹ ɮоɬознɿмкɭ ɿз поɲкодженнɹми ɭ виглɹдɿ заломɿв 

ɬа приклад вɿдновленнɹ поɲкоджениɯ проɮɿлɿв резɭлɶɬаɬɿв сейсморозвɿдки 

корисниɯ копалин в деɹкомɭ регɿонɿ. 

 8. Усɿ оɬриманɿ резɭлɶɬаɬи добре ɭзгоджɭɸɬɶсɹ ɿз попереднɿми 

резɭлɶɬаɬами дослɿдженɶ в обласɬɿ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй. Тобɬо, 

операɬори ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ випадкɭ граниɰɶ невɿдомиɯ обласɬей ɭ виглɹдɿ 

прɹмиɯ, розɬаɲованиɯ пɿд довɿлɶним кɭɬом, ɭ випадкɭ ɹкɳо ɰɿ прɹмɿ 

розɬаɲованɿ паралелɶно до осей координаɬ даɸɬɶ аналогɿɱнɿ резɭлɶɬаɬи, ɳо ɿ 

резɭлɶɬаɬи попереднɿɯ дослɿдженɶ длɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɿз граниɰɹми, 

паралелɶними осɹм координаɬ. Аналогɿɱно ɿ длɹ операɬорɿв ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ длɹ 

випадкɭ криволɿнɿйниɯ граниɰɶ невɿдомиɯ обласɬей: ɹкɳо ɮɭнкɰɿʀ граниɰɿ 

описɭɸɬɶ прɹмɿ, паралелɶнɿ осɹм координаɬ, ɳо в сɭкɭпносɬɿ ознаɱаɽ добрɭ 

ɭзгодженɿсɬɶ оɬриманиɯ резɭлɶɬаɬɿв ɿз ɿснɭɸɱоɸ ɬеорɿɽɸ операɬорɿв 

ɿнɬерсɬрɿпаɰɿʀ ɮɭнкɰɿй. 
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 9. Введено ознаɱеннɹ dkε-неперервносɬɿ ɮɭнкɰɿʀ однɿɽʀ ɱи двоɯ змɿнниɯ ɬа 

розривниɯ ɿнɬерполɹɰɿйниɯ сплайнɿв, ɳо ɽ подалɶɲим розвиɬком понɹɬɬɹ ε-

неперервносɬɿ, в основɿ ɹкого лежиɬɶ понɹɬɬɹ неперервносɬɿ самоʀ ɮɭнкɰɿʀ. 

 10. Розроблено меɬод знаɯодженнɹ ɬоɱок розривɭ ɮɭнкɰɿʀ однɿɽʀ змɿнноʀ, 

або деɹкоʀ ʀʀ поɯɿдноʀ, ɳо маɽ ɬоɱки розривɭ перɲого родɭ ɭ вɿдповɿднɿй 

поɯɿднɿй. 

 11. Розроблено меɬод знаɯодженнɹ лɿнɿй розривɭ ɮɭнкɰɿʀ двоɯ змɿнниɯ, 

ɳо маɽ лɿнɿʀ розривɭ ɮɭнкɰɿʀ або деɹкоʀ ʀʀ поɯɿдноʀ, ɬа наближеннɹ ʀɯ 

бɿлɿнɿйними сплайнами, викорисɬовɭɸɱи прɹмокɭɬнɿ елеменɬи. 

Побɭдованɿ в робоɬɿ маɬемаɬиɱнɿ моделɿ, меɬоди ɬа алгориɬми можɭɬɶ 

бɭɬи викорисɬанɿ длɹ обробки арɯɿвниɯ даниɯ ɭ виглɹдɿ знɿмкɿв, даниɯ 

сейсмɿɱноʀ ɬомограɮɿʀ, комп'ɸɬерноʀ ɬомограɮɿʀ, ренɬгенограɮɿʀ, аерокосмɿɱноʀ 

зйомки, радɿолокаɬорɿв бокового оглɹдɭ ɬоɳо. При ɰɶомɭ ɮɭнкɰɿʀ, ɳо 

описɭɸɬɶ поверɯнɸ можɭɬɶ ɹвлɹɬи собоɸ ɿнɬенсивнɿсɬɶ освɿɬленнɹ поверɯнɿ в 

кожнɿй ɬоɱɰɿ поверɯнɿ, рɿвнем радɿоакɬивносɬɿ ɬоɳо. 

Всɿ ɬеореɬиɱнɿ ɬвердженнɹ дисерɬаɰɿйноʀ робоɬи доведенɿ ɭ вɿдповɿдниɯ 

лемаɯ ɬа ɬеоремаɯ ɿ пɿдɬвердженɿ на ɬесɬовиɯ прикладаɯ за допомогоɸ 

сɬворениɯ дисерɬанɬом програм. 
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