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Дан анализ условий существования 2-изогений полных и квадратичных кривых Эдвардса над простым полем. 
Дан обзор свойств трех классов кривых в обобщенной форме Эдвардса: полных, скрученных и квадратичных 
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ВВЕДЕНИЕ 
Одной из известных перспектив постквантовой 

криптографии являются изогении суперсингулярных 
эллиптических кривых с возможно большим числом 
подгрупп их точек. Проблема дискретного логариф-
мирования классической эллиптической криптогра-
фии заменяется проблемой поиска одной из изогений 
великого множества подгрупп такой нециклической 
кривой, достаточно стойкой к атакам виртуального 
квантового компьютера. На сегодняшний день нарас-
тающий интерес к изогениям связывается с наимень-
шей длиной ключа в предлагаемых алгоритмах в 
сравнении с другими известными кандидатами 
постквантовой криптографии при заданном уровне 
стойкости. 

Свойства изогений для кривых в форме Веер-
штрасса достаточно хорошо изучены. Значительно 
меньше нам известны эффективные методы построе-
ния и свойства изогений перспективных классов кри-
вых в форме Эдвардса.  

Кривые Эдвардса с одним параметром, опреде-
ленные в работе [1], имеют очень привлекательные 
для криптографии преимущества: максимальная ско-
рость экспоненцирования точки, полнота и универ-
сальность закона сложения точек, аффинные коорди-
наты нейтрального элемента группы точек, повышен-
ная безопасность в отношении атак побочного канала. 
Программирование групповых операций становится 
более эффективным и ускоряется в связи с отсутстви-
ем особой точки на бесконечности как нуля абелевой 
группы точек. Введение второго параметра кривой в 
работе [2] расширило класс кривых в форме Эдвардса 
и породило кривые с новыми свойствами, интересны-
ми для криптографических приложений. В данной 
статье обсуждаются свойства 2-изогений двух классов 

этих кривых, в частности, условия их существования 
над простым полем. 

Среди многочисленных работ по этой проблема-
тике выделим статьи [3, 4], в которых впервые полу-
чены формулы изогений для двух классов кривых в 
форме Эдвардса. Наш анализ в данной работе опира-
ется на их результаты. 

В разделе 1 статьи приводятся основные опреде-
ления для изоморфных кривых в форме Монтгомери 
и Эдвардса, законы сложения и удвоения точек по-
следних с модификацией, адаптированной к горизон-
тальной симметрии обратных точек. Дан краткий 
обзор свойств трех классов кривых в обобщенной 
форме Эдвардса в соответствии с принятой в [5, 6] 
классификацией. В разделе 2 дается детальный анализ 
одного из методов получения 2-изогений для двух 
классов полных и квадратичных кривых Эдвардса, 
приводятся примеры и обсуждаются условия суще-
ствования 2-изогений в этих классах над простым 
полем.  

1. ИЗОМОРФИЗМЫ И СВОЙСТВА КРИВЫХ 
ЭДВАРДСА 

Анализ изогений кривых Эдвардса часто опира-
ется на кривые в форме Вейерштрасса и их частные 
случаи изоморфных кривых в форме Монтгомери или 
Лежандра. Запишем кривую форме Монтгомери над 

полем m
qF q p, ,=  уравнением [2] 
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Эта кривая рациональным преобразованием коорди-
нат 

u u x u
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отображается в бирационально эквивалентную кри-
вую в обобщенной форме Эдвардса [2,6] с уравнением  
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В отличие от уравнения этой кривой в [2] здесь мы 

параметр a умножаем на y
2 вместо x2 . Если квадратич-

ный характер ad( ) 1χ = − , кривая (3) изоморфна пол-
ной кривой Эдвардса [1] с одним параметром d  

dE x y y ddx d2 2 2 2 ( ): 1 , 1, 0,1,+ = + = − ≠χ  (4) 

В случае χ =ad( ) 1 , и χ = χ =a d( ) ( ) 1  имеет место 
изоморфизм кривой (3) с квадратичной кривой Эд-
вардса [6] 

dE x y y ddx d2 2 2 2 ( ): 1 , 1, 0,1,+ = + = ≠χ         (5) 

имеющей, в отличие от (4), параметр d, определенный 
как квадрат. Это отличие ведет к кардинально раз-
личным свойствам кривых (4) и (5) [6], которые ре-
зюмируются ниже. Несмотря на это, в мировой лите-
ратуре эти классы кривых объединены общим терми-
ном кривые Эдвардса [2]. 

В работе [7] мы предложили поменять местами 
x  и y координаты в форме кривой Эдвардса. Тогда 
модифицированный универсальный закон сложения 
точек имеет вид 

( ) ( )x y x y1 1 2 2, ,+ =  
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При совпадении двух точек получим из (2) закон 
удвоения точек 

( ) ( ) ( )
x ay x y

x y
dx y dx y

2 2
1 1 1 1

1 1 2 2 2 2
1 1 1 1

2
2 ,  ,  

1 1

 
− = − + 

 

. (7) 

Использование модифицированных законов (6), 
(7) позволяет сохранить общепринятую горизонталь-
ную симметрию (относительно оси x ) обратных то-
чек. Определяя теперь обратную точку как 

Р  x  y1 1– , –( ,)= получим согласно (6) координаты 
нейтрального элемента группы точек = +О  x y  1 1),(

( )+ = x  y    1 1), – 1,( 0 . Кроме нейтрального элемента 

О на оси x  также всегда лежит точка ( )D   0 –1, 0=  
второго порядка, для которой в соответствии с (7) 

( )D     О02 1, 0 .= =  В зависимости от свойств пара-

метров a  и d  можно получить еще 2 особые точки 2-
го порядка и 2 или 4 точки 4-го порядка. Как следует 
из (3), на оси y  могут лежать точки 

( )F   a0 0, 1 /± = ±  4-го порядка, для которых 

( )F D   0 02 –1, 0± = = . Эти точки существуют над 

простым полем pF ,  если параметр a  является квад-

ратом (квадратичным вычетом). 
Из уравнения (3) определим квадраты:  
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порождающие особые точки на бесконечности (знак 
"∞"мы ставим при делении на 0): 

a
D F

d d
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1
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Они возникают в случаях ad( ) 1χ =  и d( ) 1χ =  соот-
ветственно. Это, например, всегда выполняется в 
расширении поля 

p
F 2 . По правилам предельного 

перехода и закона удвоения (7) можно проверить, что 
D  О1,2 2 ,= ( )F D   1 02 –1, 0 .± = =  Иными словами, при 

выполнении условий их существования особые точки 
D1,2  есть точки 2-го порядка, а особые точки F1  ± – 

точки 4-го порядка.   
Кроме перечисленных, точки 4-го порядка могут 

существовать как не особые при ненулевых коорди-
натах x  и y . 
Теорема 1. Не особые точки 4-го порядка 

a
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кривой в форме (1) при x 0≠  существуют тогда и 
только тогда, когда выполняются условия: 

( )i при p mod a d     1 4 :   ( ) ( ) 1;  ≡ − χ = χ = −  

( )ii при p mod a d ad c4     1 4 :   ( ) ( ) 1,  . ≡ χ = χ = =  

Доказательство теоремы 1 дано в работе [5]. Заметим, 
что с учетом 4-х корней 4-й степени из элемента поля 
число точек 4-го порядка для кривой (5), определен-
ных теоремой 1, обычно равно 8 (для каждой точки 
( )x y1 1, существует точка ( )y x1 1, ). 

Точки F2,3±  можно рассматривать как точки де-

ления на 2 особых точек 2-го порядка D1,2 / 2 [6]. 

Пример 1. Для кривой x x y mo dy2 2 2 2(1 3 ) 7− = +  
(здесь a  = –1, d  = 3 – квадратичные невычеты при 
p 7 3mod4= ≡ и выполняются условия (i) теоремы 1) 



154 Прикладная радиоэлектроника, 2018, Том 17, № 3, 4

МЕТОДЫ И МОДЕЛИ КРИПТОГРАФИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

точки 4-го порядка согласно теореме 1 имеют коор-
динаты ( )F2,3 2 , 2  ± = ± ± . При удвоении их согласно 

(7) получим ( )F D2 1,22 3,   = ± ∞ = . Порядок EN этой 

кривой, включающей точки O F D2,3 0,1,2,, ± , равен 8, 

группа точек нециклическая с типомT 2(2,2 )= . 
Пример 2. В условиях (ii) теоремы 1 рассмотрим кри-
вую x x y mo dy2 2 2 2(1 3 ) 13= ++  (здесь a =1, d =3 – 
квадратичные вычеты при p 13= ). Согласно теоре-

ме 1 находим точки 4-го порядка ( )F2,3 6 , 4  ± = ± ± , 

( )F4,5 4 , 6± = ± ± . Кроме того, кривая имеет две точки 

4-го порядка ( )F   0 0, 1± = ±  и две особые точки (8)  

4-го порядка ( )F1  , 3  ± = ∞ ± . Удвоение точек F2,3  

согласно (7) дает точки ( )
 

= ± ∞ = ± ∞ =  
 

a
F

d
22 ,  3,   

=D1,2 .	 Эта кривая, таким образом, содержит 12 точек 

4-го порядка, имеет порядок EN 16=  и является не-

циклической с типом T
2 2(2 ,2 )= . Точки 4-го порядка 

являются ключевыми при нахождении 2-изогений 
кривых Эдвардса. 

С использованием правил предельного перехода 
в (6) для особых точек, можно найти координаты 
сумм: 
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Все найденные суммы удовлетворяют уравнению 
(1) при подстановке, т.е. являются точками кривой.  

Подчеркнем, что использование правил предель-
ного перехода сохраняет операцию сложения любых 
пар точек, включая особые. Это позволяет говорить 
об изоморфизме кривых в форме Монтгомери и Эд-
вардса [6,8]. 

Обоснование новой классификации кривых в 
обобщенной форме Эдвардса дано в работах [6, 8]. 
Ниже даны определения 3-х классов этих кривых и 
перечень фундаментальных свойств кривых разных 
классов. 

В зависимости от свойств параметров a  и d  
кривые в обобщенной форме Эдвардса (1) разбивают-
ся на 3 непересекающиеся класса: 

o полные кривые Эдвардса (с условием C1: 
ad( ) 1;χ = −  
o скрученные кривые Эдвардса (с условиями 

C2.1: a d( ) ( ) 1;χ = χ = −  
o  квадратичные кривые Эдвардса (с условия-

ми C2.2: a d( ) ( ) 1.χ = χ =  
Основные свойства этих классов кривых [6–8]: 
1. В отношении точек 2-го порядка первый 

класс полных кривых Эдвардса над простым полем 
является классом циклических кривых, скрученные же 
и квадратичные кривые Эдвардса образуют классы 
нециклических кривых. Максимальный порядок точек 
кривых последних классов не превышает EN / 2 . 

2. Класс полных кривых Эдвардса не содержит 
особых точек. 

3. Скрученные кривые Эдвардса содержат 

лишь две особых точки 2-го порядка a
D

d
1,2  , 

 
= ± ∞  
 

. 

4. Квадратичные кривые Эдвардса содержат 

две особые точки 2-го порядка a
D

d
1,2  , 

 
= ± ∞  
 

 и две 

особые точки 4-го порядка F
d

11

1
,  

 
± = ∞ ± 

 
. 

5. Скрученные и квадратичные кривые Эд-
вардса образуют пары квадратичного кручения на 
основе преобразования параметров: a ca=ɶ , d cd=ɶ ,

с( ) 1χ = − . 
6. В классах скрученных и квадратичных кри-

вых Эдвардса замена a d↔  дает изоморфизм 

aa ddE E, ,~ . 

7. Полные и квадратичные кривые Эдвардса 
изоморфны кривым с параметром a  = 1:

da adE E1.,, /~ . Введение нового параметра a  в урав-

нение кривой (1) оправдано лишь для класса скручен-
ных кривых Эдвардса. 

8. Скрученные кривые Эдвардса при 
p 1mod4≡  не имеют точек 4-го порядка. 

9. Для точек нечетного порядка закон сложе-
ния точек (6) всегда является полным (т.е. сумма лю-
бой пары точек не дает особой точки). 
2. 2-ИЗОГЕНИИ ПОЛНЫХ И КВАДРАТИЧНЫХ 

КРИВЫХ ЭДВАРДСА 
Изогения эллиптической кривой E K( ) над полем K  

в кривую E K( )′  есть гомоморфизм E K E K( ( )) ( )′φ → , 
задаваемый рациональными функциями. Это значит, 
что для всех P Q E K, ( )∈ , P Q P Q( ) ( ) ( )φ + = φ + φ  и 
существуют рациональные функции [9] 
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p x f x
x y y x y

q x g x

( ) ( )
( , ) , ( , )

( ) ( )

  ′ ′φ = = 
 

,  

отображающие точки кривой E в точки кривой E ′ . 
Степенью изогении называется максимальная из сте-
пеней x y p x q xdeg ( , ) max{deg ( ),deg ( )}α = φ = , а ее 
ядром – подгруппа G E⊆  порядка α , точки которой 
отображаются функцией x y( , )φ  в нейтральный эле-
мент группы О. Изогения сжимает точки кривой E  в 
α раз и является сюръекцией (α точек кривой E

отображаются в одну точку кривой E ′ ). При G E=  
изогения становится изоморфизмом.  

Вычисление изогений обычно осуществляется по 
формулам Велю [9] для кривых в форме Вейерштрас-
са. В работах [3, 4] получены формулы изогений вто-
рой (2-изогении) и нечетных степеней, адаптирован-
ные, в частности, к кривым в форме Эдвардса (4) и (5) 
с одним параметром d . Проанализируем и расширим 
некоторые из их результатов с акцентом на анализ 
условий существования 2-изогений над простым по-
лем.  

Построение 2-изогений в [3] производится в 3 
этапа:  

1. Изоморфное преобразование x y u v1( , ) ( , )ψ =  
кривой Эдвардса в форму Монтгомери. 

2. Построение 2-изоогений u v U V2( , ) ( , )ψ = . 
3. Обратная трансформация U V x y3( , ) ( , )ψ =

изогенной кривой в форме Монтгомери в форму Эд-
вардса. 

В итоге находится композиция x y( , )φ =  

1 2 3=ψ ψ ψ   трех отображений между кривой E  и 
изогенной кривой E ′ . 

На первом этапе d C DE E ,→  кривая Эдвардса 

x y dx y2 2 2 21+ = +  рациональным преобразованием (2) 

u u
x y a d a d

u v
1

1 2
( , ) (( ) ,( ) )

1

+
ψ = − −

−
 

трансформируется в бирационально эквивалентную 
форму Монтгомери  

v u a d u a d u2 3 2 22( ) ( )= + + + −   (10) 

кривой, изоморфной (1). Точка (0,0) есть точка 2-го 
порядка этой кривой, которая вместе с точкой на бес-
конечности как нейтральным элементом группы обра-
зует ядро 2-изогении. Требуется найти параметры a  
и d изогенной кривой E ′ с уравнением (10) и рацио-
нальную функцию u v U V2( , ) ( , )ψ = .  

Для кривой Монтгомери общего вида  

v u сu bu2 3 2= + +    (11) 

нахождение 2-изогений хорошо известно [9]. На ос-
нове формул Велю, использующих законы сложения 
точек кривой в общей форме Веерштрасса, для кри-
вой (11) можно получить 2-изогению ([9], пример 
12.4) 

u сx b u b
u v v U V

u u

2 2

2 2
( , ) , ( , )

 + + −
ψ = =  

 
 (12) 

и уравнение изогенной кривой 

V U сU с b U2 3 2 22 ( 4 )= − + − .  (13) 

Дискриминант квадратного уравнения в правой части 
(12) равен b16∆ = , и, в зависимости от значения b( )χ , 
кривая (13) имеет одну или 3 точки 2-го порядка. В 
первом случае можно построить одну 2-изогению, во 
втором – 3 (для трех ядер как подгрупп 2-го порядка). 

Ключевым в данной работе является вопрос о 
существовании 2-изогений в 3-х классах кривых Эд-
вардса над простым полем. Как следует из (10) и (11), 
к форме Монтгомери (1) или (10) (и, соответственно, 
к форме Эдвардса) можно привести лишь те кривые 
(11) общего вида, параметр b  которых является квад-
ратом: b( ) 1χ = . Это связано с существованием на 
кривой (11) точек 4-го порядка F u v1 1( , )= , таких, что 

F2 (0,0)= . Тогда, принимая b u2
1= , уравнение (11) 

приводится к виду  

v u сu u u u2 3 2 2
1 1= + +    (14) 

или изоморфной (1) (или ее квадратичному круче-
нию) кривой  

a d
с

a d
2

+
=

−
.   (15) 

Эта кривая бирационально эквивалентна кривой (3) в 

обобщенной форме Эдвардса (при v Dv2 2→ ). Урав-

нение (14) эквивалентно (10) при u a d2 2
1 ( )= − и 

cu a d1 2( )= + . 
Таким образом, 2-изогенная кривая (13) с дис-

криминантом u2
116∆ =  в этом случае имеет 3 точки  

2-го порядка, и соответствующие изогении могут 
находиться лишь в классах квадратичных и скручен-
ных кривых Эдвардса, образующих пары квадратич-
ного кручения. В то же время кривая E , для которой  
строится изогения, может иметь одну точку 2-го по-
рядка и 2 точки 4-го порядка (класс полных кривых 
Эдвардса), так и принадлежать другим классам кри-
вых Эдвардса с тремя точками 2-го порядка. Напри-
мер, при p 3mod4≡  суперсингулярная кривая

v u u2 3= +  (для нее c b2( 4 ) 1χ − = − ) имеет одну точку 
2-го порядка и 2 точки 4-го порядка и изоморфна 
полной кривой Эдвардса. Ее 2-изогенная кривая (13) 
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V U U2 3 4= −  имеет 3 точки 2-го порядка и попадает 
в классы квадратичных и скрученных кривых Эдвард-
са с одним порядком p 1+  этих кривых. Однако эле-
мент (–4) есть квадратичный невычет и кривая Эд-
вардса, изоморфная кривой V U U2 3 4= − , не сущест-
вует. Однако, принимая U U 2→ − , получим изо-

морфную кривую,V U U U2 3 2 26 (2 2)= + +  для кото-
рой изоморфизм с кривой Эдвардса при p 3mod8≡  
существует. Таким образом, исходная кривая E вида 
(11) с адаптацией к кривым Эдвардса может иметь 
одну или 3 точки второго порядка и, следовательно, 
над простым полем принадлежит одному из классов 
полных, скрученных или квадратичных кривых Эд-
вардса. Все эти кривые в расширении 

p
F 2 , в котором 

все элементы подполя pF становятся квадратами, 

становятся квадратичными кривыми Эдвардса. В 
расширениях n

p
F , разумеется, также можно строить 

как полные, так и скрученные кривые Эдвардса.  
Далее рассмотрим полные и квадратичные кри-

вые (5) с одним параметром d , a 1= . В этом случае 
уравнения (10) и (11) тождественны при = +c d2(1 ) , 

= −b d 2(1 )  тогда c b d2 4 16− =  и уравнение изогенной 
кривой (13) в форме Монтгомери имеет вид 

M1:  V U d U dU2 3 24(1 ) 16= − + + . (16) 

Ее дискриминант d 216(1 )−∆ = , а соответствующие 
корни определяются как d d d2(1 ) 2(1 ) {4,4 }+ ± − = . Ее, 
следовательно, можно записать как 

V U U U d2 ( 4)( 4 )= − − . 

Кривая (16) с точностью до изоморфизма совпадает с 
изогенной кривой в форме (10), но с параметром d  

V U d U d U2 3 2 22(1 ) (1 )= + + + − .  (17) 

Из (14) – (17) можно получить равенства 

d
U d U d

d

2
1 1

(1 )
2 4(1 ), 16 .

(1 )

+
= − + =

−
 

Отсюда после подстановки U d1 4= ±  получим 

d d d
d

d d d

2

1
1

(1 ) (1 ) 1

(1 ) 2 1

±  + + −
= ⇒ =   − + 

∓ . (18) 

Итак, для кривой две изогенные кривые имеют два 
взаимно-обратных параметра изоморфных квадратич-
ных кривых Эдвардса. 

Формула (18) справедлива лишь для одной из 3-х 
точек 2-го порядка (0,0) кривой (13). Линейное сме-
щение координаты U U U d{ 4, 4 )→ − −  в другие зна-

чения корней кубики в (16) приводит к двум альтер-
нативным уравнениям изогенных кривых в форме 
Монтгомери: 

M 2 :  V U d U d U2 3 24( 2) 16(1 ) .= − − + −  

M 3 :  V U d U d d U2 3 24(2 1) 16 (1 ) .= + − − −  

На основе (14), (15) и этих уравнений можно полу-
чить еще две формулы для параметров d2,3  изоген-

ных кривых, которые приведены ниже в теореме 1. 
Обратное преобразование изогенных кривых в 

форме Монтгомери (М1, М2 и М3) в форму Эдвардса 
производится на основе рациональных функций (2) с 
учетом различных значений координат точек 4-го по-
рядка U d d d d1 {4 , 4 1 , 4 ( 1}± ∈ − −  или U d1 1± = −  с 
помощью функции  

U U UU
U V x y

U U V d

1 1
3

1

2
( , ) , ( , )

1

 −
ψ = =  + − 

. 

Подстановка этих рациональных функций вида (2) в 
уравнения кривой в форме Монтгомери дает изоген-

ную кривую Эдвардса x y dx y2 2 2 21 .+ = +  

Композиция x y 1 2 3( , )φ = ψ ψ ψ  трех преобра-
зований дает формулы 2-изогений для кривых в фор-
ме Эдвардса, приведенные ниже. 

В работе [3] доказана теорема 1, которую мы 
приводим с учетом модификации законов сложения 
точек кривых Эдвардса и замены x y( )↔ . 
Теорема 1 [3]. Пусть dE  – кривая Эдвардса и опреде-
лены элементы (возможно, в расширении) поля K

d d i2 2 2, 1 , 1δ = γ = − = − . Тогда существуют 2-изоге-
нии d dE E ′→ , заданные функциями 1φ , 2φ , 3φ : 

d x
x y i xy

d x

2

1 2

1
( , ) , ( 1)

1

 δ δ ±
φ = δ  ± δ δ 

∓ ∓
∓

,  

отображающей dE  в dE x y d x y2 2 2 2
1: 1′ + = +  с пара-

метрами  

d

2
1

1
1

1

± − δ =  + δ 
; 

x
x y xy

x

2

2 2

( 1) 1
( , ) ,( 1)

( 1) 1

 γ ±
φ = γ  γ ± 

∓
∓

∓
, 

отображающей dE  в dE x y d x y2 2 2 2
2: 1′ + = +  с пара-

метрами  

d

2
1

2
1

1

±  − γ
=  + γ 

; 

МЕТОДЫ И МОДЕЛИ КРИПТОГРАФИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
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Бессалов А. В. 2-изогении полных и квадратичных кривых Эдвардса над простым полем

x i y
x y i

xx i

2

3 2
( , ) ,( )

 δ γ −δ
φ = − γ ± δ  δ ± γ − δ 

∓ , 

отображающей dE  в dE x y d x y2 2 2 2
3: 1′ + = +  с пара-

метрами  

i
d

i

2
1

3
±  γ δ

=  γ ± δ 

∓ . 

Здесь следует заметить, что общепринятым определе-
нием степени изогении является старшая из степеней 
p x

q x

( )

( )
 первой рациональной функции преобразования 

x y( , )φ [9]. Оно справедливо для кривых в форме Вей-
ерштрасса. Если обратиться к оригинальной теореме 1 
[3], то приходим к парадоксальному результату: сте-
пень 2-изогении равна1. Принятый нами модифици-
рованный закон сложения (6) точек кривой Эдвардса 
с симметрией обратных точек ( ) ( )x y x y1 1 1 1, , ± = ±  

снимает этот парадокс ( deg( ) 2α = φ = ). 
Из формул теоремы 1 следует, что над простым 

полем существуют 2-изогении кривых E из классов 
полных (функция x y2( , )φ  при d(1 ) 1χ − = ) и квадра-

тичных кривых (все функции x y1,2,3( , )φ  при d( ) 1χ = и 

( 1) 1χ − = , или d(1 ) 1χ − = , или d( ) 1χ = и d( 1) 1χ − = ). 
Изогенная кривая E ′ во всех случаях лежит в классе 
квадратичных кривых Эдвардса.  
Пример 3. Пусть p 11=  и задана полная кривая Эд-

вардса E E x y x y2 2 2 2
7 : 1 7 ,= + = + где d( 7) 1,χ = = −

d(1 4) 1χ − = =  и порядком EN 16= . Согласно теоре-
ме 1 существует лишь пара 2-изогенных квадратич-
ных кривых Эдвардса E E4′ =  и E E3′ =  с парамет-

рами d d
1

1,2 {4,3}
±= =  и отображением x y2( , )φ . Они 

имеют тот же порядок EN 16=  (что отвечает извест-
ной теореме Тейта [9]), изоморфны между собой, но 
вместо одной имеют уже 3 точки 2-го порядка (кри-
вые являются нециклическими) и 12 точек 4-го по-
рядка. Среди них по две особых точки 2-го и 4-го 
порядков. Точки исходной полной кривой E  обозна-
чим iP , а точки двух изогенных кривых E ′ как iQ Как 
и при удвоении точек, отображение x y2( , )φ  сжимает 
прообраз (кривую E ) вдвое, т.е. отображает пару 
точек кривой E  в одну точку кривой E ′ . В отличие 
от удвоения, 2-изогения не обязательно уменьшает 
вдвое порядок точки четного порядка. 

На кривой E  имеем точки ( 1,0)± , (0, 1)± , 
( 2, 4)± ± , ( 3, 3)± ± , ( 4, 2)± ± . Пусть P1 (2,4)=  – точка 
16-го порядка кривой. P P2 1(3,3) 6= =  – точка 8-го по-
рядка, P P3 1(4,2) 11= = . На изогенной кривой E E4′ = , 

кроме базовых точек O (1,0)=  D0 ( 1,0)= − ,

( )F   0 0, 1± = ± , имеем особые точки D1,2 ( 5, ),= ± ∞  

F1 ( , 5)± = ∞ ± , и точки 4-го порядка ( 2, 3)± ± , ( 3, 2)± ± . 

Обозначим Q1 (2,3)= , Q2 (3,2)= . P P D*
0= + . С по-

мощью первого значения функции x y2( , )φ  вычисля-
ем:  

P P Q* (1)
2 1 1 2( , ) (3, 2)±φ = ± = ± , 

P P Q* (1) *
2 3 3 2( , ) ( 3, 2)±φ = − ± =∓ , 

P P F* (1)
2 2 2 1( , ) ( , 5)±φ = ∞ ± = ± , 

D(1)
2 0 0( F ) ( 1,0)φ ± = − = , 

D O O(1)
2 0( . ) (1,0)φ = = . 

Вторая изогенная кривая E E3′ =  с параметром 
d 3= , кроме базовых точек, имеет особые точки 
D1,2 ( 2, ),= ± ∞  F1 ( , 2)± = ∞ ± , и точки 4-го порядка 

( 4, 4), ( 5, 5)± ± ± ± . Пусть R1 (4,4)= , R2 (5,5)= . Со-

гласно второго значения функции x y (2)
2( , )φ  получа-

ем: 

P P R* (2)
2 1 1 1( , ) (4, 4)±φ = =∓ ∓ , 

P P R* (2) *
2 3 3 1( , ) ( 4, 4)±φ = − = ±∓ , 

P P F* (2)
2 2 2 0( , ) (0, 1)±φ = ± = ± , 

F D(2)
2 0 0( ) ( 1,0)φ ± = − = , 

D O O(2)
2 0( . ) (1,0)φ = = . 

Итак, функция x y2( , )φ  отображает пару точек 
одинаковых порядков кривой в одну точку кривой E ′
(т.е. функция x y2( , )φ  – сюръекция), причем одна 
полная кривая Эдвардса отображается в две изоморф-
ные квадратичные кривые. 

Рассмотрим изогении квадратичных кривых. Для 
отображения x y2( , )φ  справедливо свойство 

d

2
1

2 2

1 4
1 1

1 (1 )

±  γ ± γ
− = − = ± γ ± γ 

∓
. 

Отсюда следует, что из пары изогенных кривых 
для одной кривой d2(1 ) 1−χ = и можно вновь пользо-
ваться функцией x y2( , )φ . 
Пример 4. Построим изогению для квадратичной 
кривой E E3=  из примера 3 с параметрами 
d d3,1 9, 3= − = γ = . Одна из изогенных кривых при 
отображении x y2( , )φ имеет тот же параметр d 3=  и 
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те же точки R1 (4,4)= , R2 (5,5)= , D1,2 ( 2, ),= ± ∞  

F1 ( , 2)± = ∞ ± , F D O0 0(0, 1), , .± = ±  Отображение 

x y (2)
2( , )φ  этой кривой дает точки кривой E ′  

R R F* (2)
2 1 1 1( , ) ( , 2)±φ = ∞ = ±∓ , 

R R F* (2)
2 2 2 0( , ) (0, 1)±φ = =∓ ∓ , 

D(2)
2 1 1( F ,) (2, )φ ± = ∞ = , 

D D D(2)
2 1 2 2( , ) ( 2, ,)φ = − ∞ = , 

F D(2)
2 0 0( ) ( 1,0)φ ± = − = , 

D O O(2)
2 0( . ) (1,0)φ = = . 

Если повторно применить функцию x y (2)
2( , )φ  к 

точкам изогенной кривой E ′ , получим точки кривой
E ′′ : 

D O O(2)
2 0( . ) (1,0)φ = = , 

F D(2)
2 0 0( ) ( 1,0)φ ± = − = , 

F D(2)
2 1 1( ,) (2, )φ ± = ∞ = , 

D D D(2)
2 1 2 2( , ) ( 2, ,)φ = − ∞ = . 

Таким образом, вторая изогения возвращает нас в 
точки исходной кривой ( E E′′ = ), причем за 2 шага 
отображаемые точки кривой E удваиваются (умно-
жаются на α : точки 4-го порядка отображаются в 
точки 2-го порядка, а точки 2-го порядка – в точкуO ). 

Это пример дуальной 2-изогении x y (2)
2 2

ˆ ( , )φ = φ для 
квадратичной кривой над простым полем. 

В общем случае для изогении E E: ′φ →  суще-

ствует дуальная изогения E Eˆ : ′φ → , такая, что 
ˆ [deg( ) ]φ φ = φ = α , [9]. Формулы теоремы 1 доказы-

вают, что над полем pF    для полных кривых Эдвард-

са дуальная изогения не существует, но она суще-
ствует в расширении 

p
F 2

 
 . В этом расширении пара-

метр d   полной кривой E становится квадратом и она 
становится квадратичной. Для нахождения дуальной 
изогении E Eˆ : ′φ → , например, к функции  x y1( , )φ  
со значениями параметра изогенной кривой  

d

2
1

1
1

1

± − δ =  + δ 
 

требуется решить обратную задачу: по известному 
значению d1  кривой E надо вычислить одно из под-

ходящих значений параметра δ  кривой E ′ , которое 
определяется похожей формулой 

d

d

11

1

1

1

±  
 δ =
 ± 

∓
. 

Отсюда видно, что отображение в полную кри-
вую Эдвардса E с квадратичным невычетом d1 суще-

ствует лишь в расширении 
p

F 2
 
 . 

Скрученные кривые Эдвардса лежат за предела-
ми отображений теоремы 1. За исключением супер-
сингулярных кривых, скрученная кривая как квадра-
тичное кручение квадратичной кривой Эдвардса име-
ет другой порядок и соответствующие изогении не 
существуют. Если, однако, кривой E является полная 
кривая Эдвардса, то обращением ее параметра 

d d 1−→ получаем ее квадратичное кручение, а соот-
ветствующая ее изогения (квадратичная кривая) будет 
иметь порядок соответствующей скрученной кривой. 
Известным преимуществом скрученной кривой перед 
квадратичной является наличие лишь двух особых 
точек вместо четырех [5, 6]. Остается открытым во-
прос: как построить прямую 2-изогению из класса 
полных в класс скрученных кривых над простым по-
лем. Для этого следует модифицировать отображения 
теоремы 1 с учетом двух параметров a и d . Этот во-
прос будет рассмотрен в следующей работе. Пока 
можно утверждать, что в связи с отсутствием точек  
4-го порядка в классе скрученных кривых Эдвардса 
при p 1mod4≡  2-изогений в этом классе над простым 
полем не существует. 
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