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У дисертаційній роботі запропоновано розв’язання актуальної 

науково-практичної задачі перетворення електромагнітного імпульсу Ейрі, 

що має несиметричну форму, у нестаціонарному середовищі з плоскими 

межами. Об’єктом дослідження в роботі виступають нестаціонарні 

електромагнітні процеси в неоднорідних нестаціонарних середовищах; 

предметом дослідження – перетворення електромагнітного імпульсу Ейрі у 

неоднорідному нестаціонарному середовищі.  

Методи дослідження та моделювання імпульсу Ейрі у нестаціонарних 

електромагнітних процесах основані на використанні теорії інтегральних 

рівнянь, а саме на застосуванні інтегрального рівняння Вольтерра другого 

роду до розв’язання поставленої електродинамічної задачі. Такі інтегральні 

рівняння містять у собі початкові та граничні умови та мають гарну фізичну 

наочність, що суттєво полегшує побудову алгоритму розв’язання задач. 

Важливою особливістю цього методу є також його універсальність відносно 

вільного члена, що описує первинне електромагнітне поле. Це дозволяє 

застосовувати метод інтегральних рівнянь до розв’язання електродинамічних 

задач про перетворення різноманітних імпульсів у неоднорідному 

нестаціонарному середовищі, у тому числі й імпульсів Ейрі. Для розв’язання 

інтегрального рівняння виоркистовується метод резольвенти, а також інші 

методи математичної фізики. 
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У роботі сформульовано та розв’язано початково-граничну 

електродинамічну задачу перетворення електромагнітного імпульсу у 

неоднорідному нестаціонарному середовищі методом інтегральних рівнянь з 

включеними початковими та граничними умовами. Отримано симетричну 

функцію Гріна початково-граничної задачі у параксіальному наближенні. За 

допомогою неї розглянуто параксіальне наближення інтегрального рівняння 

Вольтерра другого роду і застосовано до задачі про взаємодію 

електромагнітного імпульсу Ейрі з нестаціонарним діелектричним шаром. 

Отримано спектри імпульсів, що пройшли в шар і відбились від нього. 

Проведено аналіз спектрів у середовищах з різною оптичною щільністю, 

досліджено залежність спектрів від товщини шару. Показано, що при 

збільшенні товщини шару на деякій частоті виникає складова поля, 

амплітуда якої значно виділяється з-поміж складових поля з іншими 

частотами. Також відбувається зміщення максимуму спектру відбитого 

імпульсу Ейрі в область малих частот.  

Застосовано метод інтегральних рівнянь Вольтерра до розв’язання 

задачі про взаємодію електромагнітного імпульсу Ейрі з плоскою межею, що 

виникає в нульовий момент часу.  

Показано, що задача про перетворення несиметричного імпульсу 

ускладнюється наявністю більш ніж однієї асиметрії. Така ситуація може 

бути обумовлена появою межі розділення середовищ або нестаціонарністю 

середовища, утворюючи при цьому потрійну асиметрію задачі, а саме: по-

перше, асиметрія, що полягає в асиметричності первинного імпульсу Ейрі, 

який має неперіодичну структуру у вигляді головного пелюстка і 

осцилюючого хвоста, що затухає при збільшенні значень аргументу. По-

друге, асиметрія полягає в асиметричності об'єкта дифракції, а саме, в 

наявності межі розділення середовищ з різними параметрами. По-третє, 

асиметрична поведінка в часі первинного імпульсу. Вона характеризується 

тим, що імпульс починає взаємодіяти з неоднорідністю в певний момент 

часу.  
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 Виявлено, що положення імпульсу Ейрі відносно плоскої межі 

середовищ контролюється стартовим параметром, який характеризується 

моментом початку дії імпульсу та місцем розташування джерел, що генерує 

імпульс. Показано, що при додатніх значеннях стартового параметра головна 

частина первинного імпульсу Ейрі перебуває глибоко у середовищі, де 

діелектрична проникність змінилась у нульовий момент часу. У 

протилежному випадку, при від’ємних значеннях цього параметра, передній 

фронт імпульсу не досягає межі до нульового моменту часу.  

Досліджено характер поширення імпульсів, що пройшли через межу і 

відбились від неї. Обчислено й проаналізовано потоки енергії, що 

переносяться імпульсом. Проведено аналіз асимптотичної формули для 

великих від’ємних значень аргументу функції Ейрі. Шляхом числового 

інтегрування промодельоване переміщення максимуму потоків енергії як 

первинного, так і того, що пройшов імпульсів. 

Досліджено більш складний випадок, коли нестаціонарна межа 

рухається, починаючи з нульового моменту часу. Показано вплив вибору 

значення стартового параметра на фізичну картину взаємодії імпульсу Ейрі з 

межею, що рухається. Шляхом вибору оптимальних значень стартового 

параметра наочно проілюстровано процес взаємодії імпульсу Ейрі з межею. 

Детально досліджено і описано більш складний тип руху, а саме 

випадок, коли межа рухається по релятивістсьмоу рівноприскореному 

закону. Це випадок плавної нестаціонарності, коли швидкість межі 

поступово змінюється від нульового значення до значення швидкості 

імпульсу. Отримано аналітичні вирази для трансформованих імпульсів Ейрі 

рухомою межею та показано, що в момент досягнення межею швидкості 

імпульсу, утворюється два нескінченні розриви. Встановлено, що в цей 

момент відбувається розрив «хвоста» імпульсу так, що по одну сторону від 

межі залишається відсічений головний пелюсток імпульсу, а з іншої сторони 

– осцилюючий хвіст. Такі розриви пояснюються наявністю особливих точок 

у виразах, що описують електромагнітне поле в момент взаємодії імпульсу та 
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межу. Крім того, лінії розривів утворюють дві просторово-часові смуги, що 

перетинаються. В області перетину цих смуг електромагнітне поле дорівнює 

нулю.  

Останній розділ дисертаційної роботи містить дослідження 

перетворення імпульсу Ейрі нестаціонарним плоским шаром діелектрика з 

постійними межами та межами, що рухаються. Показано, що в шарі з 

постійними межами утворюються чотири імпульсі, один з яких гасить 

первинний імпульс згідно принципу погашення, другий переміщується в 

тому ж напрямку, що і первинний, а два останніх, що утворились у результаті 

стрибка діелектричної проникності, переміщуються у протилежних 

напрямках. Отримано загальну аналітичну формулу для обчислення 

електромагнітного поля у будь-якій точці шару та більш детально досліджено 

властивості імпульсу на початковому етапі взаємодії з шаром.  

Показано також, що просторово-часова структура імпульсу значно 

ускладнюється, якщо межі шару не постійні, а рівномірно рухаються 

відносно одна одної зі сталою швидкістю, починаючи з нульового моменту 

часу, і змикаються в одній точці в певний момент часу. Отримано 

аналітичний вираз для поля в будь-якій точці шару, що дозволяє детально 

дослідити структуру поля в різних зонах. Із аналізу отриманих результатів  

випливає, що структура поля в такому шарі складніша, ніж у випадку, коли 

його межі постійні, а саме:  ускладнюється вираз для амплітуди імпульсу; 

ускладнюється часова залежність в аргументах функцій Ейрі; у випадку шару 

з межами, що рухаються, залежність від товщини шару набагато складніша, 

ніж у шарі з постійними межами. Після одноразового та дворазового відбиття 

від меж шару структура імпульсу ще більш ускладнюється появою 

вторинних пелюстків та додатковими коливаннями. Нескінченна кількість 

таких відбиттів вкладається в шар за скінчений проміжок часу, так як межі 

шару замикаються. 

Отримані аналітичні результати дозволять більш обґрунтовано 

застосовувати імпульси Ейрі до вирішення практичних задач.  
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ABSTRACT 

Zhyla O.V. Integral equation method in modeling of asymmetric 

electromagnetic phenomena in an inhomogeneous medium. – Qualifying scientific 

work on the rights of manuscripts.  

The dissertation for the degree of candidate of physical and mathematical 

sciences on the speciality 01.04.03 «Radiophysics».–Kharkiv National University 

of Radio Electronics, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 

2019 

The thesis proposed the solution of the actual scientific and practical 

problem of converting an Airy electromagnetic pulse, which has the asymmetrical 

form, in a non-stationary medium with flat boundaries. The object of research in 

the work are non-stationary electromagnetic processes in non-uniform non-

stationary media; the subject of research is the transformation of an airy 

electromagnetic pulse in a non-uniform non-stationary medium. 

Methods of research and modeling of the Airy pulse in non-stationary 

electromagnetic processes based on the use of the theory of integral equations, 

namely the application of the second-kind Volterra integral equation to the solution 

of the stated electrodynamic problem. Such integral equations include the initial 

and boundary conditions and have good physical visibility, which greatly 

simplifies the construction of an algorithm for solving problems. An important 

feature of this method is also its universality to the free term describing the 

primary electromagnetic field. This makes it possible to apply the method of 

integral equations to the solution of electrodynamic problems of transforming 

various pulses in a non-uniform and non-stationary medium, including Airy pulses. 

To solve the integral equation the resolvent method, as well as other methods of 

mathematical physics, are used. 

The initial boundary electrodynamic problem of transforming an 

electromagnetic pulse in an inhomogeneous nonstationary medium was formulated 

and solved in the thesis by the method of integral equations with initial and 

boundary conditions included. A symmetric Green function is obtained for the 
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initial-boundary problem in the Paraxial approximation. With the help of it, the 

Paraxial approximation of the Volterra integral equation of the second kind was 

considered and applied to the problem of the interaction of an Airy electromagnetic 

pulse with the nonstationary dielectric layer. The spectra of the pulses transmitted 

into the layer and reflected from it were obtained. Spectra were analyzed in the 

media with different optical densities, and the dependence of the spectra on the 

layer thickness was studied. It is shown that with an increase in the layer thickness 

at a certain frequency, a field component arises, the amplitude of which is 

significantly distinguished among the field components with other frequencies. 

The shift of the maximum of the spectrum of the reflected Airy pulse to the region 

of low frequencies also occurs. 

The method of Volterra integral equations is applied to the solution of the 

problem of the interaction of an Airy electromagnetic pulse with a flat boundary, 

arises at zero time. 

It is shown that the problem of converting an asymmetric pulse is 

complicated by the presence of more than one asymmetry. This situation may be 

caused by the appearance of the new boundary between the media or the 

nonstationarity of the medium, thus forming a triple asymmetry of the problem. 

The first asymmetry is the asymmetry of the primary Airy pulse, which has a non-

periodic structure in the form of the main lobe and an oscillating tail fading with 

increasing values of the argument. The second asymmetry is the asymmetry of the 

diffraction object, namely, in the presence of the boundary between media with 

different parameters. The third type is asymmetric behavior in time of the primary 

pulse. It is characterized by the fact that the pulse begins to interact with 

heterogeneity at a certain point in time. 

It is revealed that the position of the Airy pulse relative to the flat boundary 

of the media is controlled by the starting parameter, which is characterized by the 

instant of the onset of the pulse and the location of the sources, which generates a 

pulse. It is shown that for positive values of the starting parameter, the main part of 

the primary Airy pulse is deep in the medium, where the dielectric constant 
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changes at zero time. Otherwise, at negative values of this parameter, the leading 

edge of the pulse reaches the limit at zero time. 

The nature of the propagation of pulses that have passed through the border 

and are reflected from it is investigated. The energy flow carried by the pulse is 

calculated and analyzed. The analysis of the asymptotic formula for large negative 

values of the argument of the Airy function is carried out. By numerical 

integration, the displacement of the maximum energy fluxes of both the primary 

and the transmitted pulses is simulated. 

The more complex case, when the non-stationary boundary moves, starting 

from the zero moment of time is investigated. The influence of the choice of the 

starting parameter value on the physical picture of the interaction of the Airy pulse 

with the boundary that moves is shown. By choosing the optimal values of the 

starting parameter, the process of interaction of the Airy pulse with the limit is 

clearly illustrated. 

A more complex type of motion, namely, the case when the boundary 

moves along a relativistic uniformly accelerated law, is investigated and described 

in detail. This is a case of smooth nonstationarity, when the velocity of the 

boundary gradually changes from zero to the value of the pulse velocity. Analytical 

expressions are obtained for transformed Airy pulses by a moving boundary, and it 

is shown that at the time the boundary reaches the pulse speed, two infinite 

discontinuities are formed. It was established that at this moment there is a break 

of the “tail” of the pulse so that the main lobe of the pulse remains cut off on the 

one side of the border, and the oscillating tail on the other. Such discontinuities are 

explained by the presence of singular points in the expressions describing the 

electromagnetic field at the moment of interaction of the pulse and the boundary. 

In addition, the break lines form two space-time bands that intersect. At the 

intersection of these bands, the electromagnetic field is zero. 

The last section of the thesis contains the study of the transformation of the 

Airy pulse by a nonstationary flat dielectric layer with constant boundaries and 

limits of moving objects. It is shown that in a layer with constant boundaries four 
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pulses are formed, one of which dampens the initial pulse according to the 

cancellation principle, the second moves in the same direction as the primary one, 

and the last two, which were formed as a result of a jump in dielectric constant, 

move in opposite directions. A general analytical formula was obtained for 

calculating the electromagnetic field at any point of the layer and the pulse 

properties at the initial stage of interaction with the layer were studied in more 

detail. 

It is also shown that the space-time structure of the pulse becomes much 

more complicated if the layer boundaries are not constant, but move uniformly 

relative to each other at a constant speed, starting from the zero time point, and 

merge at one point at a certain time point. An analytical expression for the field at 

any point of the layer allows us to investigate in detail the structure of the field in 

different zones. From the analysis of the obtained results it follows that the 

structure of the field in such a layer is more complicated than in the case when its 

boundaries are constant, namely the expression for the amplitude of the pulse is 

complicated; the time dependence in the arguments of the Airy functions is 

complicated; in the case of a layer with moving boundaries, the dependence on the 

layer thickness is much more complicated than in a layer with constant limits. 

After single and double reflection from the layer boundaries, the structure of the 

pulse is become more complicated by the appearance of secondary lobes and 

additional oscillations. An infinite number of such reflections fit into the layer in a 

finite period of time, since the boundaries of the layer are closed. 

The obtained analytical results will allow more reasonably apply Airy 

pulses to the solution of practical problems. 

The thesis materials are completely presented in 19 scientific works: 

among which there are 6 articles in the specialized scientific journals (3 of them 

are in foreign scientific journals - Scopus), 13 abstracts of the reports at 

international and native scientific conferences (6 of them are Scopus). 

Keywords: dielectric layer, Volterra integral equation, resolvent, Airy 

pulse, nonstationary medium, electromagnetic field, asymmetry. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Дослідження взаємодії електромагнітних полів з 

неоднорідними нестаціонарними середовищами має фундаментальне 

значення і являється базовим процесом у багатьох прикладних задачах 

електродинаміки. Це сприяє розвитку лазерних технологій, оптоволоконної 

техніки, фотоніки, а також формуванню широкого спектра їх застосувань в 

екології та медицині.  

Вивчення нестаціонарних електромагнітних явищ диктується новими 

сучасними проблемами комунікації. Застосування оптичних квантових 

генераторів, які стали новими потужними джерелами випромінювання хвиль 

в оптичному діапазоні, широкосмугові й завадостійкі оптичні мережі, у яких 

генерація, обробка та передача сигналів відбувається в оптичному діапазоні 

довжин хвиль, є важливими напрямками розвитку оптики. Оптичні мережі 

можуть застосовуватися у гідроакустичних системах зв'язку для моніторингу 

морського шельфу, у пристроях для керування мікрочастинками - лазерних і 

оптичних пінцетах, оптичних і квантових комп'ютерах та  ін. Після винаходу 

А. Ашкіном в 1986 році першого лазерного пінцета, заснованого на 

одномодовому пучку Гауса, концепція лазерних пучків розвивалася за 

рахунок використання лазерних мод більш високого порядку. В 2018 році А. 

Ашкіну була присуджена Нобелівська премія з фізики « за винахід оптичного 

пінцета та його застосування в біологічних системах». 

В 2007 році був фізично реалізований ще один тип лазерних пучків – 

експоненціальний світловий пучок Ейрі, що має такі унікальні властивості як 

самоприскорення, самовідновлення (самолікування) і недиспергуюче 

поширення. Цей пучок розповсюджується в просторі по параболічній 

траєкторії, зберігаючи свою форму. Інша не менш цікава властивість пучка 

Ейрі – самолікування - полягає у відновленні своєї початкової форми при 

проходженні через перешкоду.  

Особливий інтерес викликають застосування імпульсу Ейрі в 
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неоднорідних средовищах, а саме при проходженні імпульсів через різні 

прилади й обладнання (лінзи, дзеркала та ін.). Це важливо в задачах 

оптичного неруйнівного контролю, маніпулюванні мікрочастками та 

діагностиці в біохімії для сортування мікро- і наночасток, у біомедицині для 

керування мікропотоками рідин і для відбору живих клітин, а також у 

дослідженні атмосфери. 

Поряд із просторовою неоднорідністю принципове значення має 

вплив нестаціонарності середовища на поширення електромагнітних 

імпульсів. Результати таких досліджень становлять як науковий, так і 

прикладний інтерес, оскільки зміна в часі може якісно впливати на структуру 

імпульсу.  

Для детального дослідження властивостей імпульсів у неоднорідних 

нестаціонарних середовищах потрібні математичні методи, що дозволяють 

аналізувати такі складні електромагнітні процеси. Одним з таких методів є 

метод інтегральних рівнянь Вольтерра, що дозволяє будувати й досліджувати 

розв’язки електродинамічних задач макроскопічної електродинаміки. Такі 

інтегральні рівняння містять у собі початкові й граничні умови та мають 

фізичну наочність, що суттєво полегшує побудову алгоритму розв’язання 

задач. Важливою особливістю цього методу є також його універсальність 

відносно вільного члена, що описує первинне електромагнітне поле. Це 

дозволяє застосовувати метод інтегральних рівнянь до розв’язання 

електродинамічних задач про перетворення різноманітних імпульсів у 

неоднорідному  нестаціонарному середовищі, у тому числі й імпульсів Ейрі.  

Таким чином, тема дисертаційних досліджень, спрямованих на 

дослідження властивостей електромагнітних імпульсів у нестаціонарних 

неоднорідних середовищах, є актуальною.  

 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами.  

Дисертаційні дослідження пов'язані з фундаментальною НДР, яка 

виконувалась у Харківському національному університеті радіоелектроніки в 
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лабораторії «Електроніка-Оріон» на кафедрі фізичних основ електронної 

техніки (ФОЕТ): «Концепція розвитку резонансної компресії імпульсів та 

інструментарій для отримання потужних надкоротких мікрохвильових 

імпульсів у Х, Ku та міліметровому діапазонах», 2017–2019 рр. (ДР № 

0117U002525), у якій здобувач була виконавцем.  

 

Мета і задачі роботи.  

Метою роботи є дослідження особливостей поширення 

електромагнітних імпульсів Ейрі у нестаціонарних неоднорідних 

середовищах.  

 Для досягнення поставленої мети необхідно було вирішити наступні 

задачі:  

• дослідити властивості імпульсу Ейрі у результаті його взаємодії з 

нерухомою плоскою межею розділення діелектричних середовищ; 

• провести дослідження властивостей імпульсу Ейрі у випадку 

рівномірного прямолінійного руху межі розділення середовищ; 

• провести дослідження властивостей імпульсу Ейрі при 

рівноприскореному прямолінійному русі межі; 

• дослідити перетворення імпульсу Ейрі у плоскошаруватій структурі з 

постійними межами; 

• дослідити перетворення імпульсу Ейрі у плоскому діелектричному 

шарі з межами, що рівномірно рухаються відносно одна одної.  

Об'єкт дослідження – нестаціонарні електромагнітні процеси в 

неоднорідних нестаціонарних середовищах. 

 

Предмет дослідження – перетворення електромагнітного імпульсу 

Ейрі у неоднорідному нестаціонарному середовищі. 

 

Методи дослідження. Для дослідження та моделювання імпульсу 
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Ейрі у нестаціонарних електромагнітних процесах в даній роботі 

застосовується метод інтегральних рівнянь Вольтерра другого роду. Для 

розв’язання інтегральних рівнянь використовується метод резольвенти, а 

також інші методи математичної фізики.  

 

Наукова новизна отриманих результатів. 

1. Вперше розв’язано просторово-часову задачу про перетворення 

імпульсу Ейрі у неоднорідному нестаціонарному середовищі методом 

інтегральних рівнянь та резольвенти.  

2. Вперше отримано аналітичні вирази, які описують просторово-

часову структуру імпульсу Ейрі в результаті його взаємодії з нерухомою 

плоскою межею з урахуванням його початкового положення у вільному 

просторі. 

3. Вперше розв’язано задачу про перетворення імпульсу Ейрі 

нестаціонарною межею розділення середовищ, що рухається рівномірно.  

4. Вперше отримано розв’язок задачі про перетворення імпульсу Ейрі 

нестаціонарною межею розділення середовищ, що рухається 

рівноприскорено.  

5. Вперше отримано розв’язки задачі про перетворення імпульсу Ейрі 

після його проходження у діелектричний шар та детально досліджено його 

властивості на початковому етапі взаємодії із шаром.  

6. Вперше отримано аналітичні вирази, які описують перетворення 

імпульсу Ейрі діелектричним шаром, межі якого рівномірно рухаються 

відносно одна одної.  

 

Практичне значення одержаних результатів. 

Результати дослідження електромагнітного імпульсу Ейрі можуть 

бути застосовані у дистанційних методах дослідженнях атмосфери 

(створення штучних блискавок для «розрядки» хмар, пошарове дослідження 

атмосфери), в експериментальних дослідженнях плазмових утворень, у 
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процесах керування мікрочастинками, в біохімії, в медицині (видалення 

біологічних клітин із заданої області, лазерна терапія й ін.), в обробці 

матеріалів, при створенні оптичних обчислювальних пристроїв та ін.  

 

Особистий внесок здобувача.  

У наукових статтях і матеріалах доповідей на конференціях, 

опублікованих у співавторстві, автору належать такі результати:  

у роботах [2-5,15,17-19] – одержання точних розв’язків задачі про 

перетворення електромагнітного імпульсу Ейрі у результаті нормального 

падіння на плоску межу діелектрика; розв’язання точної просторово-часової 

задачі про взаємодію електромагнітного імпульсу Ейрі з плоскою межею, 

швидкість якої поступово досягає швидкості імпульсу; аналіз отриманих 

аналітичних розв’язків і моделювання отриманих результатів;  

у роботах [1,7-14,16] – дослідження особливостей перетворення 

імпульсу Ейрі у діелектричному шарі з постійними межами, одержання 

точних розв’язків і моделювання результатів; 

у роботі [6] – одержання точних виразів, які описують поширення 

імпульсу Ейрі в шарі, межі якого рівномірно рухаються; проведення 

порівняльного аналізу структури поля в шарі з постійними межами, та 

межами, що рухаються . 

 

Апробація результатів дисертації. 

Викладені в дисертації результати доповідались та були обговорені на 

міжнародних конференціях: 

• XXIII International Workshop on Optical Wave and Waveguide Theory 

and Numerical Modelling OWTNM – 2015 (17-18 квітня 2015, Лондон, 

Великобританія); 

•  19-й международный молодежный форум «Радиоэлектроника и 

молодежь в XXI веке» (21-22 квітня 2015 , м. Харків, Україна); 

•  X Anniversary International Conference on Antenna Theory and 
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Techniques ICATT – 2015 (21-24 квітня 2015 , м. Харків, Україна); 

•  Scientists Forum on Applied Physics International Young YSF-2015 (29 

вересня – 2 жовтня 2015 , м. Дніпр, Україна);  

• 20-й юбилейный международный молодежный форума 

«Радиоэлектроника и молодежь в XXI веке» (19-22 квітня 2016, м. Харків, 

Україна);  

• XXIV International Workshop on Optical Wave and Waveguide Theory 

and Numerical Modelling OWTNM – 2015 (20-21 травня 2016 , м. Варшава, 

Польща);  

• 9th International Kharkiv Symposium on Physician Dengineering of 

Microwaves, Millimeter and Submillimeter Waves MSMW-2016 (20-24 червня 

2016 м., Харків, Україна); 

• 8th International Conference on Ultrawideband and Ultrashort Impulse 

Signals UWBUSIS – 2016 (5-11 вересня 2016 , м. Одеса, Україна);  

• 7th Intern. Conference on Advanced  Optoelectronics and Lasers CAOL-

2016 (12-15 вересня 2016, м. Одеса, Україна);  

• Young Scientists Forum on Applied Physics International YSF-2016 (10-

14 жовтня 2016, м. Харків, Україна);  

• XXV International Workshop on Optical Wave & Waveguide Theory and 

Numerical Modelling OWTNM – 2017 (5-6 квітня 2017, Эйндховен, 

Нідерланди); 

•  International Conference on Antenna Theory and Techniques ICATT – 

2017 (24-27 травня 2017, м. Київ, Україна). 

 

Публікації.  

Матеріали дисертації опубліковано в 19 наукових працях, серед яких 

6 статей у спеціалізованих наукових журналах [1–6] (з них 3 статті в 

закордонних наукових виданнях [1,3,5] – Scopus), 13 тез доповідей на 

міжнародних конференціях [7–19] (з них [7,10,13,14,15,16] – Scopus ).  
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РОЗДІЛ 1 

ІМПУЛЬСНІ ЕЛЕКТРОМАГНІТНІ СИГНАЛИ У НЕОДНОРІДНИХ 

НЕСТАЦІОНАРНИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

Розвиток науки і телекомунікаційних технологій вимагає підвищення 

пропускної здатності провідних і безпровідних каналів зв’язку [1–8], а також 

створення пристроїв, які дозволяють впливати на об'єкт із мінімальними 

часовими інтервалами [9–11]. Досягнення електронної техніки ХХ століття 

дозволили одержати наносекундні імпульсні сигнали [12, 13], а надалі 

фемтосекундні електромагнітні випромінювання [14, 15]. На даний момент 

вже досліджені процеси формування й генерації фемтосекундних імпульсів 

та їх взаємодія з наноматеріалами у вигляді вуглецевих нанотрубок, 

нанониток, квантових ям [16–20] тощо.  

Стрімкий розвиток нанотехнологій з використанням ультракоротких 

імпульсів сприяло дослідженню процесів поширення імпульсів зі складною 

формою у неоднорідних середовищах [21–23], розробці й впровадженню 

відповідного обладнання, здатного приймати й генерувати такі сигнали [24].  

Особливої уваги заслуговує поширення електромагнітного випромінювання в 

нестаціонарних структурах [25–26].   

Поряд з відкриттям фемтосекундних імпульсів було розпочато 

дослідження нового оптичного імпульсу Ейрі, який має такі унікальні 

властивості як самоприскорення, самолікування й недифрагированное 

поширення [27]. Але ці властивості імпульс Ейрі демонструє у 

параксіальному наближенні [28] . Тому залишається відкритим, важливим і 

актуальним питання про дослідження властивостей імпульсу Ейрі у 

неоднорідному нестаціонарному середовищі без використання такого 

наближення.  
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1.1 . Імпульси Ейрі як моделі імпульсних сигналів зі 

складною формою 

 

У початок історії практичної електроніки покладено відкриття й 

вивчення електромагнітних хвиль, теоретично передбачених М. Фарадеєм і 

Дж. Максвеллом і практично доведених і реалізованих Г.Герцом. У цей час 

імпульсні електромагнітні сигнали мають місце у бездротових 

радіопередаючих пристроях, до яких відносяться супутникове телебачення,  

стільникові телефони, безпровідні мережі передачі даних тощо. Провідне 

радіопередаюче обладнання у вигляді оптоволоконних і кабельних систем 

передачі даних лежить в основі  інфраструктури сучасних підприємств для 

передачі/обробки/одержання даних через Інтернет, трансляції потокового 

відео/аудио [29–32]. 

Поширення електромагнітних сигналів складної форми у 

неоднорідних нестаціонарних середовищах становить суттєвий інтерес у 

багатьох галузях науки й техніки, і інтерес до них не слабшає і сьогодні. 

Активно розвивається такий напрямок, як імпульсне зондування, яке 

застосовується у біохімії при дослідженні фізико-хімічних властивостей 

середовища з використанням пікосекундних імпульсів [33], при дослідженні 

неоднорідних середовищ [34], у геології для дослідження неоднорідних 

геологічних середовищ із частотно залежними електричними й магнітними 

властивостями [35, 36] тощо. Актуальним напрямком розвитку лазерної 

фізики є також розробка нових режимів генерації оптичних імпульсів різної 

частоти й тривалості [37, 39].  

У цей час розвиток технологій тісно пов'язаний з імпульсною 

наноелектронікою. Покладена в її основу імпульсна техніка відіграє дуже 

важливу роль у задачах по збору, обробці й аналізу інформації. Сучасна 

нанотехніка дозволяє створювати напівпровідникові структури з 

унікальними нелінійно-оптичними властивостями [40]. Шляхом впливу 
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лазерними імпульсами на структури можна одержувати наночастинки 

металів, газів, рідин [41–45] для створення наноструктур і наноповерхонь 

[46], змінювати їхню форму, розмір, внутрішню структуру, а також вивчати 

їхню динаміку, оптичні й електромагнітні властивості.  

Широке застосування має також метод імпульсної абляції твердих 

мішеней у газі або рідині. Цей метод полягає у фізичній і хімічній 

модифікації речовини, що відбувається у результаті поглинання 

сфальцьованого лазерного випромінювання у манометровому масштабі, і є 

відносно простим методом в одержанні нанокристалів, нанокластерів та 

інших складних матеріалів [47, 48]. Широке застосування знаходить також 

оптична лазерна нанолітографія, спрямована на створення інтегральних 

мікросхем з нанометричними параметрами [49, 50], а також її похідні: 

наносферна, нанопечатна, скануюча лазерна нанолітографія [51–53]. 

Особливе місце серед перелічених вище методів займає останній – метод 

лазерної нанолітографій, за допомогою якого можна одержувати наноотвори 

або нанолінії у плівках або прозорих скельцях [54, 55]. 

Паралельно нанотехнологіям сьогодні активно розвивається лазерна 

оптика більш коротких пікосекундних імпульсів, а також генерація 

надкоротких імпульсів тривалістю в кілька фемтосекунд [56]. Одним зі 

способів переходу до таких імпульсів є метод синхронного накачування 

лазерів ультракороткими імпульсами, що забезпечує генерацію 

пікосекундних імпульсів високої точності [57]. Їх можна підсилювати до 

фемтосекундних імпульсів, перетворювати в інфрачервоний та 

ультрафіолетовий діапазони, а також досліджувати їх вплив на різні 

нанооб’єкти [58].  

Вражаючі успіхи досягнуто у застосуванні фемтосекундних лазерів у 

метрології. В 2014 р. на базі ННЦ ХФТІ створено фемтосекундний лазер, 

який генерує імпульси тривалістю 17,3 фс на довжині хвилі 800 нм [59]. 

Головною особливістю роботи цього лазера у режимі самосинхронізації є 

отримання стабільної «гребінки» еквідістантних поздовжніх мод. 
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Представлені в цих роботах характеристики фемтосекундного лазера 

визначають широкий спектр їх застосування у різних галузях науки й техніки 

[60–64]. Так, у роботі [65] описано методику АЧХ широкосмугових 

фотоприймачів у діапазоні 9200 10  Гц із точністю 2% і реалізовано при 

вимірюванні АЧХ високочастотного фотодіода фірми «Hamamatsu».  

Не менш важливою областю застосування лазерних імпульсів є 

медицина: рентгенівські лазери, лазерна імплантація, лазерна хірургія на 

основі газових лазерів, нетеплове електромагнітне випромінювання 

міліметрового діапазону для ефективного терапевтичного лікування хвороб 

шляхом підвищення імунологічних здатностей організму тощо. В останні 

десятиліття активно розвивається застосування фемтосекундных лазерів у 

офтальмології для вдосконалення методики проведення операцій на очах при 

мінімальному порушенні їх структури, корекції зору й ін. [66–72]. Завдяки 

фемтосекундній лазерній техніці, яка відрізняється високою точністю, 

вдається одержати дуже тонкий шар роговиці заданими заздалегідь 

параметрами шматка. 

Важливе наукове значення мають методи лазерного дистанційного 

зондування, серед яких особливе місце займає лазерна інтроскопія виявлення 

корисних копалин [73–80], візуалізація поверхневих звукових хвиль, 

акустична й мікрохвильова мікроскопія [81–83], ультразвукова томографія 

[84, 85].  

Яскравим представником сучасних фемтосекундных імпульсів є 

імпульси Ейрі, дослідження яких активно проводиться з кінця 1970-х рр..  В 

оригінальній роботі [27] Berry і Balazs показали, що розв’язанням 

одновимірного рівняння Шредингера для вільної частинки  
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є хвильовий пакет ( , )t x , що не розширюється. Розв’язання початкової 

задачі рівняння Шредингера 
3 2(0, ) Ai( / )x Bx =  описує складний імпульс, 

що має обвідну у вигляді функції Ейрі 
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У даній роботі теоретично й експериментально показано, що 

світловий пучок, що описується функцією Ейрі, може поширюватися 

практично без дифракції, причому, максимум щільності енергії світлового 

пучка буде зміщатися перпендикулярно напрямку поширення, так що його 

траєкторія поширення стає параболічною. У наслідок цього розподілу 

інтенсивності пучок Ейрі у поперечному напрямку має максимум у вигляді 

головного й бічних пелюстків. У роботі [86] запропонований метод 

подавлення бічних пелюстків, що заснований на використанні кільцевої 

амплітудної маски. В інших роботах [87 89] використовується конічний 

аксикон і ассиметрична аподізація Фур'є-спектру для посилення 

інтенсивності головного максимуму й, у свою чергу, подавлення бічних 

пелюстків.  

Пізніше в 2007 р. Siviloglou і Christodoulides [28] виявили цікаву 

аналогію між рівнянням Шредингера й параксіальним рівнянням дифракції  
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да s - поперечна координата,  - поздовжня. Ця аналогія проявляється у 

випадку, коли часова змінна t  у рівнянні Шредингера замінюється на 

поздовжню координату  , що визначае напрямок поширення хвилі. 

Розв’язання граничної задачі при 0 = дає ідеалізовані пучки Ейрі з 

нескінченною енергією.  
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У наступній своїй роботі [90] Siviloglou і Christodoulides 

запропонували метод практичної реалізації пучків Ейрі шляхом їхнього 

усічення введеною апертурною функцією. Недолік запропонованого методу у 

тому, що при такому усіченні пучки Ейрі практично втрачають одну зі своїх 

унікальних властивостей – бездифракційне поширення, але інші особливості 

при цьому зберігаються. Ці адаптовані до практичного застосування пучки 

Ейрі зі скінченною енергією можуть зберігати свої унікальні властивості на 

досить великій відстані у порівнянні, наприклад, з імпульсами Гауса.  

Пучки Ейрі унікальні по своїй природі, тому що це єдині 

недифрагуючі промені, які можуть існувати в одномірних системах.  

Усі перелічені вище властивості пучків Ейрі дають цікаві 

застосування. Так, у роботах [91–94] представлені результати по 

перетворенню за допомогою дзеркал пучків від точкового джерела в поле із 

круговою каустикою. У роботі [95] вивчаються симетричні пучки Ейрі, а в 

[96] вивчається вплив астигматизму на вид пучків такого типу. Робота [97] 

описує спіральне фокусування імпульсів Ейрі.  

Наступним етапом розвитку в цьому напрямку стали плазмони Ейрі – 

новий клас плазмонних недифрагуючих хвиль [98]. У роботі [99] 

запропоновано плазмову обробку пучком Ейрі в структурі метал-діелектрик-

метал,  у якій одна з металевих пластин нахилена для створення ефективного 

лінійного оптичного потенціалу. Були представлені чисельні й аналітичні 

результати, які показують, що при різних кутах нахилу плазмове відхилення 

пучка Ейрі може бути підсилене, компенсоване й навіть скасоване, у той час, 

як властивість самолікування буде зберігатися. Не менш цікаві дослідження 

плазмонів Эйри описані в роботах [100–103]. 

Досліджувані імпульси Эйри є розв’язанням  рівняння, отриманого із 

рівняння Гельмгольца за допомогою параксіального наближення. Останнім 

часом проводяться спроби у отриманні точного розв’язання рівняння 

Гельмгольца [104, 105], яке описує самоприскорювані пучки, що 

поширюються по криволінійній траєкторії й відхиляються на кути, більші в 
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порівнянні з параксіальним наближенням. Точне розв’язання двовимірного 

рівняння Гельмгольца було отримано у роботі Матье й Вебера [106]. Ці 

пучки поширюються по еліптичній та параболічній траєкторіям відповідно. У 

нещодавній роботі [107] досліджувались непараксіальні пучки Бесселя й 

було показано, що вони поширюються по круговій траєкторії. У роботах 

[108–111]  досліджувалась комбінація імпульсів Ейрі й Бесселя і у результаті 

такої взаємодії було створено новий клас багатогранних 3-D світових куль. 

Тому поряд з параксіальними пучками Ейрі актуальним також є дослідження 

непараксіального імпульсу Ейрі.  

В останніх роботах в області дослідження пучків Ейрі 

експериментально показано прискорення цих імпульсів шляхом введення 

щільної кореляції між просторовими й часовими спектрами фемтосекундного 

імпульсного пучка [112]. Виявлено, що такі промені проявляють поперечне 

прискорення тільки у локальному часовому інтервалі. У роботі [113] описано 

процес генерації неприскорюваного імпульсу Ейрі, що має 

висококорельований просторово-часовий спектр. Прискорення у цьому 

випадку відновлюється шляхом введення невизначеності у спектральну 

кореляцію. Цікавий чисельний підхід до покращення енергетичного 

обмеження світлових куль Ейрі шляхом стиснення спектра Фур'є описано в 

[114], у результаті чого нові кулі демонструють значне підсилення пікової 

інтенсивності.  

На даний момент проведено експериментальні дослідження різних 

режимів модуляцій (лінійної/нелінійної) таких імпульсів [115, 116], показано, 

що всі частотні складові хвилі рухаються уздовж загальної траєкторії й 

навіть при широкому частотному діапазоні імпульс не диспергує [117]. 

Також проводяться експерименти по динамічному контролюванню траєкторії 

імпульсу.  
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1.2. Формулювання початково-граничної задачі для 

імпульсних електромагнітних сигналів 

З рівнянь Максвелла випливає хвильове рівняння для електричного 

поля  
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де ( , )S t x –джерело поля, 
c

v


= –швидкість хвиль у середовищі з 

діелектричною   та магнітною   проникністю відповідно,  –провідність 

середовища. По відношенню до ціього рівняння можна сформулювати два 

типи задач [118–121]: 

1) задача з початковими умовами, коли за заданим значенням (0, )E x

та
(0, )E x

t




у початковий момент часу визначається значння у довільний 

момент часу. Ця задача відповідає задачі про поширення хвильового пакету, 

початкова форма якого (0, )E x уже відома.  

2) задача з граничнима умовами, коли за заданим значенням ( ,0)E t та 

( ,0)E t

t




на межі системи ( 0x = ) визначають значення у будь-якій точці цієї 

системи ( 0x  ). Цю задачу можна пов’язати з задачею про поширення 

імпульсу, заданого на межі. 

Обидві умови можуть бути включені у джерело поля так само, як і 

деяке зовнішнє по відношенню до поля джерело.  

У випадку розв’язання початковї задачі цікаво представляти поле 

тільки у моменти часу 0t  : ( , ) ( , ) ( )E t x E t x t+= , де ( )t –одинична функція 

Хевісайда. Тоді його значення та значення його похідної по часу визначає 

поле на часовій піввісі 0t  . 
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Розписавши похідні по часу у (1.4) 
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 із отриманого рівняння для всіх моментів часу 0t   (якщо зовнішнє джерело 

відсутнє) випливає вираз:  
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Тобто права частина визначається значенням поля та значенням його 

похідної по часу у нульовий момент 0t = .Розв’язання такої задачі повинно 

задовольняти принципу причинності. 

У випадку граничної задачі цікаво представляти тільки поле на 

додатній піввісі 0x  . Припустимо, що ( , ) ( , ) ( )E t x E t x x+= . Тоді, 

розписавши просторові похідні,  
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. (1.7) 

з рівняння (1.4) у всіх точках області 0x   (знову при відсутності 

зовнішнього джерела) випливає вираз: 

2 2

2 2 2

1
( ,0) / ( ) ( ,0) '( )E E E E t x x E t x

x v t t
  + + + + +  

 − − = −   +   
,       (1.8) 

де права частина визначається значенням поля та його похідної по 

просторовій змінній у граничній точці 0x = . 
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Для розв’язання рівняння з правою частиною зручно користуватись 

функцією Гріна. За допомогою неї розв’язок початкової задачі у будь-який 

момент часу має вигляд: 

 
0

( , ) ' ' ( , ', , ') ( ', ')E t x dt dx G t t x x S t x

 

−

=   , (1.9) 

де функція Гріна ( , ', , ')G t t x x  задовольняє рівнянню  

 

2 2

2 2 2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )G t x G t x G t x t x

x v t t
  

  
− − =

  
, (1.10) 

та початковим умовам (0, ) 0G x = , 
2(0, )G x

v
t


= −


. 

Якщо цікаво представляти тільки поле, що визначається джерелом, то 

можна вважати, що початкові та граничні умови відсутні:  
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. (1.11) 

Функція Гріна також дозволяє перейти від хвильового рівняння у 

диференціальній формі до інтегрального рівняння Вольтерра другого роду.  

Перші інтегральні формулювання рівнянь для поля за допомогою функції 

Гріна на основі рівнянь Максвелла з'явилися ще наприкінці 1850 г. В 1968 р. 

інтегральне рівняння у частотній області було вперше успішно застосовано 

М.А. Хижняком для розв’язання багатьох стаціонарних задач [122]. Надалі 

розв’язання нестаціонарних  і нелінійних задач методом інтегральних рівнянь 

Вольтерра було доповнено й описано в роботах [123–126]. 

Головною перевагою інтегральних рівнянь є те, що вони мають гарну 

фізичну наочність, ніж рівняння у диференціальній формі, і дозволяють 

єдиним чином розглянути одночасно початкові й граничні умови. Це значно 
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спрощує побудову алгоритму розв’язання задачі. Інтегральне рівняння являє 

собою згортку в просторі узагальнених функцій і є універсальним 

математичним апаратом для задач електродинаміки. Крім цього, форма 

інтегрального рівняння залишається незмінною для різних середовищ, а 

також допускає вибір довільного початкового поля. Це робить такі рівняння 

універсальними відносно їхнього вільного члена.  

Даний підхід до розв’язання електродинамічних задач успішно 

застосовувався при дослідженні нестаціонарних процесів у плазмі [127–129] 

та діелектрику [130–135].  

Тип інтегрального рівняння визначає вибір способу його розв’язання. 

Наближене розв’язання інтегральних рівнянь Вольтерра другого роду можна 

отримати методом чисельного інтегрування [136, 137], методами 

послідовних наближень [138] і ін. Точне розв’язання інтегрального рівняння 

Вольтерра другого роду також можна будувати методом резольвенти [131, 

139].  

1.3 Обґрунтування теми дисертаційної роботи  

Аналіз літератури показав актуальність дослідження властивостей 

імпульсів у нестаціонарних неоднорідних середовищах. Крім розвитку 

чисельних методів у розв’язанні нестаціонарних електродинамічних задач 

необхідно розвивати методи теоретичного описання надкоротких імпульсів. 

У якості математичного апарата у процесі дослідження зручно користуватись 

методом інтегральних рівнянь Вольтерра, який має гарну фізичну 

інтерпретацію та дозволяє максимально враховувати особливості 

досліджуваного явища.  

Під час аналізу математичних аспектів та фізичної інтерпретації 

електромагнітного імпульсу Ейрі в основному розглядаються хвилі, у яких 

такий зв'язок є тільки між просторовими координатами, у той час, як часова 

залежність є простою гармонійною. Тому термін «прискорений пакет» має 

безпосередній зміст, тому що дійсно відноситься до прискореного руху, що 
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обгинає імпульсу. І по відношенню до електромагнітних пучків  Ейрі цей 

термін має лише умовний характер, позначаючи скривлену по параболі 

траєкторію пучка. І тільки кілька публікацій описують більш загальну часову 

залежність [88, 140]. Просторово-часові імпульси Ейрі в цих публікаціях 

розглядаються в диспергуючому середовищу, у якому член параксіального 

хвильового рівняння містить коефіцієнт, що обертається в нуль за відсутності 

дисперсії [88].  

Таким чином, актуальною є наукова задача щодо теоретичного 

описання властивостей імпульсу Ейрі, що дозволить сформувати комплексне 

уявлення про взаємодію цього імпульсу з неоднорідностями нестаціонарного 

середовища.  

Висновки по розділу 

1. Показано актуальність дослідження взаємодії електромагнітних 

полів з неоднорідними середовищами у зв'язку з розвитком лазерних 

нанотехнологій. Сучасна нанотехніка дозволяє створювати за допомогою 

лазерних імпульсів напівпровідникові структури з унікальними нелінійно-

оптичними властивостями.  

2. Відмічено актуальність розробок в області імпульсної техніки, 

призначеної для зондування неоднорідних середовищ, лазерної техніки для 

генерації оптичних імпульсів (піко- і фемтосекундні лазери й ін.). В останні 

роки активно розвивається застосування фемтосекундних лазерів в 

офтальмології для вдосконалення методики проведення операцій на очах при 

мінімальнім порушенні їх структури, корекції зору й ін.  

3. Показано, що актуальним напрямком у дослідженні надкоротких 

імпульсів є вивчення імпульсу Ейрі з його унікальними властивостями 

(самоприскорення, самолікування й недифраговане поширення) у 

неоднорідному середовищі. Як відомо, світловий пучок, що описується 

функцією Ейрі, може поширюватися практично без дифракції, причому, 
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максимум щільності енергії світлового пучка буде зміщуватись 

перпендикулярно напрямку поширення, так що його траєкторія поширення 

буде параболічною. У наслідок цього розподілу інтенсивності пучок Ейрі у 

поперечному напрямку має максимуми у вигляді головного пелюстка й 

бічних пелюстків. Вивчення властивостей імпульсу Ейрі у часовій області 

становить особливий інтерес, тому що у вже існуючих публікаціях 

розглядається гармонійна часова залежність, і вповільнення у такому 

випадку означає просте скривлення форми променя. У той же час, 

практичний інтерес представляють просторово-часові пучки Ейрі, які 

рухаються, уповільнюючись з часом. Більшість досліджень цих пучків у 

неоднорідних середовищах носить чисто експериментальний характер і 

теоретична сторона цього питання мало досліджена. Теоретичний опис 

еволюції імпульсу Ейрі у задачах дифракції дозволить отримати точні 

розв’язки та проаналізувати всі перехідні процеси. Детальне дослідження 

властивостей імпульсу Ейрі може знайти застосування у дистанційнім 

дослідженні атмосфери, в експериментальних дослідженнях плазмових 

утворень, у процесах керування мікрочастинками, у біохімії, в обробці 

матеріалів тощо. 

4. Обґрунтовано доцільність застосування методу інтегральних 

рівнянь Вольтерра до аналітичного опису процесу взаємодії імпульсу Ейрі з 

неоднорідними середовищами.  Використання строгого математичного 

апарата, що має гарну фізичну наочність,  дозволяє суттєво спростити 

алгоритм розв’язання поставленої задачі й проаналізувати всі перехідні 

процеси досліджуваного явища.  

Таким чином, актуальним є детальний опис імпульсів, у тому числі 

імпульсів Ейрі, на основі інтегральних рівнянь Вольтерра з метою 

дослідження процесу взаємодії цих імпульсів з неоднорідними 

нестаціонарними середовищами.  
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РОЗДІЛ 2 

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕСТАЦІОНАРНИХ 

ЕЛЕКТРОИДНАМІЧНИХ ЗАДАЧ 

 

У даному розділі розглянуто основні методи розв’язання 

електродинамічних задач, поставлених у дисертаційній роботі. Коротко 

викладено метод інтегральних рівнянь Вольтерра [122], за допомогою якого 

описується поширення електромагнітних  імпульсів у неоднорідних 

середовищах. Розв’язок інтегрального рівняння задачі про взаємодію 

електромагнітної хвилі з неоднорідностями середовища отримано методом 

резольвенти. Розглянуто випадок застосування резольвентного оператора 

задачі про взаємодію електромагнітної хвилі із плоскою межею розділення 

середовищ. Отримано симетричну функцію Гріна рівняння параболічного 

типу для початково-граничної електродинамічної задачі. Обґрунтовано 

перспективу застосування розглянутих вище методів до розв’язання 

електродинамічної задачі для випадку первинного поля у вигляді імпульсу 

Ейрі.  

 

2.1 Симетрична функція Гріна для початково-граничної 

електродинамічної задачі у параксіальному наближенні. 

Точний розв’язок задачі про випромінювання джерела 

електромагнітних хвиль задовольняє хвильовому рівнянню з відомою правою 

частиною, яке в одновимірному випадку середовища без втрат має вигляд:  
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1 E E
Q

v t x

 
− =

 
, (2.1) 

де фазова швидкість хвиль /v c = , c  - швидкість світла у вакуумі,   та 

  діелектрична та магнітна проникності середовища поширення хвиль, а 

функція Q  описує джерело електромагнітного випромінювання. Головну 

зацікавленість викликає імпульсне випромінювання, тому поле слід 
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розглядати у вигляді ( , ) ikxE F t x e−= , де функція ( , )F t x  описіє обвідну 

випромінювання, що має у просторі періодичну структуру з хвильовим 

числом k . Такий спрощений вигляд відповідає одновимірній задачі, що 

дозволяє проаналізувати властивості параксіального випромінювання, 

зокрема, властивості випромінювання у вигляді імпульсу Ейрі. 

Підстановка ( , ) ikxE F t x e−=  у хвильове рівняння (2.1) дає рівняння 

для обвідної  
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1
2 ( , ) ikxF F F
ik k F Q t x e

xv t x

  
− + + =

 
,  (2.2) 

розв’язок якого має дві складові 

 ( , ) ( , ) *( , )F t x F t x F t x= + ,  (2.3) 

де ( , )F t x – загальний розв’язок однорідного рівняння, *( , )F t x – частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння. Загальний розв’язок однорідного рівняння 

при нульових початкових умовах дорівнює нулю. Розв’язок неоднорідного 

рівняння, що описує випромінювання джерела, знаходится за допомогою 

функції Гріна, рівняння якої має вигляд:  
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Функція Гріна, що відповідає цій початково-граничній задачі, 

знаходиться шляхом використання перетворення Фур’є: 

 
1

( , ) ( , )
2

i xG t x g t e d 




−

=  . (2.5) 

Використовуючи представлення 

1
( )

2

i xe d x  




−

= ,  

показано, що ядро інтегрального перетворення задовольняє рівнянню 
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 (2.6) 

Вважаючи, що ( , ) ( , ) ( )g t h t t  = , где ( )t  - одинична функція Хевісайда, 

при нульових початкових умовах (0, ) 0h  = , отримаємо першу похідну, що 

дорівнює 
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і другу похідну 
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Вважаючи, що  
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отримуємо рівняння 
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з початковими умовами у вигляді 

(0, ) 0h  = , 
2(0, )h

v
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. 

Розв’язок рівняння (2.9) з урахуванням початкових умов дає функцію 

Гріна 
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Після обчислення інтегралу в (2.10)  [141] отримуємо явний вираз для 

функціх Гріна: 
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ikxv
G t x t e vt x =  − . (2.11) 

Область впливу функції 
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що показана на рисунку 2.1 вертикальним штрихуванням, враховує вплив на 

поле у точці спостереження x  у момент t  усіх попередніх моментів часу. 

Причому, ці моменти часу задовольняють принципу причинності, так як на 

поле в данній точці x  у момент часу t  можуть впливати тільки ті стани поля 

у точці 'x  в попередні моменти часу, що розміщені у штрихованій області.   

 

Рисунок 2.1–Область впливу функції Гріна початкової задачі 

 

Функція Гріна граничної задачі знаходиться шляхом використання 

перетворення Фур’е 

 
1

( , ) ( , )
2

i tG t x g x e d 




−

=   (2.12) 

в наслідок того, що тепер часова змінна змінюється у нескінченних межах 

t−    . Підстановка у рівняння (2.4) дає вираз 
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Розв’язок рівняння (2.13) знаходиться у вигляді ( , ) ( , ) ( )g x h x x  =  при 

граничних умовах  
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( ,0) 0h  = , 
( ,0)

1
h

x


= −


. 

Із рівності (2.13) з урахуванням граничних умов отримуємо функцію Гріна 

граничної задачі: 

 ( , ) ( )
2

ikxv x
G t x e t

v
= − − . (2.14) 

Область впливу функції (2.14) показано на рисунку 2.2 горизонтальним 

штрихуванням. На рисунку 2.2 видно, що на поле в точці x  впливають стани 

поля в інших точках у всі момент часу t , як минулі, так і майбутні. Мається 

на увазі, що для того, щоб поле у заданій точці дорівнювало заданій 

величині, необхідно враховувати всі момент чису. Принцип причинності у 

цьому випадку втрачає сенс.  

 

Рисунок 2.2– Область впливу функції Гріна граничної задачі 

 

Вище розглядався випадок функції Гріна хвильового рівняння без 

урахування втрат у середовищі. Урахування встрат у середовищі з 

математичної точки зору дозволяє зняти неоднозначності під час обчислення 

інтегралів за рахунок конкретного вибору шляху інтегрування.  

t  

x  

't  

'x  
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Розглянемо функцію Гріна хвильового рівняння у середовищі з 

втратами: 

 
2 2

2 2 2

1
E E E S

tv t x


  
− + =

 
, (2.15) 

де втрати у середовищі описуються коефіцієнтом 0  = . Тут   

провідність середовища, 0  та   – магнітна проникність вакуума і 

середовища відповідно. Швидкість поширення хвиль у цьому випадку стає 

комплексною величиною: 

2 2

1 1
i

v v
 + . 

Для поля ( , ) ikxE F t x e−= , що розглядається, обвідна задовольняє 

рівнянню 

 
2 2

2

2 2 2

1
2 ikxF F ik F k F F Se

x tv t x


   
− + + + =

  
. (2.16) 

Фунція Гріна виразу (2.16) задовольняє рівнянню, де права частина задається 

дельта-функціями Дірака: 

 
2 2

2

2 2 2

1
2 ( ) ( )G G ik G G k G t x

x tv t x
  

   
− + + + =

  
. (2.17) 

Розглянемо початкову задачу, коли у деякий момент часу задано 

функцію та ї похідну на всій координатній вісі  . Розв’язок рівняння (2.17) 

знаходиться за допомогою функції Гріна, що записана у вигляді 

перетворення Фур’є  

 
1

( , ) ( , )
2

i xG t x e g t d  




−

=  , (2.18) 

де функція 

 ( , ) ( , ) ( )g t h t t  =  (2.19) 

задовольняє рівнянню 

 
2

2 2

2 2

1
( , ) ( 2 ) ( , ) ( , ) ( )g t k k g t g t t

tv t
      

 
+ + − + =


. (2.20) 
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Тоді для початкових умов 

 (0, ) 0h  = ,  (2.21) 

 

2(0, )h v
t




=


 (2.22) 

з (2.19) випиває функція Гріна [142]: 

 ( )e ( )
2

ikxv
G t vt x = − , (2.23) 

що співпадає з функцією (2.14).  

Розглянемо тепер параксіальне рівняння 

 
2

2 2 2

2
2

F F
ikv k v F S

xt

 
+ + =


. (2.24) 

Знайдемо для нього функцію Гріна 

 
2

2 2 2

2
2 ( ) ( )G ikv G k v G t x

xt
 

 
+ + =


. (2.25) 

Після застосування перетворення Фур’є ( , ) ( , )i t i xg dte dxe G t x  

 

− −

=    та 

обчислення відповідних інтегралів, функція Гріна описується виразом: 

 

2
2

22

2

( )(1 )
( , )

4

tk
ikvi x

xx i
G t x e e

kv x





−−− −
= . (2.26) 

Функція Гріна параксіального рівняння визначається єдиним чином 

незалежно від порядку інтегрування, на відміну від хвильового рівняння. 

Таким чином, функція Гріна параксіального рівняння у часовій области 

визначається тільки у напівпросторі 0x  , що обумовлено вибором виразу 

для поля ( , ) ( , ) , 0
ik x

E t x F t x e k
−

=  . Особливістю функціх (2.26) є 

відсутність затримки. Коливання, що описується функцією (2.26), 

поширюється миттєво з нескінченною швидкістю, отже, процеси, що 

описуються цією формулою, не містять відношень по типу причина-наслідок.  

Розглянемо тепер випадок параксіального рівняння параболічного 

типу, яке отримується з хвильового рівняння шляхом застосування 
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параксіального наближення [143, 144]. Такий тип наближення передбачає 

знехтування похідною другого порядку порівняно з першою похідною  

 
2

2
2

F F
ik

xx

 



. (2.27) 

Суть параксіального наближення (наближення обвідної, що повільно 

змінюється) у тому, що напрямок поширення випромінювання складає малий 

кут з нормаллю до хвильового фронту. Використовуючи і у цьому випадку 

представлення поля у вигляді добутку обвідної на осцилюючий множник 

( , ) ( , ) , 0
ik x

E t x F t x e k
−

=  , отримаємо рівняння параболічного типу  

 
2

2

2 2

1
2 sign( ) 2 ( )

ik x
F ik x F ik x F k F F Qe

x tv t
 

  
+ + + + =

 
. (2.28) 

Модуль у показнику експоненти введено для того, щоб можна було 

розглядати обидва напрямки просторової змінної x→ . Рівняння для 

функції Гріна у цьому випадку має вигляд [145, 146]: 

 

2

2 2

2

1
( , ) 2 sign( ) ( , )

2 ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

G t x ik x G t x
xv t

ik x G t x k G t x G t x t x
t

   

 
+ +




+ + + =



. (2.29) 

Для розвязку початкової задачі рівняння (2.29), запишемо функцію Гріна у 

вигляді перетворення Фур’є  

1
( , ) ( , )

2

i
qx

i

G t x g t q e dq
i



− 

=   

і дельта-функцію запишемо у вигляді 

1
( )

2

i
qx

i

x e dq
i






− 

=  . 

Тода з (2.29) отримаємо рівняння:  

 
2

2

2 2

1
( , ) 2 ( ( , ) ( ,0)) ( , ) ( , ) ( )g t q ik qg t q G t k g t q g t q t

tv t
 

 
+ − + + =


, (2.30) 
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З урахуванням початкових умов (0, ) 0h q = , 
2(0, )h q v

t


=


 отримаємо 

функцію Гріна в інтегральній формі: 

2 2 2 2 2 22 2 /4 2 /4/2
1 1

1
( , ) ( ) .

2

i
ivt k k v ivt k k vv t qx

i

G t x e C e C e dq
i

   




− − − − −− +

− 

= +

(2.31) 

Розглянемо граничну задачу. Записавши функцію Гріна у вигляді інтегралу 

Фур’є 

1
( , ) ( , )

2

i tG t x g x e d 




−

=   

у середовищі без втрат, отримаємо 

2
2

2

( , )
( , ) 2 sign( ) 2 ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

g x
g x ik x ik x g x k g x i g x x

xv

 
      


− + + + + =


. 

(2.32) 

За умови, що g( ,0) 1/ 2ik = , рівняння (2.32) є звичайним диференціальним 

рівнянням  
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( , )
( , ) 2 sign( ) ( , ) ( , ) 0

g x
g x ik x k g x i g x

xv

 
   


− + + + =


. (2.33) 

На піввісі 0x   рівняння (2.33) має вигляд:  
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( , ) 2 ( , ) ( , ) 0

g x
g x ik k g x i g x

xv

 
   


− + + + =


. (2.34) 

З урахуванням граничної умови g( ,0) 1/ 2ik = , знаходимо частинний 

розв’язок рівняння (2.34), що має вигляд функції: 

 
2 2 2 2

2
( , ) ( )exp

2 2

i v k i v
g x x i x

k v k

  
 

 − −
= − −  

  

. (2.35) 

Таким чином, на всій просторовій вісі x  для будь-якого моменту часу 

t−   функція Гріна визначається виразом:  
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i v
i x i t

ik x v ki
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− − +

−

= −  . (2.36) 

Обчислення інтегралу у формулі (2.36) дає симетричну функцію Гріна 

рівняння параболічного типу у параксіальному наближенні [146]: 
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2
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Упевнимося в тому, що при 0 = функція Гріна  

 

2
2

/2 2(1 )
( , )

4

v k
it

ik x xi v
G t x e e

k x

+
= −  (2.38) 

буде розв’язком диференціального рівняння 
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( , ) 2 sign( ) ( , ) 2 ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )G t x ik x G t x ik x G t x k G t x t x

xv t
  

 
+ + + =


, (2.39) 

шляхом прямої підстановки функції (2.38) у рівняння (2.39).  

Враховуючи, що 

( , ) ( , )sign( )G t x G t x x
x x

 
=

 
 , 

 рівняння (2.39) зводиться до вигляду: 

 
2

2

2 2

1
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. (2.40) 

Якщо  

 
( ,0) ( ) / 2G t t ik= , (2.41) 

що необхідно довести, то рівняння (2.40) спрощується: 
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42 

Покажемо, що функція (2.38) задовольняє рівнянню (2.42). Для цього 

запишемо функцію ( , )G t x  у вигляді 

 

2 2

( )
2 2(1 ) 1

( , ) ( , )
4

k v k t
i x

xi v
G t x e AH t x

k x

+
+

= − = , (2.43) 

де множники A  і H  відповідно дорівнюють  
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x
H t x e

x

+

= . 

Позначаючи u x= , знаходимо частинні похідні ( , )H t x  по часу і новій 

змінній u : 
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(2.45) 
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. (2.46) 

Після підстановки знайдених похідних у рівняння (2.38) отримуємо 

тотожність.  

Перейдемо до границі у (2.43) при 0x →  [147]: 
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−
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Тоді формула (2.43) матиме вигляд:  
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В наслідок того, що 
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справедливо граничне співвідношення 

 
1

( , ) ( )
2

G t x t
ik
→ .  (2.50) 

Таким чином, параксіальне рівняння відноситься до типу 

параболічних рівнянь, які традиційно описують задачі теплопровідності або 

дифузії [148 150]. Такі рівняння описують поширення електромагнітних 

хвиль із нескінченною швидкістю, тобто при наскільки завгодно малій зміні 

коливання в даній точці зміна буде відмінною від нуля у всіх точках відразу. 

Це інтерпретується як результат нескінченно швидкого поширення 

коливання. Очевидне протиріччя, наприклад, з молекулярно-кінетичним 

уявленням про природу тепла пояснюється тим, що рівняння 

теплопровідності отримано без урахування інерційності процесів руху 

молекул, що є наслідком наближеного опису процесу поширення тепла цим 

рівнянням і приводить до виродження принципу причинності. Дійсно, 

нескінченна швидкість поширення означає, що всі причинно-наслідкові 

зв'язки є виродженими, тому що коливання в даній точці в цей момент часу 

проявляється відразу в усі інших точках.  

Параксіальне рівняння (2.28) описує поширення електромагнітних 

сигналів ( , )F t x , які, як відомо, повинні задовольняти принципу причинності, 
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а це входить у суперечність із природою цього рівняння. Очевидно, це є 

наслідком того, що це рівняння описує електромагнітне поле наближено. 

Точний розв’язок електромагнітної задачі, що описується рівнянням (2.2), 

повинен задовольняти принципу причинності, що й показують функції Гріна 

хвильового рівняння.  

 

2.2 Метод інтегральних рівнянь у розв’язання нестаціонарних 

граничних задач 

 

Інтегральні рівняння мають широке застосування у математиці та її 

прикладних додатках. Для інтегральних рівнянь було сформульовано багато 

ідей та цілей, а також сформовано різні методи в розв’язанні цих рівнянь, які 

мають ряд важливих переваг і активно застосовуються при розв’язанні задач 

електродинаміки [151 153]  

Розвиток теорії інтегральних рівнянь має довгу історію, яка 

починається наприкінці XIX в. роботами Ж. Фур'є, Н. Абеля, Л. Эйлера,  

П. С. Лапласа тощо. Сам термін «інтегральні рівняння» був запропонований 

у 1888 році Паулем Дюбуа Реймоном [154]. 

У сучасних роботах [121, 124, 125] опубліковані результати, що 

відносяться до еволюційного підходу в розв’язанні нестаціонарних 

початково-граничних електродинамічних задач із залежними від часу 

параметрами і межами, що рухаються (2D і 3D).  

Переваги інтегральних рівнянь разом з методами їх розв’язання 

формують універсальний апарат при побудові математичних моделей задач 

електродинаміки.   

Сформулюємо метод інтегральних рівнянь Вольтерра. 

Нехай у ізотропному фоновому середовищі з магнітною проникністю 

1 = , діелектричною проникністю  , провіднісю   існує електромагнітне 

поле. Неоднорідність фонового середовища представлена об’ємом ( )V t , що 
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обмежений поверхнею ( )S t . Об’єм ( )V t  визначається характеристичною 

функцією  , що дорівнює одиниці всередині обїему та нулю за його межами.  

Розглянемо рівняння Максвелла у диференціальній формі [118, 120]:  
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E P
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(2.50) 

де B– вектор магнітної індукції електричного поля, 

E–вектор напруженості електричного поля,  

0 0( 1)(1 ) in   = − − +P E P –вектор електричної поляризації, 

( )S t –поверхня, що обмежує об'єм ( )V t , 

( )t –одинична дельта-функція, 

Система рівнянь (2.50) у диференціальній формі описує поле у всьому 

просторі з урахуванням початкових та граничних умов, які включаються 

шляхом використання узагальнюючих функцій. Із системи (2.50) випливає 

хвильове рівняння для поля в середовищі, що характеризується швидкістю 

світла 0 01/v  = (фонове середовище): 
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2 2
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1
rotrot ( 1) ( ( )) ,in S t

t tv t t
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E j
E P E i

  

(2.51) 

Права частина рівняння (2.51) повністю характеризує властивості 

об’єму ( )V t .  

Перехід від рівняння у диференціальній формі до інтегрального 

рівняння Вольтерра другого роду здійснюється за допомогою функції Гріна 

[118, 121]  
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де 0( , )tE r –первинне електромагніте поле у фоновому середовищі, 

 Î –одиничний оператор, –оператор Гамільтона. 

У формулі (2.52) мається на увазі, що первинне поле 0( , )tE r  існує у 

фоновому середовищі незалежно від наявності неоднорідності і є, по суті, 

розв’язком однорідного рівняння. Також вважається, що електрична 

поляризація у фоновому середовищі відрізняється від тої, що існує всередині 

об’єму ( )V t .   

Рівняння (2.52) визначене у всьому просторі від початкового моменту 

до моменті спостереження і описує поле тільки в точках, що належать об’єму 

( )V t . За межами цього об’єму інтегральне рівняння являє собою квадратурну 

формулу, що дозволяє визначили поле за межами об’єму. Рівняння (2.52) 

містить у собі початкові та граничні умови. 

В одновимірному випадку, опускаючи [147] просторові координати, 

рівняння Вольтерра другого роду приймає вигляд:
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00
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x x
E t x E t x dt dx t t P t x E t x

v t v
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  − −
= − − − − 

  
   

(2.53) 

Як і загальне рівняння (2.52), вираз (2.53) містить початкові та граничні 

умови і також описує електромагнітне поле у неоднорідному середовищі.  

Для розв’язання частинних задач у дисертаційній роботі сформулюєм 

метод інтегральних рінянь Вольтерра у параксіальному наближенні.  

 Оригінальним буде хвильове рівняння з джерелом j [155]: 

 
2 2 2

02 2 2 2 2 2
1

1 1 1
( )

E E E j
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,  (2.54) 

де функція ( ) 0h x =  поза інервалом ( , )a b  і дорівнює одиниці ( ) 1h x =  

всередині інтервалу. Права частина рівняння (2.54) містить функцію  

2

2 2 2
1

1 1
( )

E
h x

v v t

  
− − 
   

, 
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що відмінна від нуля тільки всередині інтервалу ( , )a b . Поза цим інтервалом 

права частина рівняння (2.54) містить тільки доданок, що описується 

джерелом j . За допомогою функції Гріна ( , )wG t x  рівняння (2.54) 

записується у вигляді інтегрального співвідношення:  

 

2 2 2
1
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( , ) ( , ) ' ' ( , ') ( ')

'
w

v v E t x
E t x E t x dx dt G t t x x h x
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− −

− 
= + − −


  ,  (2.55) 

де вільний член рівняння є сумою 0( , )E t x , що існує в однорідному 

середовищі і являє собою розв’язок однорідного рівняння  

2 2

2 2 2

1
0

E E

v t x

 
− =

 
, 

і поля, що породжується джерелом ( , )j t x , 

 0 0 0
( ', ')

( , ) ( , ) ' ' ( , ')
'

w
j t x

E t x E t x dx dt G t t x x
t

 
 

− −


= − − −

  .  (2.56) 

Зміст рівняння (2.54) залежить від положення точки спостереження x  

щодо інтервалу ( , )a b .  

Поле всередині цієї області (точка спостереження x  належить 

інтервалу ( , )a b , рисунок 2.3a, знаходиться як розв’язок неоднорідного 

рівняння (2.53).  

Поле поза інтервалом (точка спостереження x  не належить інтервалу 

( , )a b ), рисунок 2.3b–2.3c знаходиться у результаті інтегрування 

внутрішнього поля по цьому інтервалу. 
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Рисунок 2.3–Визначення поля: a) усередині інтервалу як розв’язок 

первинного рівняння;  b)–c) поза інтервалом квадратурною формулою для 

внутрішнього поля 

 

Вважатимемо, що поле являє собою хвилю, що поширюється 

переважно уздовж осі x ,  

 ( , ) ( , ) ikxE t x F t x e−= ,  (2.57) 

де 0k   і ( , )F t x  –обвідна електромагнітного сигналу, представленого даним 

полем.  

Таке припущення має сенс, тільки якщо рівняння розглядається на 

півосі 0x  , оскільки, при 0x   експонентний множник дорівнюватиме 

нескінченності. З урахуванням параксіального співвідношення (2.27) 

рівняння (2.54) зводиться до вигляду: 
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.  (2.58) 

Нехай права частина рівняння (2.58) продовжується нулем на від’ємну 

піввісь 0x   [108].  Тоді розв’язок рівняння визначається формулою: 

2 2 2
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(2.59) 

x’0a x b

a)

x’0 ax b

b)

x’0 a xb

c)
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де ( , ', , ')G t t x x – функція Гріна параболічного рівняння. Виділивши інтеграл із 

джерелом ( , )j t x  як задану функцію 

 '
0 0

0

( ', ')
( , ) ' ' ( , ')

'

ikxj t x
F t x dx dt G t t x x e

t
 

 

−


= − − −

    (2.60) 

у рівнянні (2.59), отримаємо інтегральне рівняння відносно функції ( , )F t x : 
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  .     (2.61) 

Функція Гріна у інтегральному рівнянні (2.61) визначається 

співвідношенням (2.38):  

При такій функції Гріна інтеграл у правій частині рівняння (2.59) 

задовольняє умові: 
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  (2.62) 

Підставивши вираз (2.38) для функції Гріна, перепишемо інтегральне 

рівняння (2.61) у вигляді: 
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(2.63) 

з вільним членом, що визначається джерелом: 
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  . (2.64) 

Розглянемо зміст виразу (2.63) залежно від розміщення інтервалу 

( , )a b  й точки спостереження x . 

а) Нехай шар (інтервал) ( , )a b  знаходиться праворуч від джерела й від 

нульової точки, 0a  , і точка спостереження знаходиться усередині шару 
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a x b   (рисунок 2.4). Таке положення природним чином визначає інтерес 

відбиття сигналу від шару.  На рисунку 2.4 і в подальших рисунках 

штрихована лінія позначає інтервал, по якому проводиться інтегрування. 

Крапками позначається незадіяний інтервал, тобто інтервал, що не дає внеску 

в інтеграл.  

 

 

Рисунок 2.4– Положення шару праворуч від джерела й від нульової точки, 

точка спостереження ( , )x a b  

 

У цьому випадку функція ( , )F t x  розглядається у внутрішніх точках  

як усередині інтервалу в (2.63), так і поза ним. Тобто, для цієї функції 

співвідношення (2.63) описується інтегральним рівнянням 
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, (2.65) 

і у цьому випадку функція ( , )F t x  повинна бути його розв’язком. Рівняння 

(2.65) є інтегральним рівнянням Вольтерра по просторовій координаті. 

Розв’язок цього рівняння означає знаходження електричного поля усередині 

шару.  

б) Якщо точка спостереження знаходиться поза шаром ліворуч, x a , то 

інтеграл в (2.63) дорівнює нулю й шукана функція ( , )F t x  дорівнює вільному 

члену рівняння, рисунок 2.5. 

 

 

Рисунок 2.5– Положення шару праворуч від джерела й від нульової точки, 

точка спостереження спостереження x a  
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Таким чином, у цьому випадку шар не впливає на поле й воно представлене 

тільки безпосереднім випромінюванням джерела 

в) Якщо точка спостереження знаходиться поза інтервалом ( , )a b  

праворуч x b  (рисунок 2.6), то функція ( , )F t x  дорівнює сумі вільного члена 

й інтеграла по інтервалу, що відповідає ширині шару: 
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. (2.66) 

 

 

 

Рисунок 2.6– Положення шару праворуч від джерела й від нульової точки, 

точка спостереження ( , )x a b , x b  

 

Інтеграл по інтервалу визначається значеннями функції всередині 

нього: поле являє собою суму випромінювання джерела поля, 

перевипроміненого шаром.  

г) Якщо джерело знаходиться усередині шару, тобто інтервал, 

відповідний до товщини шару, потрапляє на додатну піввісь тільки частково,

0a  , і точка спостереження x  знаходиться в цій частині інтервалу, 0 x b   

(рисунок 2.7), то в рівнянні (2.65) змінюється тільки нижня межа 

інтегрування: 
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Рисунок 2.7– Положення джерела усередині шару, 0a  , 0 x b   

д) Якщо ж точка спостереження x  знаходиться праворуч від шару, а 

він частково знаходиться на додатній півосі, то перевипромінювання буде 

тільки цією частиною інтервалу (рисунок 2.8) 

 

 

Рисунок 2.8– Положення точки спостереження x  праворуч від інтервалу 

( , )a b  

 

е) Якщо шар ( , )a b  знаходиться ліворуч від джерела (інтервал не 

знаходиться  повністю ліворуч від нульової точки), то він ніяк не впливає на 

розв’язання поставленої задачі (рисунок 2.9) 

 

 

Рисунок 2.9– Положення точки спостереження x  праворуч від джерела й 

нульової точки й розташування шару ( , )a b  ліворуч від джерела. 

 

У порівнянні із задачею для хвильового рівняння змінюються ролі 

просторової й часової змінної. Просторова змінна переймає на себе роль 

часової, оскільки, стосовно неї з'являється неоднорідність. Усе дослідження 

напрямлене тільки в додатному напрямку вісі x , у той час як за часом 

однобічності немає. Функція Гріна хвильового рівняння індиферентна 

відносно просторових координат, але несиметрична відносно часу.  

Розглянемо тепер задачу з іншою постановкою, а саме, початкову 

задачу відносно просторової змінної.  

Нехай поле задане в точці 0x =  в будь-який момент часу  



53 

 00
( , ) ( ) ( ).

x
E t x E t F t

=+
= =   (2.68) 

Тоді задачу можна переформулювати у такий спосіб: розглянемо 

рівняння з початковою умовою 
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де 
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.  

Розв’язок рівняння (2.69) визначається сумою потенціалів 

 0( , ) ( )F t x G f G F t=  +  ,  (2.70) 

де в першому потенціалі передбачається, що функція ( , )f t x  продовжена 

нулем на негативну піввісь 0x   
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,  (2.71) 

а другий інтеграл визначає вільний член інтегрального рівняння 

 0 0 0( , ) ( ) ' ( ', ) ( ')F t x G F t dt G t t x F t



−

=  = − .  (2.72) 

Вільний член (2.71) повинен задовольняти граничній умові  

 0 00
( , ) ( )

x
F t x F t

=+
= .  (2.73) 

Таким чином, співвідношення (2.70) має вигляд інтегрального 

рівняння:  
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Підставивши функцію Гріна в (2.74), остаточно отримуємо: 
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  (2.75) 

де вільний член 0( , )F t x  визначається полем у нульовій точці:  
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У параксіальному випадку неоднорідність існує увесь час, а вільний 

член являє собою випромінювання джерела, розташованого в деякій точці, 

наприклад, у точці 0x , у півпросторі правіше від цієї точки 0x x . Відбите 

поле буде у випадку, якщо 0a x . 

 

2.3 Метод резольвенти для розв’язання інтегрального рівняння 

нестаціонарної граничної задачі 

 

Для розв’язання інтегральних рівнянь існують як точні, так і 

наближені методи (метод послідовних наближень, заміна інтеграла кінцевою 

сумою, метод квадратур тощо) [147, 156 160]. Вибір методу розв’язання 

залежить від виду рівняння. Точний розв’язок інтегрального рівняння 

Вольтерра другого роду можна отримати методом резольвенти. Суть цього 

методу полягає у використанні спеціальної функції, називаною 

резольвентою.  

Якщо точка спостереження розташована усередині об’єму ( )V t , то 

інтегральне рівняння (2.52) є інтегральним рівнянням Вольтерра другого 

роду і його розв’язок може бути знайдене за допомогою резольвенти R̂ [121, 

126]: 

 R̂= +E F F ,  (2.77) 

де Eй F  - вектор-функції й  
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 ˆ ˆ' 'R d R=  x x x .  (2.78) 

У формулі (2.78) і нижче будуть використовуватися дужкові 

позначення Дірака А для елементів оператора А . Резольвенту R̂  отримано 

методом послідовних наближень й представлено у вигляді ряду: 

 ( ) ( )
1 1

1

ˆ ˆ ˆn

n

R K I K K K I K
 − −

=

= = − = − ,  (2.79) 

З рівняння (2.79) випливає операторне рівняння для резольвенти:  

 ˆ ˆR KR K− = ,  (2.80) 

 ˆ ˆR RK K− = .  (2.81) 

Надалі будемо використовувати першу форму цих рівнянь. 

Підставляємо знайдене по формулі (2.77) поле у формулу  

 K̂= +E F E ,  (2.82) 

де 
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,  (2.83) 

і оператори 1P̂ , 1M̂ , 1ĵ  і î  відповідають функціям 1 1 1( ), ( ), ( ), ( )P E M E i E j E , Ці 

функції отримані зі співвідношень для узагальнених функцій ( ), ( ), ( )P E M E j E

, які описують електромагнітне представлення середовища у всьому просторі 

[126]. 

Вважаючи, що точка спостереження знаходиться за межами об’єму

( )V t , запишемо вираз для поля поза ( )V t :  

 
( )ˆ ˆ ˆ ˆ

ex ex in ex ex in in ex inK K R N= + = + + = +E F E F F F F F .  (2.84) 

У формулі (2.84) індекси «ex» і «in» позначають належність точки 

спостереження до зовнішньої або внутрішній частині об’єму ( )V t . Введений  

у формулі (2.84) оператор відбиття дорівнює:  
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ˆ ˆ ˆ ˆ( )exN K I R= + .  (2.85) 

Таким чином, задача знаходження електричного поля зводиться до 

побудови резольвентного оператора. Більш докладне описання 

вищенаведених формул наведено в [126].  

 Для визначення основних особливостей методу резольвенти 

розглянемо одномірну задачу для електромагнітного поля в діелектричному 

півпросторі, у якому діелектрична проникність фонового середовища   

змінюється на величину 1 .  Також фонове середовище вважається 

немагнітною ( 1 =  ), недисперсійним та без втрат.  Характеристична функція 

визначається як ( ) ( )x =x .  

Нехай електромагнітне поле  не залежить від поперечних координат y  

і z , а залежить тільки від поздовжньої координати x , вісь якої 

перпендикулярна нестаціонарній межі розділення середовищ, рівняння якої 

можна записати у вигляді 0x = . Така умова виконується для 

електромагнітних хвиль, що падають на межу розділення середовищ по 

нормалі. Опускаемо поперечні координати  у рівнянні  

 

( )

( ) ( )

1
0

0 1 0 1

1 ˆ ˆ' | Г | '

ˆ ˆ ˆ ˆ| Г | ' | Г | ' ( )

е ex

b ex j

d P P

M M j i S


 

     


= + − −



− − + +

E F x x x

x x x x
 (2.86)

 

та інтегруємо за формулою  

 
( )' /

2 ( ) ( )
'

v
dy dz v v x x

 
    



−

− −
  = − −

− 
r r

r r
,  (2.87) 

де t t = − . Враховуючи також, що ( ) 0  =E , у цьому випадку виходить 

скалярне рівняння для електричного поля: 

 
ˆ' ' ( ')E F d K E= +  x x x x .  (2.88) 

Ядро цього інтегрального рівняння має вигляд 

 ( ) ( )ˆ ˆ' 'K x Г x  = −x x x x ,  (2.89) 
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де 1( ) / 2 v   = −  и 
2

2

'ˆ '
x x

Г
vt

 
 − 

= − 
  

x x .  

Зміст інтеграла в (2.88) полягає в інтегруванні по ( ),t x=x  при 

0 ,t x  −   .  

Якщо вилучити множник одиничної функції ( ) ( )x =x , то отримуємо 

задачу в необмеженому просторі з резольвентою  

 
2

(1) 1
2

1

ˆ '
x xv

R t t
v vt

 
 − 

= − − − 
  

x x . (2.90) 

З рівняння  (2.90) видно, що твірні конуса резольвенти являють собою 

характеристики, уздовж яких визначаються властивості середовища. Внесок 

відбитої характеристики визначається коефіцієнтом 1 1( ) / ( )R v v v v= − +  [126]. 

Резольвента для області з однієї границею розділення середовищ  

визначається формулою (рисунок 2.10): 

 ( ) ( ) ( )1 1

1

ˆ ˆ' '
v x x

R x R R t t x
v t t v

   
    + 

 = − − +  
    

x x x x ,  (2.91) 
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Рисунок 2.10–Відбиття конуса резольвенти від світової межі. 

 

Розглянемо тепер метод інтегральних рівнянь Вольтерра для 

визначення поля хвилі, що пройшла з півпростору із середовищем   через 

плоску межу в нескінченний півпростір, що займає середовище з 

діелектричною проникністю 1 . Скористаємось інтегральним рівнянням 

Вольтерра другого роду, яке має вигляд: 

 
2

1
0 2

0

'
( , ) ( , ) ' ' ' ( ', ')

2

x x
E t x E t x dt dx t t E t x

v vt

  


 

 

−

 − −
= − − − 

 
  ,  (2.92) 

де 0( , )E t x – первинне поле, ( , )E t x ( ),t x – поле в точці спостереження ( , )t x . 

Якщо точка спостереження ( , )t x  знаходиться в півпросторі з 

діелектричною проникністю 1 , то розв’язок цього рівняння будемо шукати 

за допомогою методу резольвенти, отриманої вище для випадку утворення 

(t,x) 

 t-x/v 

t’ 

0 

x' 

1 

x'=v t' 

v  (t-t')-|x-x'|  = 0 

v (t-t')=x+x' 
1 

1 
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півпростору в нульовий момент часу на півосі 0 t  . Резольвента 

інтегрального рівняння в цьому випадку складається із двох частин:  

 1 2
ˆ ˆ ˆ( )( ) ( ')R x R R x = + ,  (2.93) 

де:  

 
2 2 2
1

1 2 2
11

ˆ ' ( ) ( ')
2

x xv v
R x t t x

vv v t
  

 − − 
= − − 

  
x x ,  (2.94) 

 
2 2 2
1

2 2 2
11

'ˆ ' ( ) ( ')
2

v v x x
R x R t t x

vv v t
  

 −  +
= − − 

  
x x .  (2.95) 

У формулах (2.94)– (2.95) фазові швидкості хвиль рівні 1 1/ , /v c v c = = .  

Продовжимо резольвенту (2.93) на всю числову область як показано на 

рисунку 2.11.  

 

Рисунок 2.11–Відбиття конуса резольвенти від світової межі в необмеженому 

просторі 

 

Характеристики резольвенти, 1 1' 'x v t v t x= − + − , 1 1' 'x v t v t x= − + +  і

1 1' 'x v t v t x= − + , обумовлені дельта-функціями, показані рисунку 2.11 

суцільними лініями.  

Поле необмеженої хвилі, що пройшло через границю розділення 

середовищ, визначається формулою:  
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(2.96) 

Підставивши первинне поле 0( , )E t x у вигляді плоскої монохроматичної хвилі 

в (2.96) і обчисливши відповідні інтеграли, отримаємо:  

1

2 2 2 2 2 ( )( )
1 1 1

1 0 2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 4
( , ) ( )

2 ( ) ( )( )

xx i ti t
vv

v v v v v v
E E t x x e e

v v v v v v v v




−−
 

−  
= + + 

− − + 
 

. 

(2.97) 

Таким чином, у наслідок взаємодії плоскої хвилі із межею 

утворюється хвиля такого ж типу, як і падаюча, і хвиля з новим хвильовим 

числом. Перша хвиля у формулі (2.98) гасить падаючу, що узгоджується з 

теоремою погашення Евальда-Озеєна [161]. Після спрощення в (2.97) 

отримуємо поле плоскої хвилі, що пройшла через межу розділення 

середовищ: 

 1

( )
1

1
1

2
( )

x
i t

vv
E x e

v v




−

=
+

.     (2.98) 

Хвиля, що пройшла через межу, має частоту падаючої хвилі, нове 

хвильове число, відповідне до нового значення діелектричної проникності й 

амплітуду, що збігається з відомим співвідношенням.  

Тепер розглянемо випадок більш складного первинного поля, а саме 

хвилю, обмежену переднім фронтом ( / )
0 ( / )i t x vE e t x v −= − . Поле такої 

хвилі відмінно від нуля нижче пунктирної лінії ' 'x vt= , показаної на  

рисунку 2.12. 



61 

 

Рисунок 2.12– Відбиття конуса резольвенти від світової межі в 

необмеженому просторі для поля, обмеженого переднім фронтом.  

 

Така задача еквівалентна задачі, коли півпростір з’являється у 

нульовий момент часу. Електричне поле буде обчислюватися по тій же 

формулі (2.96), якщо точка спостереження знаходиться праворуч від фронту 

падаючої хвилі. Тоді поле в цій точці буде мати вигляд: 

 1

( )( )
1

1 0
1 1

2
( , ) ( ) ( )

( )

xx i ti t
vv

x v
E E t x x t e e

v v v


 

−−
 
 = + − − +
 +
  

.  (2.99) 

Теорема погашення також виконується, і поле визначає тільки одна хвиля з 

новим хвильовим числом, як і у випадку необмеженої хвилі: 

 1

( )
1

1
1 1

2
( ) ( ) .

( )

x
i t

vx v
E x t e

v v v



 
−

= −
+

 (2.100) 

Якщо ж точка спостереження знаходиться ліворуч від цієї ж лінії, то 

поле хвилі, що пройшла, буде дорівнювати нулю. 
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Вищевикладені методи були застосовані для дослідження плоскої 

монохроматичної хвилі, однак, метод резольвенти дозволяє розглядати 

довільне первинне поле. Подальші дослідження з використанням цього 

методу будуть зроблені для випадку імпульсу Эйри, що виступає в якості 

первинного поля.  

Висновки по розділу 

 

1. За допомогою інтегрального рівняння Вольтерра другого роду, яке 

еквівалентно рівнянням Максвелла із включеними граничними й 

початковими умовами, сформульовано початково-граничну 

електродинамічну задачу про перетворення електромагнітних сигналів у 

неоднорідному нестаціонарному середовищі. Крім автоматичного включення 

граничних і початкових умов, інтегральне рівняння Вольтера має наочний 

фізичний зміст і універсально стосовно вільного члена рівняння.  

2. Розглянуто параксіальне наближення такого рівняння. Суть такого 

наближення полягає в тому, що воно описує поширення хвиль переважно у 

напрямку, який становить малий кут з віссю симетрії середовища.  

3. Розглянуто й проаналізовано ідеологію інтегральних рівнянь 

Вольтера у параксіальному наближенні. Отримано симетричну стосовно 

просторової координати функцію Гріна параксіального рівняння.  

4. Докладно викладено метод резольвенти для розв’язання 

інтегрального рівняння задачі про перетворення електромагнітної хвилі. 

Метод резольвенти для розв’язання інтегрального рівняння дозволяє 

розглядати в якості первинного поля довільну електромагнітну хвилю. 

Докладні дослідження в дисертаційній роботі проведені для первинного поля 

у вигляді імпульсу Эйри. 

5. Проведено аналіз поширення плоскої хвилі у неоднорідному 

середовищі, властивості якого різко змінюються в певний момент часу. 

Показано, що в результаті взаємодії плоскої хвилі із границею утворюється 

хвиля такого ж типу, як і падаюча, і хвиля з новим хвильовим числом. Одна з 
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новоутворених хвиль гасить падаючу, а друга має частоту падаючої й нове 

хвильове число, що відповідає новому значенню діелектричної проникності, 

й амплітуду, що збігається з відомим співвідношенням.  
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РОЗДІЛ 3 

ПЕРЕТВОРЕННЯ ІМПУЛЬСІВ ПЛОСКОЮ МЕЖЕЮ 

РОЗДІЛЕННЯ ДІЕЛЕКТРИЧНИХ СЕРЕДОВИЩ 

 

У даному розділі досліджується нестаціонарна задача про 

перетворення імпульсів неоднорідним середовищем. Детально 

досліджуються властивості проходження непараксіального імпульсу Ейрі 

через плоску нерухому нестаціонарну межу розділення середовищ. Динаміку 

процесу зміни електромагнітного імпульсу розглянуо для випадку 

релятивістського рівноприскореного руху межі середовища.  Для 

трансформованого імпульсу Ейрі отримано точні виращи. Усі дослідження 

проведено за допомогою методу резольвенти, застосовуваного до 

інтегрального рівняння Вольтерра, що описує розглянутий процес.   

 

3.1 Трансформація імпульсу Ейрі плоскою межею 

нестаціонарного діелектрика  

 

Розглянемо задачу про перетворення імпульсу Ейрі межею 

нестаціонарного діелектрика методом інтегральних рівнянь Вольтерра [162– 

168]. Нестаціонарність полягає у різкій зміні у півпросторі 0x   в нульовий 

момент часу значення діелектричної проникності середовища. Первинний 

електромагнітний імпульс 0( , )E t x , де t – час, x – просторова координата, 

поширюється перпендикулярно межі 0x =  з боку діелектрика із проникністю 

  ( 0x   ).  

Розглянемо в якості первинного поля імпульс, випромінюваний 

джерелом з кубічним спектром 
3( ) /3Φ( )= i Tе  . 
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 Випромінювання такого джерела являє собою просторово-часовий 

імпульс, що описується функцією Ейрі 

 

3( )

( / / ) / /31
Ai

2

i
i

t T x vT i x vT i t Tt x
e e e e d

T vT

 
   



+
− + −

−

 
− + = 
 

 .  (3.1) 

Тут параметр  характеризує дисипативні властивості середовища.  

Беручи до уваги особливості функції Ейрі, імпульс (3.1) обмежений переднім 

фронтом [161, 169]: 

 ( )
3/221/4

3/23Ai 1 ( ) ,
2

zz
z e o z z



− −
− = + → +

 
  (3.2) 

і його початкова позиція обрана так, що він починає взаємодіяти із межею в 

нульовий момент часу. Рисунок 3.1а демонструє часовий хід первинного 

імпульсу у двох різних точках, а розподіл величини поля уздовж шляху 

поширення в різні моменти часу показано на рисунку 3.1б. Електричне поле в 

точці спостереження ( , )t x  описується інтегральним рівнянням [126]  

 
2 2 2
1

0 2 2
1 0 0

| ' |
( , ) ( , ) ' ' ' ( ', ')

2

v v x x
E t x E t x dt dx t t E t x

vv v t


 
−  − 

= − − − 
 

  ,  (3.3) 

У рівнянні (3.3) у якості вільного члена 0( , )E t x  розглянуто імпульс 

Ейрі (0.1).  

. 
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а) часовий хід первинного імпульсу у двох різних точках  

  

б) розподіл поля уздовж шляху поширення в різні моменти часу 

Рисунок 3.1–Просторово-часовий розподіл електромагнітного імпульсу Ейрі 
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Якщо точка спостереження ( , )t x  знаходиться в області імпульсу, що 

пройшов через межу (в області середовища з діелектричною проникністю 1

), то співвідношення (3.3) являє собою рівняння для поля минулого імпульсу.  

Якщо точка спостереження знаходиться в області середовища із 

проникністю  , то це ж саме співвідношення являє собою формулу для 

розрахунку поля, відбитого імпульсу, по уже знайденому полю імпульсу, що 

пройшов через межу. 

Первинний імпульс обмежений переднім фронтом і його взаємодія із 

межею розділення середовищ починається в нульовий момент часу. Тоді 

постановка задачі зводиться до добре досліджених задач про електромагнітне 

поле у нестаціонарному середовищі [126, 160].  

Поле імпульсу, що пройшов через межу, визначається розв’язанням 

інтегрального рівняння (3.3), отриманого методом резольвенти, який 

описаний вище. Резольвента інтегрального рівняння складається із двох 

частин [126]:  

 1 2
ˆ ˆ ˆ( )( ) ( ')R x R R x = + ,  (3.4) 

де перша її частина має такий же вигляд, як для випадку необмеженого 

півпростору: 

 
2 2 2
1

1 2 2
11

ˆ ' ( ) ( ')
2

x xv v
R x t t x

vv v t
  

 − − 
= − − 

  
x x .  (3.5) 

Друга частина резольвенти 

 
2 2 2
1

2 2 2
11

'ˆ ' ( ) ( ')
2

v v x x
R x R t t x

vv v t
  

 −  +
= − − 

  
x x ,  (3.6) 

обумовлена наявністю плоскої межі. Множник 1 1( ) / ( )R v v v v= − +  збігається 

з коефіцієнтом відбиття плоскої гармонійної хвилі від плоскої межі 

діелектричного середовища. Застосування резольвенти (3.4) до вільного 

члена рівняння (3.3) дає електричне поле імпульсу, що пройшов через межу 

розділення середовищ:  
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  (3.7) 

Область інтегрування у першому доданку виразу (3.7), обумовлена 

нерівністю 

1

'
0

x x
t t

v

−
− −  . 

Другий інтеграл у цій формулі враховує вплив межі розділення 

середовищ і область інтегрування в ньому, обумовлена нерівністю  

1

'
0

x x
t t

v

+
− −  . 

Первинний імпульс відмінний від нуля в області, що задається 

нерівністю, ' 'x vt . 

Результатом інтегрування у формулі (3.7) буде вираз імпульсу, що 

пройшов через межу. Він складається з віртуального імпульсу, який гасить 

падаючий імпульс, і другого, що представляє собою власне імпульс, що 

пройшов через межу. Це є демонстрацією виконання принципу погашення 

Евальда-Озеєна, про який згадувалося вище: 

 1
0 0

1 1

2
( , ) ( , ) Ai ( ) AiTr

t x v t x
E t x E t x x I

T vT v v T v T


  
= − − + + − +  

+   
.  (3.8) 

 Як і слід було очікувати, імпульс поширюється з новою швидкістю, 

що відповідає середовищу з діелектричною проникністю 1 . В більш оптично 

щільнім середовищі, 1 / 1u v v=  , відбувається затримка імпульсу Ейрі у часі, 

і прискорення в протилежному випадку. Форма імпульсу при цьому не 

змінюється, рисунок 3.2а, що пояснюється в цьому випадку відсутністю 

дисперсії середовища.  
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(а) Імпульс Ейрі, що пройшов через межу, ( , )TrE t x  в точці / 1x vT =  

 

(б) Відбитий імпульс Ейрі ( , )RE t x  в точці / 1x vT = −  

Рисунок 3.2– Часовий хід відбитого імпульсу Ейрі  та того, що 

пройшов, після взаємодії із плоскою границею. Крапками показано 

первинний імпульс, суцільна лінія відповідає випадку 1 / 0.8v v = , пунктирна 

із крапками відповідає випадку 1 / 1.5v v =  
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Підставляючи вираз для вторинного поля (3.8) у вираз (3.3), та 

проводячи інтегрування, отримаємо вираз для відбитого від межі імпульсу: 

 1
0

1

( , ) AiR
v v t x

E t x I
v v T vT

−  
= − − 

+  
.  (3.9) 

Відбитий імпульс також описується функцією Ейрі, поширюється в 

протилежному напрямку в порівнянні з падаючим і має суттєво меншу 

амплітуду, як показано на рисунку 3.2б. В більш оптично щільнім 

середовищі, де 1 / 1u v v=  , відбитий імпульс відрізняється лише по величині 

від первинного. В оптично менш щільнім середовищі відбувається переворот 

головного пелюстка відбитого імпульсу в порівнянні з головним пелюстком 

падаючого. 

Коефіцієнт проходження   

         

1

1

2v

v v+
 

у формулі (3.8) і коефіцієнт відбиття  

1

1

v v

v v

−

+
 

в (3.9) для імпульсу Ейрі збігаються з відповідними коефіцієнтами для 

плоскої гармонійної хвилі. 

 

3.2 Просторово-часова структура імпульсу Ейрі у 

нестаціонарному середовищі 

 

 Асиметрична форма імпульсу Ейрі становить інтерес для подальшого 

дослідження процесу його взаємодії з неоднорідним середовищем. 

Особливий інтерес у розглянутому явищі являє наявність більш, ніж однієї 

асиметрії. Така асиметрія може бути представлена появою межі розділення 

або нестаціонарністю середовища [171–177]. Параметричні явища в активних 

середовищах довгий час привертали увагу у зв'язку з генерацією й 

посиленням електромагнітних хвиль за допомогою часової модуляції 
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параметрів середовища [178–187]. Дослідження перехідних електромагнітних 

явищ суттєво важливо для керування сигналом за допомогою часового 

настроювання параметрів середовища, що зумовлене активним розвитком 

оптоелектронних систем. Для побудови бажаної картини електромагнітного 

поля необхідно використовувати комплексну модуляцію параметрів 

середовища. Однак, основні особливості хвильового перетворення можна 

виявити, розглянувши простий випадок різкої зміни параметрів середовища в 

часі.  

Розглянемо перетворення електромагнітного імпульсу Ейрі 0( , )E t x  

плоскою межею ( 0x  ), яка виникає в нульовий момент часу. До нульового 

моменту показник заломлення середовища дорівнював n = , а після 

нульового моменту різко змінився до значення 1 1n =  (рисунок 3.3) 

 

Рисунок 3.3– Геометрія задачі. Середовище з показником заломлення 

1n  виникає в нульовий момент часу. 

 

Первинний імпульс Ейрі поширюється перпендикулярно границі 

нестаціонарного діелектрика. Така постановка задачі визначає асиметрію в 

часі й просторі: у майбутньому ( t → ) і в минулому ( t →−  ) ситуації 

відрізняються, а також ситуації різні в напрямку 0x   й у протилежному 

випадку ( 0x   ).   

x x0

E

1 1/v c n=/v c n=

0

0
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Тепер будемо розглядати імпульс Ейрі залежно від стартового 

параметра 

0 0t x
p

T vT
= − + , 

обумовленого моментом 0t  початку поширення імпульсу й місцем 

розташування джерела 0x , що генерує імпульс:  

 0( , ) Ai
t x

E t x p
T vT

 
= − + − 

 
.  (3.10) 

де T – часовий масштаб.  

Поведінка імпульсу 0t в протилежних напрямках визначається 

асимптотиками  

 

( )

1 1/2 1/4 3/2

3/21/2 1/4

2 exp( 2 / 3),
Ai( )

sin 2 / 3 / 4 ,

t t t
t

t tt



 

− − −

− −

 − →+


 
+ →−



 (3.11) 

і визначає третю асиметрію в постановці задачі, показану на рисунку 3.4. 

-10 0 10

-0.4

0.0

0.4

 
 

E


x/vT

 p=-5

 p=5

 

Рисунок 3.4– Просторовий розподіл імпульсу Ейрі в момент часу / 5t T =  для 

5p = − (суцільна лінія) і 5p =  (пунктирна лінія). 

 

Таким чином, розглядається потрійна асиметрія: асиметричність 

первинного імпульсу, асиметричність об'єкта дифракції й асиметрична 

поведінка цього об'єкта у часі.  
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Особливе значення в перетворенні імпульсу має знак його стартового 

параметра p . Положення переднього фронту первинного імпульсу в (3.10) 

визначається нерівністю / 0t x v pT− + −  .  Ця нерівність визначає область у 

координатах простір-час із майже нульовим полем як показано на рисунку 

3.6 жирною пунктирною лінією із двома крапками й тонкими пунктирними 

лініями. 

 

(а) при додатному значенні стартового параметра 0p   

 /  

(б) при від’ємному значенні стартового параметра 0p   

Рисунок 3.5– Початкове положення імпульсу Ейрі у середовищі зі 

змінним у нульовий момент часу показником заломлення для різних значень 

стартового параметра p . 

 

Суцільними лініями показано просторово-часову область, відповідну 

до нового стану середовища, де діелектрична проникність змінилася в 

x

t

p

0E

x

t

p

/ 0t x v p− + − =

0E0E
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нульовий момент часу. Пунктирними лініями показано область, що займає 

первинний імпульс.  

 Якщо стартовий параметр приймає додатне значення 0p  , то 

головний пелюсток і частина «хвоста» первинного імпульсу Ейрі 

знаходиться  глибоко в середовищі, де діелектрична проникність змінилася в 

нульовий момент часу (рисунок 3.6а). У протилежному випадку, при 

від’ємних значеннях 0p  , передній фронт імпульсу Ейрі не досягає межі до 

нульового моменту часу 0t =  (рисунок 3.6б) 

Для розв’язання задачі про взаємодію імпульсу Ейрі із плоскою 

межею використовується метод інтегральних рівнянь Вольтерра, описаний 

вище. У випадку, коли показник заломлення середовища різко змінюється в 

нульовий момент часу, електричне поле описується рівнянням:  

 
2 2 2

1
0 2 2

1 0 0

'
( , ) ( , ) ' ' ' ( ', ')

2

x xv v
E t x E t x dt dx t t E t x

vv v t






 
 − −

= + − − 
 

  ,  (3.12) 

 Поза нестаціонарним середовищем, 0x  , де показник заломлення різко 

змінюється, вираз (3.12) являє собою інтегральне рівняння для поля в цій 

частині середовища. Якщо точка спостереження ( , )t x  належить 

нестаціонарному середовищу ( 0, 0)t x  , то розв’язок рівняння (3.12) 

визначає поле імпульсу, що пройшов через межу. Якщо ж точка 

спостереження ( , )t x  знаходиться поза нестаціонарним середовищем 

( 0, 0)t x  , то рівняння (3.12) є формулою для відбитого поля, що 

обчислюється по вже знайденому полю. Для 0t   ядро інтегрального 

рівняння (3.12) дорівнює нулю, у наслідок чого 0( , ) ( , ).E t x E t x=  

Для знаходження вторинного поля, яке визначається рівнянням,  

 0 0

0 0

( , ) ( , ) ' ' ( , ', , ') ( ', ')E t x E t x dt dx R t t x x E t x

 

= +   ,  (3.13) 

використовуємо резольвенту інтегрального рівняння (3.13) [128]:  
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2 2 2
1 1

2 2
1 1 11

'ˆ ( ) ( ')
2

x xv v v v x x
R x t t t t x

v v v vv v t
   

  −   −  − +
 = − − + − −    

+    

.  

 (3.14) 

Підставимо вираз для резольвенти (3.14) у формулу для вторинного поля 

(3.13) і виконаємо інтегрування: 

 0 0

0 0

ˆ' ' ( , ', , ') ( ', x') ( , ) ( , ), 0, 0Tdt dx R t t x x E t E t x E t x t x

 

= − +    ,  (3.15) 

де перший доданок 0( , )E t x− – це віртуальний імпульс, який гасить падаючий 

імпульс згідно з теоремою Евальда-Озеєна, а другий доданок визначає 

імпульс, що пройшов через границю ( , )TE t x .  

Перший доданок, що входить до складу ( , )TE t x  

 
1

1

1 1

2
AiT

v t x
E p

v v T v T

 
= − + − 

+   ,

 (3.16) 

являє собою проходження первинного імпульсу через межу, яка виникає в 

нульовий момент часу (рисунок 3.6). Він поширюється в тому ж напрямку, 

що й первинний імпульс, але з новою швидкістю, відповідною до середовища 

з новим показником переломлення.  

Наступні два доданки, що входять до складу минулого імпульсу 

( , )TE t x  

2 3

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1

( ) ( )
Ai ( ) , Ai - ( )

2 2
T T

v v v v x v v v v x
E t p E t p

vT v vT vv v

   − +
= + − = − −   

   
 (3.17) 

є результатом розщеплення первинного імпульсу 0( , )E t x  на два інших 

унаслідок стрибка діелектричної проникності в нульовий момент часу [179]. 

Вони поширюються в протилежних напрямках, але імпульс 
3

( , )TE t x  існує 

тільки в області 1x v t , тому що утворився вже після зміни діелектричної 

проникності. Цей імпульс зберігає той ж напрямок, що й первинний імпульс 

Ейрі, але має протилежний напрямок з імпульсом 
2

( , )TE t x , який 
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поширюється в напрямку до межі, що утворилась. Цей імпульс, 

відбиваючись від межі ( 0x =  ), формує відбитий імпульс
4

( , )TE t x , що існує в 

середовищі, описаному нерівністю 10 x v t  : 

 
4

2
1 1 1

2
11

( )
Ai ( )

2 ( )
T

v v v v x
E t p

vT vv v v

 −
= − − − 

+  
.  (3.18) 

Таким чином імпульс, що пройшов через плоску межу, складається із 

чотирьох хвиль і має вигляд: 

 
( ) ( )

1 4 2 31 1( , ) ( ) / ( ) /T T T T TE t x x t x v E E E x v t E   = − + + + −
 

.  (3.19) 

 

 

 

Рисунок 3.6–Положення дифрагованих імпульсів. Звичайні минулі й відбиті 

імпульси позначені пунктирними стрілками, а імпульси, утворені в 

результаті зміни в часі середовища, позначені точечно-пунктирними 

стрілками. 

Обчислення інтегралів у формулі (3.12) з використанням знайденого 

внутрішнього поля у формулі (3.19) визначає відбите від межі поле у вигляді 

 
( )1 2

( , ) ( ) ( ) ( )R R R
x

E t x t x t E E
v

  = − + + ,  (3.20) 
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x

x vt= −
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де компоненти поля ( , )RE t x  є виразами: 

 
1

1

1

( , ) Ai -( ) /R
v v x

E t x t T p
v v v

−  
= + − +  

,  (3.21) 

та 

 
2

1 1 1

1

( , ) Ai ( ) /R
v v v v x

E t x t T p
v v v v v

−  
= + − +  

. (3.22) 

Перший імпульс 
1
( , )RE t x  має звичайний аргумент ( / ) /t x v T p− + − , 

другий імпульс 
2

( , )RE t x  має новий аргумент, який характеризується 

стрибком діелектричної проникності: 1( / ) /v t x v vT p+ − .  

Схематичне зображення всіх дифрагованих імпульсів показано на 

рисунку 3.6. Стрибок у часі показника заломлення призводить до 

розщеплення первинного імпульсу на два 
1
( , )TE t x  й

2
( , )TE t x , які 

поширюються в протилежних напрямках. Імпульс
3

( , )TE t x , що існує в області

1x v t , рухається у напрямку від межі. Імпульс 
2

( , )TE t x  поширюється в 

напрямку до межі, частково її перетинає й частково відбивається, формуючи 

при цьому імпульс 
2

( , )RE t x  в області відбитого поля 0x  .  Імпульс 
2

( , )TE t x  

також частково відбивається від межі  в області нестаціонарного середовища 

і дає при цьому імпульс 
4

( , )TE t x . Цей імпульс відбивається від межі, що  

утворилась в нульовий момент  часу, і існує в області 10 x v t  .  Первинний 

імпульс Ейрі 0( , )E t x  породжує вторинний імпульс 
1
( , )TE t x , що пройшов 

через межу, в області 10 x v t   й відбитий імпульс 
1
( , )RE t x  в області 

0vt x−   . 

Легко переконатися з виразів (3.19) і (3.20) у тому, що електричне 

поле неперервне на межі діелектрика 0 00
( )R T xx
E E E

=+=−
+ = , а також у 

момент стрибка показника переломлення  
2

1 0 0
( / )

t t
v v E E

=− =+
= .  



78 

Характер поширення вторинних імпульсів сильно залежить від 

значення стартового параметра p , а саме від його знака. Особливо добре це 

видно для відбитих імпульсів, які існують в області 0vt x−    й обумовлені 

наявністю межі (рисунок 3.7). Якщо стартовий параметр приймає додатне 

значення ( 0p   ), обидві компоненти відбитого поля, 
1
( , )RE t x  і

2
( , )RE t x , 

присутні, але відбитий імпульс поширюється зі зміненою фазою  

2

1 1 1

1

( , ) Ai ( )R
v v v v x

E t x t p
v v v vT v

−  
= + − 

+  
 

і займає тільки область, обумовлену нерівностями 1/ / 0x v t pTv v+ −   й 

/ 0x v t+   (показано на рисунку 3.7а подвійним штрихуванням). У випадку, 

коли стартовий параметр приймає від’ємне значення ( 0p   ), перехідна 

область є смугою в просторі координати-час 

( 0
x

t pT
v
+ −  , 0

x
t

v
+ 

 
), 

як показано на рисунку 3.7б.  

Поширення усіх дифрагованих імпульсів поблизу межі розділення 

середовищ T RE E E= +  показано на рисунку 3.8 для різних значень 

стартового параметра.  

Поширення поля поблизу межі середовища показано на рисунку 3.9. 

Характер  цього розподілу дуже складний і суттєво відрізняється для двох 

знаків стартового параметра, 0p   і 0p  . Ця складність пояснюється 

різними аргументами у функціях Ейрі, що входять до складу виразу для 

електричного поля: 1( ) /v t x vT p  −  і 1( / ) /t x v T p  −  в полі імпульсу, що 

пройшов, а також у відбитому імпульсі ( / ) /t x v T p− + −  й  

1( / ) /v t x v vT p+ − .  
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(а) геометрія задачі при дадатному значенні стартового параметра   

 

 

 

(б) геометрія задачі при від’ємному значенні стартового параметра  0p   

 

Рисунок 3.7– Просторово-часові зони в області відбитого поля для різних 

знаків стартового параметра в середовищі з показником заломлення, що 

дорівнює 1 / 0.8v v =  

p>0

x vt pvT= − − /x vt pvT u= − +

/pT u

pvT−

t

x

0E

1RE

2RE

x vt= −

p<0

/x vt pvT u= − + x vt pvT= − −

pT

/pvT u−

t

x

0E

1RE

2RE

x vt= −
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 t/T=10
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(а) поширення імпульсу Ейрі при додатньому значенні стартового 

параметра 5p =  

-7 0 7

-0.4

0.0

0.4

 

 

E

x/vT

  t/T=5

  t/T=10

p=-5

 

(б) поширення імпульсу Ейрі при від’ємному значенні стартового 

параметра 5p = −  

Рисунок 3.8– Вторинні імпульси поблизу межі для двох моментів часу 

/ 5t T = (суцільна лінія) і / 10t T = (пунктирна лінія). Показник заломлення 

дорівнює 1 / 0.8v v =  

Внесок імпульсів, обумовлених зміною в часі параметрів середовища, 

добре вилно, якщо вилучити імпульси зі звичайними аргументами  
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1( / ) /t x v T p− + −  в полі імпульсу, що пройшов, та ( / ) /t x v T p− + −  у 

відбитому імпульсі й розглядати тільки імпульси з новими аргументами 

1( ) /v t x vT p  −  й 1( / ) /v t x v vT p+ − .  

Це означає, що  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

4

2 3

1 1 1

1 1 1 1 1

( ) / ( / ) /

( / ) / / - ( / ) /

Tnew T

T T

E x t x v E v t x v vT p

E v t x v vT p x v t E v t x v vT p

 



= − − − +


+ + − + − − −


, 

  (3.23) 

для минулого поля й  

 ( )
2 1( ) ( ) ( / ) ( / ) / vRnew RE t x t x v E v t x v T p  = − + + − ,  (3.24) 

для відбитого. 

Розподіл поля імпульсів у просторі в різні моменти часу показано на 

рисунку 3.9.  

Рисунок 3.10 ілюструє, що складний характер поширення поля на 

рисунку 3.9, пояснюється додаванням імпульсів зі старими аргументами 

 

1

1 1 1

1

1

2
( ) Ai ( ) /

( ) ( ) Ai ( ) /

ord
x v x

E x t t T p
v v v v

x v v x
x t t T p

v v v v

 

 

   
= − − − + +   

+   

−  
+ − + − + + +  

,  (3.25) 

до імпульсів (3.23) і (3.24).  

У такий спосіб показано, що всі дифракційні процеси в цій задачі 

повністю контролюються введеним стартовим параметром. Усі дифраговані 

імпульси складаються із двох видів імпульсів: імпульсів, обумовлених 

неоднорідністю середовища й імпульсів, утворених у результаті зміни 

характеристик середовища в часі.  
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(а) розподіл поля  імпульсу Ейрі при додатньому значенні стартового 

параметра 5p =  

-10 0 10
-0,00003
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0,00003

0,00006
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x/vT

 t/T=5

 t/T=10

p=-5

 

(б) розподіл поля  імпульсу Ейрі при від’ємному значенні стартового 

параметра 5p = −  

Рисунок 3.9– Вторинні імпульси з новими аргументами в перехідній зоні для 

двох моментів часу / 5t T = (суцільна лінія) і / 10t T = (пунктирна лінія). 

Показник заломлення дорівнює 1 / 0.8v v =  
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(а) поширення імпульсу Ейрі при додатньому значенні стартового 

параметра 5p =  

-8 0

-0,4

0,0

0,4

 

 

E

x/vT

 t/T=5

 t/T=10

p=-5

 

(б) поширення імпульсу Ейрі при від’ємному значенні стартового 

параметра 5p = −  

Рисунок 3.10– Вторинні імпульси з різними аргументами в перехідній зоні 

для двох моментів часу / 5t T = (суцільна лінія) і / 10t T = (пунктирна лінія). 

Показник заломлення дорівнює 1 / 0.8v v =  

 

 

-8 0 8

-0,3

0,0

0,3

 

 

E

x/vT

 t/T=5

 t/T=10 p=5



84 

Знайдемо тепер потоки енергії 

 

( , ) ( , ) ( , )P t x E t x B t x= ,  

що переноситься імпульсами, розрахувавши магнітне поле за допомогою 

рівняння Максвелла  

0

( ', ')
( , ) '

t
E t x

B t x dt
x


= −

 . 

У результаті отримуємо сильно осцилюючу функцію,що обумовлена 

характером «хвоста» функції Эйри для більших негативних значень 

аргументу: 

 

1

4 3/2 7/42
Ai( ) sin 1 ( )

3 4

z
t z o z z





−

−   = + + → −    
.  (3.26) 

Оскільки при великих значеннях аргументу функція Ейрі стає 

квазіперіодичною, то для аналізу потоку енергії потрібно провести 

усереднення по часовому інтервалу 0T . Аналіз асимптотичної формули (3.26) 

показує, що інтервал усереднення для функції Ейрі при x→−може бути 

обраний із проміжку 0/ 1.5; 3t T    . Використовуючи формулу:  

 

0
1

( , ) ( ', ') '
2

t T

t

P t x P t x dt

+

=  ,  (3.27) 

отримуємо усереднені потоки енергії для імпульсу, що пройшов  

 
0

22
2
0 1

1

2

1
0 1

2 '
( , ) Ai ( + ) ( )

1

1 '
( ) Ai ( + ) '

Tr

t T

t

u t x
P t x I T t

u T v T

t x
t T dt

T T v T





+

    = − − +   
+    

 
+ − − 
  



,  (3.28) 

та для відбитого імпульсу:  
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0

22
2
0 1

1

2

1
0 1

1 '
( , ) Ai ( ) ( )

1

1 '
( ) Ai ( ) '

R

t T

t

u t x
P t x I T t

u T v T

t x
t T dt

T T v T





+

  −  = − − − +   
+    

 
+ − − − 
  



,  (3.29) 

де 1( )T t − , 1( )t T −  - функції Хевісайда, які визначають межі усереднення 

для вторинних імпульсів, 1T  - права межа головного пелюстка. На рисунку 

3.11 показано переміщення потоку енергії вторинних імпульсів Ейрі.  

Залежність потоку енергії від просторової координати x  визначається 

в аргументі підінтегральної функції Ейрі безпосередньо, а часова залежність 

являє собою усереднений по часовому проміжкові 0/t T  результат.  

На рисунку 3.11 показано вплив величини інтервалу усереднення на 

характер усередненого потоку енергії первинного імпульсу 0 0( , , )P t x T .  

Як і слід очікувати, збільшення 0T  приводить до більшого 

згладжування осциляцій «хвоста» сигналу. Такий самий ефект 

спостерігається й для вторинного імпульсу, головний пелюсток якого разом з 

усередненим осцилюючим «хвостом» зноситься від межі розділення 

середовищ. Це добре ілюструє рисунок 3.11б, на якому показано часовий хід 

потоку енергії імпульсу, що пройшов через межу 0( , , )TrP t x T , отриманого 

шляхом чисельного інтегрування для випадку показника заломлення 

1 / 1.2v v =  й інтервалу усереднення 0/ 2t T = . Усереднені осциляції згодом 

асимптотично наближаються до того ж самого значення.  
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(а)  

 

 

(б)  

Рисунок 3.11– Переміщення максимуму потоку енергії первинного (а) і 

вторинного (б) імпульсів у середовищі з коефіцієнтом заломлення 1 / 1.2v v =   
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Переміщення усередненого потоку енергії відбитого імпульсу 

0( , , )RP t x T  показано на рисунку 3.12 для таких же параметрів і 0/ 2t T =  

 

Рисунок 3.12– Часовий хід потоку енергії відбитого імпульсу в точках  

1
x

vT
= −  і 5

x

vT
= −  в середовищі з показником заломлення 1 / 1.2v v =  

 

Характер поширення відбитого імпульсу не змінюється з часом і 

максимум енергії досягається при значно менших значеннях у порівнянні з 

первинним імпульсом.  

Баланс потоків енергії дифрагованих імпульсів Ейрі 

0 0( , , , ) ( , , , )Tr RP t x u T P t x u T+  й первинного імпульсу 0 0( , , )P t x T  показано на 

рисунку 3.13. 
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Рисунок 3.13– Баланс потоків енергії 0 0( , , , ) ( , , , )Tr RP t x u T P t x u T+  й 

0 0( , , )P t x T−  для параметрів 1 / 0.9v v =  і 0 2T =  

 

3.3 Особливості перетворення імпульсу Ейрі межею, що 

рівномірно рухається. 

 

Цікаві особливості перетворення електромагнітних хвиль виникають 

при нестаціонарному переміщенні межі розділення середовищ, коли характер 

взаємодії електромагнітної хвилі із такою межею прямо залежить від 

співвідношення між їхніми швидкостями. Також цікаві особливості 

проявляються у випадку плавного нестаціонарного руху межі, коли її 

швидкість поступово досягає величини фазової швидкості хвилі. Така плавна 

нестаціонарність реалізується нерівномірним рухом межі. Особливості 

переміщення нестаціонарної межі, що рухається, вже описувались у роботах 

[188-190], але дослідження впливу на поширення хвилі неоднорідного руху у 

цих роботах не проводилося. Тому цікаво досліджувати випадок взаємодії 

електромагнітних хвиль на межі, яка здійснює нерегулярний рух. Таким 

неінерційним рухом є релятивістський рівноприскорений рух. 
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Спочатку розглянемо задачу про перетворення імпульсу Ейрі плоскою 

межею, яка починає рух у певний момент часу, тобто значення швидкості 

різко змінюється від нульових значень до значення u . Для опису цього 

явища використовується інтегральне рівняння Вольтерра (3.3) і в якості 

вільного члена цього рівняння розглядається електромагнітний імпульс Ейрі 

(3.1).  

Положення межі визначається характеристичною функцією ( , )t x , яка 

дорівнює одиниці в півпросторі 0x   й нулю в півпросторі 0x  . Ядро 

розглянутого інтегрального рівняння (3.3) відмінно від нуля тільки усередині 

світлового конуса з вершиною  в точці спостереження ( , )t x , описуваного 

функцією Хевисайда  

x x
t t

v

 
 
 
 

− 
− − . 

Вважається, що до нульового моменту межа розділення середовищ 

була нерухомою, тобто ( ', ') ( )t x x − = . У цьому випадку розв’язок рівняння 

(3.3) визначається співвідношеннями (3.16)-(3.22). 

Розглянемо випадок, коли у нульовий момент часу межа починає свій 

рух ( ', ') ( ( ))st x x x t + = − , але середовища по обидві сторони межі 

залишаються нерухомими. Змінюються межі інтегрування в (3.3): частина 

області інтегрування належить півплощині {0 , }T t x=   −  , а 

рівняння для минулого поля визначається «історією» поля до моменту зміни 

швидкості границі:  

 
2

2
0

' ' ( ', ') ( ', ')
x x

E F dt dx t t t x E t x
vt

  
+ +

+

−

 − 
= − − − 

  
  . (3.30) 

У формулі (3.30) вільний член F  рівняння визначається «історією» поля до 

нульового моменту часу й має вигляд:  

 

02 2 2
1

0 12 2
1

' ' ( ', ') ( ', ')
2

x xv v
F E dt dx t t t x E t x

vvv t
 

+
−

− −

 − − 
= − − − 

  
  .  (3.31) 
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Розв’язок інтегрального рівняння (3.3) отримано методом резольвенти

R̂ , яка має вигляд [96]: 

  

2
1

2
11

1 1
1 1

1 1

| ' |ˆ ( ) '
2

( ' ') ( ' ')

v v x x
R x ut t t

t t vv v

v v v u
v t x v t x x ut

v v t v u

 

 

  −   −
= − − − − +  

   

 −  − 
+ − + − 

+  +  

 . (3.32) 

Підставивши резольвенту (3.32) у рівняння (3.3), отримаємо вираз для 

електромагнітного поля у вигляді:  

 
2 2 2

1
2 2

1

ˆ( ) ( ) ' ( ')
2

v v
E x F x dx RF x

vv t



−

− 
= −


 . (3.33) 

Резольвента (3.32) визначає поле в наступних областях: перша область 

описується нерівністю 10 /t x v   й характеризується відсутністю впливу 

межі розділення середовищ, друга область – нерівністю 1ut x v t   й ураховує 

наявність межі.  

Розглянемо випадок, коли рух межі  розпочався в нескінченно 

далекому минулому, без прив'язки до певного моменту часу. У цьому 

випадку також можна використовувати резольвенту (3.3), продовживши в 

рівнянні (3.3) значення часової змінної t  на від’ємну піввісь. Вільний член 

тоді дорівнює виразу для падаючої хвилі 0F E= . У результаті зустрічного 

руху імпульсу й межі з відповідним співвідношенням між швидкостями 

1| |u v  формується вторинний імпульс:  

 1 1 1
1

1 1 1 1

2
( , ) AiT

v v u v v v u t v u x
E t x

v v u v v v v u T v u vT

 − − −
= − + 

− + − − 
.  (3.34) 

Імпульс 1( , )TE t x  існує тільки в області 1x v t , яка показано на рисунку 3.14 

горизонтальним штрихуванням.  
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Рисунок 3.14–Область існування вторинного імпульсу  

1( , )TE t x  при 1| |u v   

 

У випадку зустрічного рух з надсвітловою швидкістю 1u v−   

формується два вторині імпульси:  

 

1 1 1
2

1 1 1

1 1

1 1 1 1

( , ) Ai
2

2
Ai

T
v v u v v v v u t v u x

E t x
v v u v v v u T v u vT

v v u v v v u t v u x

v v u v v v v u T v u vT

 − + − −
= − + + 

− − − 

 − − −
+ − − 

+ + + + 

. (3.35) 

 Таким чином, коли швидкість межі більше швидкості імпульсу, він 

досягнеться точки спостереження пізніше моменту початку руху  межі. Це 

означає, що в цей момент відбудеться розщеплення імпульсу на два інших у 

результаті різкої зміни значення діелектричної проникності середовища. 

Після проходження імпульсом межі утворюється два імпульси, які 

поширюються з новою швидкістю 1v  в протилежних напрямках. Області 

існування вторинних імпульсів показано на рисунку 3.15. горизонтальним й 

вертикальним штрихуваннями відповідно.  

( , )t x  

1x v t=

 

x ut= −

 

Ai( / / )t T x vT− +  

t  

x  
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Рисунок 3.15– Область існування імпульсу 2( , )TE t x  при 1u v−  : область 

1( / )v v t x ut  − - горизонтальне штрихування, область 1ut x v t−   −  - 

вертикальне штрихування.  

 

 Відбиті від межі імпульси знаходяться шляхом підстановки виразів 

(3.34) і (3.35) в оригінальне інтегральне рівняння, коли точка спостереження 

знаходиться в області x ut . У випадку 1,u v v−   відбиті імпульси не можуть 

обігнати межу в силу того, що швидкість межі перевищує швидкість 

поширення імпульсу.  

 При 1| | ,u v v  відбитий імпульс має вигляд: 

 1

1

( , ) AiR
v v v u v u t x

E t x
v v v u v u T vT

− −  −  
= − − +  

+ + +   
.  (3.36) 

Відбитий імпульс (3.36) існує тільки в області, обумовленій 

нерівністю ut x vt−   . 

1x v t=

 

x ut= −

 

Ai( / / )t T x vT− −  

t  

x
 

Ai( / / )t T x vT− +  

1x v t= −  
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Розглянемо тепер ситуацію, у якій  рівномірний рух границі почався 

не в нескінченно далекому минулому, а в нульовий момент часу. Як уже 

описувалося раніше, в області 1x v t  стан межі не змінюється і поле в цій 

області визначається виразом, який отримано для випадку нерухомої до 

нульового моменту часу межі.  

У випадку, коли 1u v − , тобто коли швидкість межі більша за 

швидкість  імпульсу, поле збігається з виразом (3.34). У протилежному 

випадку, 1u v − , уся просторово-часова область ділиться на дві підобласті 

2 1 1( )T v t x v t  −  й 4 1( )T v t x ut−   . У першій з них поле складається із двох 

імпульсів Ейрі:  

 

1 1 1
3

1 1 1

1
0

1 1 1

( , ) Ai
2

Ai
2

T
v v u v v v v u t v u x

E t x
v v u v v v u T v u vT

v v v u v u t x
F

v v u v u T v T

 − + − −
= − + + 

− − − 

  − + −
+ −  

− −   

.  (3.37) 

У нестаціонарному випадку формується такий же імпульс, як і в 

стаціонарному (перший імпульс Ейрі у формулах (3.35) і (3.37) збігається). 

Відмінність полягає в тому, що у нестаціонарному випадку утворюється 

імпульс, обумовлений доданком 0F , тобто «історією» поля до нульового 

моменту часу. Даний процес є аналогією процесу розщеплення падаючої на 

межу хвилі в результаті стрибка діелектричної проникності. Тільки у випадку 

зміни швидкості межі необхідно враховувати тепер зв'язок між швидкостями 

імпульсу й межі. А саме: у випадку 1u v −  розщеплення неможливе, тому 

що в полі імпульсу, що пройшов, не можуть існувати імпульси, які 

поширюються в напрямку до межі. Для 1u v −  після обчислення поля в 

підобласті 4T  одержимо імпульси: 
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1 1 1
4

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1
0

1 1 1

1 1
0

1 1 1

( , ) Ai
2

Ai
2

Ai
2

Ai
2

T
v v u v v v v u t v u x

E t x
v v u v v v u T v u vT

v v u v v v v u t x

v v u v v v u T v T

v v v u v u t x
F

v v u v u T v T

v v v u v v u t x
F

v v u v v u T v T

 − + − −
= − + + 

− − − 

  − − −
+ − + +  

+ +   

  − + −
+ − +  

− −   

  − + −
+ +  

+ +   

. (3.38) 

Область існування поля 3( , )TE t x  в (3.37) показана на рисунку 3.16 

горизонтальним штрихуванням, а область існування 4( , )TE t x  в (3.38) – 

вертикальним. В області 3( , )T t x  формується поле, що складається із двох 

імпульсів. Перший імпульс у формулі (3.37) такий же, як і у формулі (3.35) у 

стаціонарному випадку. Він поширюється в тому ж напрямку, що й 

падаючий, але рухається з новою швидкістю в області 1x v t . Різка зміна 

швидкості межі в нульовий момент часу призводить до утворення нового 

імпульсу в зоні 1x v t . Якщо межа рухається з меншою швидкістю, ніж 

імпульс, то розщеплення падаючого імпульсу неможливо, тому що вполі 

імпульсу, що пройшов, не можуть існувати імпульси, що рухаються в 

напрямку до межі.  

Таким чином, просторово-часова картина даного явища ділиться на 

дві частини: до нульового моменту часу, коли границя була нерухомою, і 

після нульового моменту, коли розпочався її рух. Нестаціонарність такої 

задачі ускладнюється асиметричною формою імпульсу Ейрі. Тому для 

подальшого дослідження взаємодії імпульсу із межею розглянемо три 

випадки розташування імпульсу відносно межі в момент початку її руху як 

показано на рисунку 3.17: а) межа розпочала рух, коли імпульс ще не досяг її 

до нульового моменту часу; б) межа розпочала рух, коли передній фронт 

імпульсу вже досяг її до нульового моменту часу; в) межа розпочала рух, 

коли передній фронт імпульсу вже пройшов її в нульовий момент часу.  
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Рисунок 3.16– Області існування вторинних імпульсів  при 1u v−  : 

3 1 1( )T v t x v t  − - горизонтальне штрихування, 4 1( )T v t x ut−    - вертикальне 

штрихування.  

 

 

 

 

 

 

 

 

(а)                                              (б)                                            (в) 

 

Рисунок 3.17–Розміщення імпульсу Ейрі відносно межі після початку її руху  

 

, 0x ut u= 

 

t

 

x
 

Ai( / / )t T x vT− +

 

1x v t= −

 

, 0x ut u= =

 

1x v t=

 

x ut= −  

t  

x  

Ai( / / )t T x vT− +  

x ut= −  

t  

x  

Ai( / / )t T x vT− +  

x ut= −  

t  

x  

Ai( / / )t T x vT− +  
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Ці три ситуації контролюються вибором значення стартового 

просторово-часового параметра p , що визначає початкове місце 

розташування первинного поля. Чим більше значення стартового параметра, 

тим ближче знаходиться імпульс до межі.  

На рисунку 3.18а. показано взаємодію імпульсу Ейрі з нерухомою 

межею. Фактично, це ілюстрація імпульсу, які визначається «історією» поля 

до нульового моменту часу, коли рух межі ще не почався. Форма імпульсу, 

що пройшов через нерухому межу, в точності відповідає формі первинного 

імпульсу. Цей імпульс продовжує рух у тому ж напрямку, що й до взаємодії 

із границею, але з переворотом головного пелюстка.  

 

 

Рисунок 3.18а–Часове переміщення первинного імпульсу Ейрі 

(пунктирна лінія) та імпульсу 3( , )TE t x (суцільна лінія) до початку руху межі 

при 5p = − : 1
x

vT
= , 1 0,5

v

v
= , 0,8

u

v
=

 
. 

 

Рисунок 3.18б  добре ілюструє випадок, коли рух межі ропочався в 

момент початку взаємодії імпульсу із межею, тобто, коли передній фронт 
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імпульсу тільки перетнув лінію межі. Форма імпульсу й у цьому випадку не 

змінюється, але з'являються під вплив руху межі його нові модуляції.  

На рисунку 3.18в показано вплив початку руху межі на переміщення 

імпульсу Ейрі в момент, коли його передній фронт уже пройшов через межу. 

Різка зміна швидкості межі призвела до зміни більшою мірою хвоста 

імпульсу, чим його головного пелюстка, форма якого не змінюється у всіх 

трьох розглянутих випадках. 

 

 

Рисунок 3.18б–Еволюція імпульсу 3( , )TE t x (суцільна лінія) при 1p = : 1
x

vT
= ,

1 0,5
v

v
= , 0,8

u

v
=

 
. 
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Рисунок 3.18в–Еволюція імпульсу 3( , )TE t x (суцільна лінія) при 10p = : 1
x

vT
= ,

1 0,5
v

v
= , 0,8

u

v
=

 
. 

Таким чином, процес взаємодії імпульсу Ейрі з межею, що рухається 

назустріч, легко контролювати вибором значення стартового параметра. При 

від’ємних значеннях цього параметра вторинне поле визначається своєю 

«історією» до нульового моменту часу і явних змін імпульсу не відбувається, 

а при додатніх значеннях стартового параметра відбувається трансформація 

імпульсу межею, що рухається.  

 

3.4 Особливості перетворення імпульсу Ейрі плоскою межею, 

що рухається рівноприскорено. 

 

Розглянемо тепер більш складний випадок руху межі, а саме, випадок 

плавної нестаціонарності, коли швидкість межі поступово змінюється від 

нульового значення до значення швидкості імпульсу. Дане явище 
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реалізується у випадку релятивістського рівноприскореного руху. Такий тип 

руху визначає поступовий рух межі від нульових значень  ії швидкості до 

релятивістських.  

Закон зустрічного рух межі й електромагнітної хвилі описується 

законом 

2 2( ) ( )sx t v t = − + − , 

де
c




= ,   - прискорення у власній системі відліку [157].  

При t →  швидкість руху межі змінюється за законом 

2 2( ) /u t vt t= − +  і стає рівною фазової швидкості хвиль ( )u t v→− .  

Властивості середовища не змінюються після початку руху межі в 

нульовий момент часу, тому в області 
'

3 1:T x v t  (рисунок 3.19) минуле поле 

буде таким же, як і до нульового моменту часу для випадку рівномірного 

руху. В області 1x v t  резольвента має різний вигляд для різних значень 

показника заломлення 1/v v .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.19– Просторово-часові зони у випадку рівноприскореного руху 

межі. Вертикальним штрихуванням показано світловий конус резольвенти з 

вершиною в точці спостереження ( , )t x . 

( , )t x

 

2 2( )x v t− = − + −   

x  

( )
2

1/ / 1kt v v= −  

3

'
c

T  

3

'
b

T    

t  
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Коли
1

1
v

v
 , резольвента визначається виразом: 

 

2
1

2
11

1

| ' |ˆ| | ' ( ( )) '
2

( ) ( ) ' ( ' ( '))

s

u s

v v x x
x R x x x t t t

t t vv v

x
R t x x t

t v

 

    

  −   −
= − − − − +  

   

  
+ − − − 

  

, (3.39) 

де 1( ) 2t  = − , 1t  - точка перетину нижньої характеристики резольвенти зі 

світовою лінією межі  

2 21 1 1
1,2 2 2

1

( ) 2
v v v v

t
v vv v

     
 

=  − +  + 
−  

. 

 Коефіцієнт 

1 1 1

1 1 1

( )
( )

( )
u

v v v u
R

v v v u






− −
=

+ +
 

 є функція точки спостереження (швидкість межі обирається в момент 

зближення з характеристикою резольвенти 1 1( ) ( )u u t = ) .  

 При 
1

1
v

v
  відбита характеристика належить області 1+ =  тільки до 

моменту дотику 

( )
2

1/ / 1kt v v= − , 

коли швидкість межі зрівняється зі швидкістю імпульсу 1v .  

Промінь  

( )2 2 2
1 1 1( 1) / /v v v v v v = + − −

 

відокремлює від області 
3

'T  під область 
3

'

b
T , у якій відбита характеристика 

вже не дає внеску в резольвенту, а дотична  

( )
2

1/ / 1kt v v= −  

відокремлює область
3

'

c
T , у якій обидві лінії характеристики резольвенти 

перетинаються із межею.  
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 При співвідношенні 1/ 1v v   в підобласти 
3

'T  поле складається тільки 

з одного імпульсу Ейрі: 

( )
2

2 21 1
3 2

1 1 1 1 11

2
( , ) 1 Ω Ai 2 ( ) ( ) ,

( )

v v x v x x
Ai t x t t t

v v v v v vv v
  −

  
= + − − − + + − + −  

++    

(3.40) 

де 1 1

2 2

1 1 1

Ω

2 ( ) ( )

v x
t

v v

v x x
t t

v v v



 

−

+ −

=

+ − + −

.  

 При такому ж співвідношенні 1/ 1v v   в інший  підобласти 
3

'

b
T  

вторинне поле складається із двох імпульсів:  

( )

( )

2 21 1
3

1 1 1 1 1

2 21 1

1 1 1 1 1

( , ) 1 Ω Ai 2 ( ) ( )
2

1 Ω Ai 2 ( ) ( )
2

b
v v x v x x

Ai t x t t t
v v v v v v v

v v x v x x
t t t

v v v v v v v

  

  

−

−

  
= + − − − + + − + − −  

+   

  
− − − − + + + − + −  

−    .

 

(3.41) 

У цьому випадку на межі відбувається розщеплення початкових хвиль, що 

задаються вільним членом F , і це призводить до утворення зворотних хвиль 

у підобласти 
3

'

c
T :  

( )

( )

3 3

+ 2 21 1

1 1 1 1 1

+ 2 21 1

1 1 1 1 1

( , ) ( , )

1 Ω Ai 2 ( ) ( )
2

1 Ω Ai 2 ( ) ( )
2

c bAi t x Ai t x

v v x v x x
t t t

v v v v v v v

v v x v x x
t t t

v v v v v v v

  

  

= −

  
− − + − − − + + + +  

−   

  
+ + + + + − + + +  

+   

 , 

(3.42) 

де 
+ 1 1

2 2

1 1 1

Ω

2 ( ) ( )

v x
t

v v

v x x
t t

v v v



 

− + +

=

− + + +

. 
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У момент, коли швидкість межі досягає швидкості імпульсу, 1u v− = , 

на межі утворюється два нескінченні розриви. На рисунках 3.21– 3.22 

зображено поле 3 ( , )cAi t x  при рівних швидкостях імпульсу й межі для різних 

значень стартового параметра p .  

Рисунок 3.20 показує поширення поля 3 ( , )cAi t x  до того, як межа 

досяглася швидкості імпульсу. Стартовий параметр у цьому випадку 

вибирається рівним від’ємному значенню 5p = − .  

 

Рисунок 3.20– Зустрічний рух імпульсу Ейрі  та межі у момент зрівняння їх 

швидкостей при 5p = − .  

 

Рисунок 3.21 ілюструє ситуацію, коли швидкість межі досяглася 

швидкості імпульсу в момент взаємодії межі з переднім фронтом імпульсу.  

Така ситуація можлива при виборі додатнього значення стартового 

параметра близького до одиниці. У цьому випадку утворюється два 

нескінченні розриви, які чітко видно на рисунку 3.21: на більшому часовому 

інтервалі, 15 10t−    (а), і на меншому 5 1t   (б). Унаслідок  такої 

взаємодії лінії переднього фронту імпульсу, які формують головний 

пелюсток, ідуть на нескінченність.  
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(а)       (б) 

Рисунок  3.21– Зустрічний рух імпульсу Ейрі та межі у момент зрівняння їх  

швидкостей при 1p = : на часовому проміжку 15 10t−    (а) та на часовому 

проміжку 5 1t   (б). 

 

На рисунку 3.22 показано ситуацію, коли межа досягла швидкості 

імпульсу після того, як вона вже перетнула його передній фронт. 

У результаті такої взаємодії відбувається зменшення головного 

пелюстка імпульсу Ейрі межею і його роздвоєння, у той час, як періодичність 

коливань хвоста імпульсу залишається незмінною у порівнянні з первинним 

полем.  

У момент досягнення межею швидкості імпульсу відбувається розрив 

хвоста так, що по одну сторону від межі залишається відсічений головний 

пелюсток імпульсу, а з іншого боку – осцилюючий хвіст.  Такий ефект можна 

використовувати для усічення хвоста імпульсу з метою використання його 

максимальної енергії, що знаходиться  у його головному пелюстку.  

 



104 

 

Рисунок 3.22– Зустрічний рух імпульсу Ейрі  та межі у момент зрівняння їх 

швидкостей при 10p =  . 

 

Порівняння первинного імпульсу Ейрі й поля вторинного імпульсу 

3 ( , )cAi t x  показано на рисунку 3.23.  

Походження розривів у вториннім полі випливає з виразів для 
+Ω  й 

Ω−
 у формулах (3.40) і (3.42) відповідно. З аналізу цих виразів випливає, що 

знаменник 
+Ω  обертається в нуль у двох точках 

 

2 2
1

1
1 1

2
v v vx

t
v v

 +
 + −
 = + =
 
 

 та 

2 2
1

1
1 1

2
v v vx

t
v v

 −
 − −
 = + =
 
 

, 

причому, дані вирази справедливі для співвідношення 
1

1
v

v
 .  
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У протилежному випадку підкореневий вираз буде чисто уявним. 

Знаменник Ω−  обертається в нуль також у двох точках 

 

2 2
1

1
1 1

2
v v vx

t
v v

 −
 + −
 = − = −
 
 

 та 

2 2
1

1
1 1

2 ,
v v vx

t
v v

 −
 − −
 = − = −
 
   

 й визначений при 1/ 1v v  .  

Наявність особливих точок пояснює розриви поля у результаті 

взаємодії із межею. Більше того, лінії розривів формують дві пересічні смуги 

в просторово-часовій області поширення імпульсу, де імпульс не існує 

взагалі.  

 

Рисунок 3.23– Порівняння первинного імпульсу Ейрі In_Airy ( , , )t x p  й 

вторинного імпульсу 3  ( , , )cAi t x p  в точці 1x =  при 10p = .  
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Висновки по розділу 

 

1. Розв’язано  просторово-часову задачу про взаємодію імпульсу 

Ейрі із плоскою межею нестаціонарного діелектрика, що виникає в нульовий 

момент часу. Унаслідок взаємодії імпульсу із межею формується віртуальний 

імпульс, який гасить падаючий, згідно із принципом погашення Евальда-

Озеєна, і, власне імпульс, що пройшовяерез межу і поширюється з новою 

швидкістю, відповідною до середовища з новою діелектричною 

проникністю. Результат проведених досліджень показав, що в більш оптично 

щільнім середовищі відбувається затримка імпульсу Ейрі, і прискорення в 

протилежному. При цьому форма імпульсу не змінюється, що пояснюється у 

цьому випадку відсутністю дисперсії.  

2. Розв’язано більш складну задачу, яка містить потрійну асиметрію 

розглянутого явища (асиметричність первинного імпульсу Ейрі, 

асиметричність об'єкту дифракції й асиметрична поведінка імпульсу в часі). 

Часовий стрибок показника заломлення призводить до розщеплення 

первинного імпульсу на два, що поширюються в протилежних напрямках. 

Один із цих імпульсів частково проходить через межу й частково 

відбивається від неї в області нестаціонарного середовища, й формує при 

цьому новий імпульс, який поширюється у напрямку від межі. Таким чином, 

усі дифраговані імпульси діляться на два типи: імпульси, утворені 

неоднорідністю середовища й імпульси, утворені в результаті зміни 

характеристик середовища у часі.  

3. Характер поширення минулого й відбитого імпульсів 

контролюється вибором значення стартового параметра. При від’ємних 

значеннях цього параметра передній фронт імпульсу не досягає межі до 

нульового моменту часу й імпульс «не відчуває» неоднорідності. У 

протилежному випадку, коли стартовий параметр має додатній знак, 

головний пелюсток і частина «хвоста» імпульсу Ейрі перебуває глибоко в 

нестаціонарному середовищі.  
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4. За допомогою чисельного інтегрування обчислені потоки енергії, 

що переносяться імпульсом. Аналіз асимптотичної формули для великих 

від’ємних значень аргументу функції Ейрі показав необхідність введення 

інтервалу усереднення, по якому проведено чисельне інтегрування й 

промодельовано переміщення максимуму потоку енергії як первинного 

імпульсу, так і тих, що пройшли через межу і відбились від неї. Залежність 

потоку енергії від просторової координати визначається в підінтегральній 

функції Ейрі безпосередньо, а часова залежність являє собою усереднений по 

часовому інтервалу проміжок. Показано, що характер поширення відбитого 

імпульсу не змінюється з часом і максимум енергії досягається при значно 

менших значеннях у порівнянні з первинним імпульсом.  

5. Розв’язано задачу про взаємодію імпульсу Ейрі з межею, що 

рівномірно рухається назустріч, у випадку плавної нестаціонарності, коли 

межа почала свій рух у нескінченно далекому минулому й у випадку різкої 

нестаціонарності, коли нерухома межа розмочала рух у нульовий момент 

часу. Отримано вирази для вторинних імпульсів Ейрі. Показано, що процес 

взаємодії імпульсу Ейрі з межею, що рухається назустріч, легко 

контролювати вибором значення стартового параметра. При від’ємних 

значеннях цього параметра вторинне поле визначається своєю «історією» до 

нульового моменту часу і явних змін імпульсу не відбувається, а при виборі 

додатніх значень стартового параметра відбувається трансформація імпульсу 

межею, що рухається.  

6. Розв’язано більш складну задачу, коли межа поступово досягає 

значення швидкості імпульсу. Отримано вирази для трансформованих 

імпульсів Ейрі й показано, що в момент досягнення межею швидкості 

імпульсу, утворюється два нескінченні розриви. У цьому випадку процес 

взаємодії також контролюється вибором значення стартового параметра.   

7. У момент досягнення межею швидкості імпульсу відбувається 

розрив хвоста так, що по одну сторону від межі залишається відсічений 

головний пелюсток імпульсу, а з іншого сторони – осцилюючий хвіст.  
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РОЗДІЛ 4 

ПЕРЕТВОРЕННЯ ІМПУЛЬСУ ЕЙРІ НЕСТАЦІОНАРНИМ 

ПЛОСКИМ ШАРОМ ДІЕЛЕКТРИКА 

 

Даний розділ присвячений дослідженню взаємодії імпульсу Ейрі з 

плоским нестаціонарним шаром діелектрика. Проведено аналіз спектрів 

вторинних імпульсів при взаємодії з діелектричним шаром у параксіальному 

наближенні. Проаналізовано та детально описано випадок взаємодії імпульсу 

Ейрі з діелектричним шаром, межі якого як постійні, так і рівномірно 

рухаються, без використання наближення. Показано вплив руху меж на 

форму імпульсу Ейрі та на характер його поширення. 

  

4.1 Дослідження перетворення імпульсу Ейрі плоским шаром 

діелектрика у параксіальному наближенні 

 

Розглянута вище задача про взаємодію імпульсу Ейрі з однієї плоскою 

межею показує його складну просторово-часову структуру. Цілком 

очікувано, що ця структура ускладниться при наявності двох меж, а така 

структура досить просто реалізується у випадку діелектричного плоского 

шару. Розглянемо задачу поширення імпульсу без яких-небудь припущень 

про часову залежність поля, але з припущенням про параксіальне 

наближення [130].  

Нехай джерело 0( )j x , що розташоване в точці 0x x= , випромінює 

електромагнітний імпульс Ейрі перпендикулярно шару, середовище в якому 

характеризується діелектричною проникністю , магнітною проникністю   

та провідністю   (рисунок 4.1). Випромінюване електричне поле має такий 

самий напрямок, як і струм джерела. У випадку неоднорідного середовища 

поле визначається неоднорідним хвильовим рівнянням із правою частиною, 

що обумовлена тим же струмом джерела. Неоднорідність середовища 
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представлена плоским шаром з діелектричною проникністю 1  й провідністю 

1 . Вона введена в праву частину хвильового рівняння:  

 

2 2

2 2 2

2

1 02 2 2
1

1

1 1
( , ) ( ) ( , )

E E E

tv t x

E E j
t x t x

t tv v t



     

  
+ − =

 

    
= − + − − 
    

.  (4.1) 

Тут
2

0 0

1
v

  
= ,

2
1

0 1 0 1

1
v

   
= , 0  =  і 1 0 1  = . Характеристична 

функція ( , )t x  дорівнює одиниці усередині шару й нулю поза ним.  

 

 

Рисунок 4.1–Геометрія задачі. Струм джерела випромінює просторово-

часовий імпульс, який поширюється перпендикулярно шару, проходить через 

нього, відбиваючись від його меж. 

 

Розглянемо випадок, коли імпульс поширюється переважно уздовж осі

x : 

( , ) ( , )
ik x

E t x F t x e
−

= . 
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Будемо розглядати задачу у параксіальному наближенні, з якого 

випливає нерівність 
2

2
2

F F
ik

x x

 


 
 

для обвідної ( , )F t x  сигналу. Таким 

чином, знехтуючи похідною другого порядку в рівнянні (4.1), отримаємо 

рівняння для обвідної [145 146]: 

 

2
2

2 2

2 2 2
1

1 02 2 2
1

1 ( , )
2 sign( ) 2 ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( , )
ik x

F F F t x
ik x ik x F t x k F t x
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v v F F j
t x t x e
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.  (4.2) 

Симетрична функція Гріна, що задовольняє диференціальному 

рівнянню (4.2)  

2
2

2 2

1 ( , )
2 sign( ) 2 ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

G G G t x
ik x ik x G t x k G t x t x

t xv t
   

  
+ + + + =

 
, (4.3) 

визначається виразом: 

2 2 2 2

2

(2 )
[ ]

2 8 22
(1 )

( , )
44

x v kt i x xi vxi k iikk x i tv ki v i
G t x e e e e d
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−

+
= − = −  .(4.4) 

 За допомогою цієї функції диференціальне рівняння (4.2) може бути 

записане у вигляді інтегрального рівняння для обвідної ( , )F t x : 
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(4.5) 

де вільний член цього рівняння описується співвідношенням: 

2 2
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(1 ) 1
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i x x

k x xi v j
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+ 
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−
 

  

(4.6) 

Якщо точка спостереження знаходиться усередині шару, [ , ]x a b , то 

вираз (4.5) є рівнянням для поля усередині шару ( , )inF t x . Вторинні імпульси 
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, ( , )T RF t x  знаходяться шляхом інтегрування внутрішнього поля по інтервалу, 

який займає шар. Причому, задовольняє умовам неперервності на межах 

шару ( , 0) ( , 0)R inF t a F t a− = + , ( , 0) ( , 0)in TF t b F t b− = + . 

Використання перетворення Фур'є для для обвідної  

 

( , ) ( , ) i tf x F t x e dt


−

−

= 
 

(4.7) 

дозволяє отримати інтегральне рівняння для спектра поля. Спектр як 

внутрішнього, так і зовнішнього поля задовольняє інтегральному рівнянню: 
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де 
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 = = − + . 

Вільний член рівняння  0F  випливає з формули (4.6), коли джерело 

знаходиться ліворуч, 0 0x x−  , 0x a  і записується у вигляді: 
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Тут Φ( )  визначає спектр струму джерела 0( )j   

0
1

( , ) ( ) Φ(ω)
2

i tj t x x x e d 




−

= −  . 
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Спектри поля поза шаром виражаються через внутрішній спектр. 

Спектр відбитого від шару (ліворуч) імпульсу має вигляд: 

' 2 2Ω Ω Ω
2 12 2 2

0 12 2
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( , ) ( ) ' ( ) ( , ')
2

x x xbik ik ik

R in
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i v v
f x j e e dx e i f x
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(4.10) 

Спектр імпульсу, що пройшов через шар (праворуч):  
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(4.11) 

Вирази для спектрів (4.10) і (4.11) задовольняють умові неперервності 

на межах шару ( , 0) ( , 0)R inF t a F t a− = + , ( , 0) ( , 0)in TF t b F t b− = + . 

Представляючи внутрішнє поле у вигляді 

( ) ( )
1 2( , ) ( ) ( )is x is x

inf x C e C e    −= +  

 з рівняння (4.8) отримуємо рівняння для хвильового числа s й коефіцієнтів 

1 2,C C . Хвильове число s задовольняє дисперсійному рівнянню 
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і визначається формулою: 
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Підставляючи ( , )inf x  в (4.10) і (4.11), отримуємо спектри вторинних 

імпульсів:  
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У формулах (4.15) і (4.16) коефіцієнт D  визначається виразом:  
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Вираз (4.13), що характеризує хвильове число, обертається в нуль у 

випадках Ω=0  і 1Ω Ω/2= . У цих випадках як для всіх вторинних імпульсів, 

існує невизначеність у коефіцієнтах відбиття й проходження.  
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 Граничне значення цих коефіцієнтів при 1Ω Ω/2→  визначається 

виразом 

 
( )

1

Ω

2 2 2Ω
Ω

2

Ω Ω ( ) 4
lim

16 Ω ( )

ik aka k b a i e
K

k b a→

− +
=

+ −
.  (4.19) 

Хвильове число s  в (4.13) стає уявним, якщо 1Ω(2Ω Ω) 0−  . Дану область 

показано на рисунку 4.2 штрихуванням.  
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Рисунок 4.2– Область 1Ω(2Ω Ω) 0−   (показана штрихуванням), де хвильове 

число s  стає чисто уявним.  

 

Якщо 1Ω(2Ω Ω) 0−  , то абсолютне значення дробу (4.17) менше 

одиниці й ця функція може бути розкладена в ряд  

 1Ω(2Ω Ω)( )1 1

1 10

Ω Ω(2Ω Ω)

Ω Ω(2Ω Ω)

n

ink b a

n

D e


− −

=

 − −
=  

+ −  
 .   (4.20) 

Знаменники членів ряду зануляються тільки в найпростішому випадку 1v v= , 

але в цьому випадку немає неоднорідності, тобто немає шару й, отже, немає 

дифракції. 

 Якщо 1Ω(2Ω Ω) 0−  , то корінь у формулі (4.17) уявний і 

1 1

1 1

Ω Ω(2Ω Ω)

Ω Ω(2Ω Ω)

ie − −
=

+ −
 

с абсолютним значенням, рівним  

1 1

1 1

Ω Ω(2Ω Ω)
1

Ω Ω(2Ω Ω)

− −
=

+ −
. 

У цьому випадку ряд (4.20)  спрощується  
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 1Ω(2Ω Ω) ( )

0

in nk b a

n

D e

− − −

=

=  .  (4.21) 

В обох випадках члени ряду (4.20) і (4.21) описуються як степеневі функції. 

  

4.2 Аналіз спектрів імпульсів, дифрагованих на нестаціонарному 

діелектричному шарі у параксіальному наближенні  

 

Розглянемо більш докладно вирази (4.15) і (4.16), що описують 

спектри минулого й відбитого імпульсів. Спектри дифрагованих хвиль 

описуються виразами, що складаються із двох множників, один з яких 

визначаться самою неоднорідністю, а другий має вигляд первинної первинної 

хвилі. Для більш детального аналізу впливу шару на імпульс, розглянемо у 

вираженнях (4.15) і (4.16) тільки ту частину, яка містить інформацію про 

шар:  

 1Ω(2Ω Ω)( )
1( ) 1 (Ω Ω)

ik b a
RLf e D

− − 
= − −
  

, kL =  (4.23) 

для ефекту відбиття 

 

1
( )

Ω(2Ω Ω) Ω
2

1( ) Ω(2Ω Ω)

b a
i k

TLf e D

−
 − −
 

= −  (4.24) 

і проходження.   

Відбиті спектри, обумовлені неоднорідністю, показано на рисунках 

4.8 – 4.10 для двох параметрів середовища: більш оптично щільного шару 

при 1/ 1.25v v =  (а) і менш оптично щільного при 1/ 0.75v v = (б). 

Модуль спектра,  його дійсна й уявна частини для відбитого сигналу  

( )RLf   показано на рисунку 4.8 для параметрів / ( ) 0,68599c kv   і

/ ( ) 2,82842c kv    Видно, що найбільші значення величини спектра 

досягаються на критичній частоті у двох випадках: близько значення 1 для 

більш оптично щільного шару й близько значення 2 для менш оптично 

щільного шару.  
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(а)  (б) 

Рисунок 4.8– Спектри відбитого сигналу при товщині шару 

( ) 5L k b a= − =  й коефіцієнті 1 0 1 0.1   =  

Залежність ефекту відбиття від товщини шару показано на 

рисунку 4.9. У двох випадках оптичної щільності середовища помітно 

набагато більший вплив товщини шару на спектр, а також на якісну зміну 

спектра. При збільшенні товщини шару спостерігається поява резонансу, 

виникає частота, амплітуда якої значно виділяється серед інших частот. 

Також спостерігається зсув максимуму спектра відбитого імпульсу Ейрі в 

область малих частот. 

          

(а)  (б) 

Рисунок 4.9– Залежність ефекту відбиття від товщини шару при 5L = ,

10,L = 15L =  і коефіцієнту 1 0 1 0.1   = . 
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Модуль спектра, його дійсна й уявна частини для ефекту відбиття 

показано на рисунку 4.10 для таких же двох випадків параметрів середовища. 

Видно, що найбільше значення спектра досягається також на критичній 

частоті в обох випадках: поблизу значення 1 для більш оптично щільного 

середовища й близько значення 2 для випадку середовища менш оптично 

щільного.  

  

(а)  (б) 

Рисунок 4.10– Ефект відбиття в шарі при 5L =  й  1 0 1 0   = ¸

1 0 1 0.05   =  і 1 0 1 0.1   =   

Модуль спектра, дійсна й уявні частини спектра проходження ( )TLf   

показано на рисунку 4.11.  

       

(а)  (б) 

Рисунок 4.11– Спектри ефекту проходження при 5L =  та 1 0 1 0.1   =  
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Рисунок 4.12 ілюструє залежність ефекту проходження від товщини 

шару.  

     

(а)  (б) 

Рисунок 4.12– Залежність ефекту проходження від товщини шару при

5,L = 10,L = 15L =  і коефіцієнтом 1 0 1 0.1   =  

Залежність ефекту проходження від коефіцієнта 1 0 1    показано на 

рисунку 4.13. 

     

(а)  (б) 

Малюнок 4.13– Залежність ефекту проходження від коефіцієнта 

1 0 1    в шарі при 5L =  й  1 0 1 0   = ¸ 1 0 1 0.05   =  і 1 0 1 0.1   =  
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4.3 Точне (непараксіальне) розв’язання задачі про взаємодію 

імпульсу Ейрі з нестаціонарним плоским шаром 

 

Дифракція електромагнітних хвиль у нестаціонарних умовах 

середовища поширення має еволюційний характер. Під нестаціонарними 

умовами мається на увазі як нестаціонарна форма первинного сигналу, так і 

нестаціонарність середовища поширення, параметри якого змінюються у 

часі. При цьому важливе значення являє собою вибір початкового моменту 

нестаціонарності.  

Як відомо, свої унікальні властивості імпульс Ейрі демонструє саме у 

параксіальному наближенні. 

Розглянемо точну постановку задачі про взаємодію імпульсу Ейрі із 

шаром без припущення про параксіальне наближення [192–200].  

 Як і раніше, будемо описувати електромагнітне поле інтегральним 

рівнянням (3.3) . Для шару 0 x a   рівняння має вигляд: 

2 2 2
1

0 2 2
1 0 0

'
( , ) ( , ) ' ' ' ( ', ')

2

a
x xv v

E t x E t x dt dx t t E t x
vvv t







 − −

= − − − 
 

  .(4.25) 

У випадку визначення поля поза цим шаром, формула (4.25) є квадратурною, 

що дозволяє обчислити зовнішнє поле. У якості первинного поля розглянемо 

імпульс Ейрі (3.10) зі стартовим параметром p .  

Розглянемо однорідний плоский шар товщиною a , у якому 

діелектрична проникність стрибком змінюється в нульовий момент часу від 

значення   до значення 1 . Імпульс поширюється перпендикулярно шару й 

починає взаємодіяти з ним у нульовий момент часу. Таким чином, як і у 

випадку однієї границі, така постановка задачі визначає потрійну асиметрію 

розглянутого явища.  

Розв’язок рівняння будується методом резольвенти [126], описаним 

вище. Перша частина 1R̂  резольвенти 1 2
ˆ ˆ ˆ( )( ) ( ')R x R R x = +  має такий же 
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вигляд, як і (3.5), а друга частина 2R̂  обумовлена наявністю другої межі. 

Виходячи із цього, просторово-часова область діелектричного шару 

розбивається на просторово-часові зони mn  (рисунок 4.14). Перший індекс 

m показує кількість відбиттів імпульсу від освітленої межі шару, а другий n  

– від тіньової. 

Застосування резольвенти 1R̂  до інтегрального рівняння (4.25) дає 

електричне поле в зоні, що вільна від впливу меж шару, тобто в зоні з 

номером 00. Друга частина резольвенти 2R̂ , обумовлена наявністю меж шару, 

будується з урахуванням відбиттів світових ліній від меж шару, і для поля в 

зоні з довільним номером mn  має вигляд: 

 2
ˆ ˆ ( ') ( ')mnR R x a x = − , (4.26) 

де  

2 2 2
1 1

2 2
11

1

1
1

1

2 1ˆ ( ') ( 1) '
2 22

2 1
( ') ( 1) '

2 2

m

k

m

k

k k
mn

k k

v v v a k
R R v t t x x a

vvv t

a k
R v t t x x a





=

=

−−   −  
= − − + − − − +   

   

 +  
+ − + + − − −   

  





.(4.27) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок  4.14–Просторово-часові зони у діелектричному шарі 
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Перша сума в (4.27) показує внесок відбиттів сигналу від освітленої 

межі шару, а друга – від тіньової. Коефіцієнт 1 1( ) / ( )R v v v v= − +  збігається з 

коефіцієнтом відбиття плоскої гармонійної хвилі від плоскої границі [126]. Зі 

збільшенням номера зони доданки, що містять цей коефіцієнт, будуть давати 

менший внесок у поле внаслідок того, що 1R .  

Дослідимо перетворення імпульсу Ейрі в зонах з номерами 00, 11 і 

суміжних трикутних зонах (рисунок 4.15). У зоні з номером 00, обмеженої 

просторово-часовими лініями 1'x v t=  й 1'x v t a= − + , імпульс «не відчуває» 

впливу границь шару й поле в цій зоні має вигляд: 

 

00 1 0

0 0

2 2 2
1

02 2
11 0 0

ˆE ( , ) ( ) ( ) ' ' ( ', ')

( ) ( ) ' ' ( ', ')
2

a

a

t x x a x dt dx R E t x

x xv v
x a x dt dx t t E t x

vv v t

 

  





= − =

 − − 
= − − − 

  

 

 

. (4.28) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Рисунок 4.15–Вибір точки спостереження в зоні з номером 11.  

 

Виконавши інтегрування в (4.28) отримаємо явний вираз для поля в 

зоні 00: 
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. (4.29) 

У досліджуваній зоні поле складається із двох імпульсів Ейрі, що 

поширюються з новою швидкістю в протилежних напрямках. У цій зоні поле 

не відчуває впливу меж шару, отримані ж хвилі сформувалися в результаті 

стрибка діелектричної проникності усередині шару, що призвело до 

розщеплення падаючого імпульсу Ейрі на два імпульси. Подальша взаємодія 

імпульсу із шаром полягає у відбитті його від меж. При цьому характер 

вторинного імпульсу буде змінюватись при переході із зони в зону, що 

описуються функціями Хевисайда у формулі (4.29) і нижче. 

У зоні з номером 01 імпульс однократно відбивається від верхньої 

межі шару 
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0 01
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. (4.30) 

Тут 
( )
1

1

1
( , ') {2 2 ' 3 }

2
s x x x a x a

v

−
= − + −  

Виконавши інтегрування в (4.30), отримуємо вираз для поля в зоні 01: 
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. (4.31) 

У цій зоні електромагнітне поле складається із двох хвиль, що 

поширюються в протилежних  напрямках. Перша хвиля є результатом 

розщеплення імпульсу в момент стрибка діелектричної проникності, а друга, 

пропорційна коефіцієнту відбиття R , формується в результаті відбиття 

імпульсу від верхньої межі шару.  
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У зоні 10 резольвента (4.27) будується з урахуванням відбиття від 

нижньої межі шару й поле в цій зоні обчислюється за формулою:  
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, (4.32) 

де 
( )
1

1

1
( , ') {2 2 ' }

2
s x x x a x a

v

+
= − + + . 

Після інтегрування в (4.32) отримаємо електромагнітне поле в зоні 10: 
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(4.33) 

У цій зоні поле складається із трьох типів хвиль: перша являє собою 

безпосереднє проходження в шар падаючої хвилі, має такий же напрямок 

поширення, але нову швидкість. Друга хвиля поширюється в протилежному 

напрямку й породжена зворотною хвилею, що виникла в результаті часового 

стрибка діелектричної проникності. Відбиття цієї хвилі від тіньової межі 

шару породжує третю хвилю, яка поширюється в тому ж напрямку, що й 

падаюча хвиля.  

У центральних зонах шару резольвента будується з урахуванням 

відбиття від двох границь. Поле в зоні з m -кратним відбиттям від двох меж 

шару, тобто в зонах з однаковими індексами mm , описується формулою: 
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,(4.34) 

де 1 1 1 1 1
0 1 2

1

2 1
, , , (1 ( 1) )

2 2 2

k
k

v v v v v v v
C C C i

v v v v v v

+ −
= = = = − −

+
 

 Зі співвідношення (4.34) видно, що поле усередині шару має складну 

структуру й складається із чотирьох типів хвиль. Хвилі, що пропорційні 

коефіцієнту 0C , породжуються падаючим після нульового моменту полем. 

Два останні доданки, що пропорційні коефіцієнтам 1C  й 2C , породжуються 

хвилями, що розщепилися в результаті стрибка діелектричної проникності. Зі 

збільшенням номера зони mm  внесок перевідбиттів імпульсу від меж шару 

буде зменшуватися, тому що відповідні доданки у формулі (4.34), 

пропорційні коефіцієнту 1R . Тому важливо досліджувати внутрішнє поле 

саме в зонах з невеликими номерами.  

Зокрема, поле в зоні з номером 11 з одним відбиттям від верхньої й 

одним відбиттям від нижньої межі має вигляд: 
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.(4.35) 

Поле в шарі складається із чотирьох типів хвиль. Перші дві 

сформувалися після проходження первинного імпульсу в зону 11. Одна із 

цих хвиль поширюється з новою швидкістю  

1

1 1

2
Ai

v t x
p

v v T v T

 
− + − 

+  
, 

 а друга 

Ai
t x

p
T vT

 
− − + − 

 
 

гасить падаючу хвилю згідно із принципом погашення Евальда-Озеєна.   

З урахуванням цього, формула (4.35) має вигляд: 
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.(4.36) 

Хвилі, які утворились після стрибка діелектричної проникності в 

нульовий момент часу, після однократного відбиття від двох меж шару 

формують дві останні хвилі у формулі (4.36).   

Отримані вирази для вторинних імпульсів дозволяють визначити поле 

поза шаром. 
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Механізм взаємодії імпульсу Ейрі з однієї межею відрізняється від 

випадку наявності двох границь. Поле, що пройшло через одну плоску 

границю, має вигляд: 

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1 1

2
1 1 1 1

2
1 1 1 11

( ) ( )
Ai ( ) Ai - ( )

2 2
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(4.37) 

Порівнюючи отримані вирази для поля при наявності однієї й двох 

меж, слід зазначити, що наявність другої межі явно визначається доданками, 

що залежать від товщини шару. Також поле вторинного імпульсу складається 

з перевідбитих від меж шару імпульсів, які відсутні у випадку однієї межі.  

Положення імпульсу Ейрі в зоні 00 при додатньому значенні 

стартового параметра p  показано на рисунку 4.16а.  

 

(а)        (б) 

Рисунок 4.16– Часовий хід імпульсу Ейрі в зоні 00: (а) на часовому 

інтервалі від 0 0t =  до 1 / 2t a u=  й у зоні 11(б) на часовому інтервалі від 

1 / 2t a u=  до 2 3 / 2t a u=  при 5p = , / 20a vT = , 1 / 0.8u v v= =  у різних точках 

шару: / 5x vT =  (суцільна лінія), / 10x vT =  (штрихована лінія), / 15x vT =  

(пунктирна лінія).  
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 З аналізу графіків випливає, що в даній зоні за проміжок часу від 

0 0t =  до 1 / 2t a u=  встигає з'явитися лише передній фронт імпульсу Ейрі, що 

добре видно поблизу освітленої межі в точці / 5x vT =  й у середині шару в 

точці / 10x vT = . Час запізнювання імпульсу /t T легко визначити за 

рисунокм 4.16а, обчисливши різницю між значеннями часу, коли імпульс 

досягає свого максимального значення.  

 Враховуючи динаміку поширення імпульсу, можна сказати, що в 

точку / 15x vT = , близьку до тіньової межі шару, імпульс потрапить у момент 

часу, який буде перевищувати часовий інтервал зони 00. Отже, імпульс 

переходить у сусідню зону, а в зоні 00 відсутній (рисунок 4.16а).  

 
 При переході імпульсу в зону 11 за проміжок часу 1 / 2t a u=  й 

2 3 / 2t a u=  (малюнок 4.16б) видно зміна імпульсу під час його проходження 

по товщині шару.  

Вибір точки спостереження в зоні 11 показано на рисунку 4.15. У 

точках, близьких до меж шару (на рисунку 4.16б суцільна й пунктирні лінії), 

імпульс має значно меншу тривалість, ніж в середині шару (на рисунку 4.16б 

штрихована лінія). Це обумовлене ромбовидною формою віртуальних 

просторово-тимчасових зон, на які ділиться шар. 

На рисунку 4.17 показано поширення імпульсу Ейрі в зонах 00 і 11 

при від’ємному значенні стартового параметра 5p = − . З аналізу графіків 

випливає, що при 0p   (рисунок 4.17а) сигнал досягає обраної точки 

спостереження пізніше, ніж при 0p   (рисунок 4.16а)  

У зоні 11 спостерігається лише сильно осцилюючий «хвіст» імпульсу 

Ейрі при 5p =  (рисунок 4.16б), у той час, як при від’ємному значенні 5p = −  

(рисунок 4.17б), у зоні 11 видно ще й головний пелюсток імпульсу.  

Отже,з детального аналізу поведінки імпульсу Ейрі діелектричному 

шарі випливає, що вибір значення стартового параметра важливий при 

дослідженні явища взаємодії імпульсу з неоднорідністю середовища.  
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(а) 

   

(б) 

Рисунок 4.17– Часовий хід імпульсу Ейрі в зоні 00 на часовому 

інтервалі  від 0 0t =  до 1 / 2t a u=  й у зоні 11 за часом від 1 / 2t a u=  до 

2 3 / 2t a u=  у випадку шару при 5p = − , / 20a vT = , 1 / 0.8u v v= =  у різних 

точках шару: / 5x vT =  (суцільна лінія), / 10x vT =  (штрихована лінія), 

/ 15x vT =  (пунктирна лінія).    
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На рисунках 4.18 – 4.19 показано положення імпульсу Ейрі в 

середовищі з показником заломлення більше одиниці 1 / 1v v   при різних 

знаках стартового параметра p .  

 

(а)        (б) 

Рисунок  4.18– Поширення імпульсу Ейрі в зоні 00 (а) на часовому 

інтервалі від 0 0t =  до 1 / 2t a u=  й у зоні 11 (б) за часом від 1 / 2t a u=  до 

2 3 / 2t a u=  у випадку шару при 5p = , / 20a vT = , 1 / 1.2u v v= =  у різних 

точках шару: / 5x vT =  (суцільна лінія), / 10x vT =  (штрихована лінія), 

/ 15x vT =  (пунктирна лінія) 

  

На рисунку 4.18а видно, що максимального значення головний 

пелюсток імпульсу в зоні 00 досягає в більш оптично щільнім середовищі й 

поширюється швидше в порівнянні із середовищем з меншим показником 

заломлення. Характер осциляцій «хвоста» імпульсу не змінюється в 

середовищі з більшим коефіцієнтом заломлення.  
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(а)        (б) 

Рисунок 4.19– Поширення імпульсу Ейрі в зоні 00 (а) на часовому 

інтервалі  від 0 0t =  до 1 / 2t a u=  й у зоні 11 (б) за часом від 1 / 2t a u=  до 

2 3 / 2t a u=  у випадку шару при 5p = − , / 20a vT = , 1 / 1.2u v v= =  у різних 

точках шару: / 5x vT =  (суцільна лінія), / 10x vT =  (штрихована лінія), 

/ 15x vT =  (пунктирна лінія).  

 

 При від’ємних значеннях стартвого параметра 5p = −  в більш 

оптично щільнім середовищі амплітуда коливань імпульсу збільшується 

(рисунок 4.19). Свого максимального значення в середовищі з показником 

заломлення 1 / 1.2v v =  він досягає набагато раніше (рисунок 4.19б), у 

порівнянні з випадком, коли 1 / 0.8v v =  (рисунок 4.17б). Змінюється також 

форма головного пелюстка: з'являються побічні пелюстки імпульсу в 

середині шару й ближче до верхньої межі.  

З аналізу поширення імпульсу в середовищах з різним коефіцієнтом 

заломлення випливає, що головний пелюсток імпульсу Ейрі змінює свою 

форму в більш оптично  щільнім середовищі як при додатніх, так і при 

негативних значеннях стартового параметра. Також показано, що вибір 

початкового просторово-тимчасового параметра впливає на місце 

розташування імпульсу в шарі, а перехід сигналу в середовище з новою 
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діелектричною проникністю призводить до збільшення його амплітуди й 

зміні форми головного пелюстка.  

 

4.4  Просторово-часова структура імпульсу Ейрі в шарі з межами, 

що рівномірно рухаються відносно одна одної. 

 

Розглянемо тепер задачу з діелектричним плоским шаром товщиною

a , границі якого не постійні, а рівномірно рухаються назустріч одна одній з 

постійною швидкістю u , й у момент часу / 2t a u=  шар збігається в одну 

точку.  

Поле в шарі описується тим же інтегральним рівнянням Вольтерра 

(4.25), тільки функція Хевисайда тепер визначається як  

 ( ) ( )( , )f t x a ut x x ut = − − − ,  (4.38) 

де u  - швидкість меж шару, яка задовольняє нерівності 20 u v  . Умова 

0u   є необхідною для того, щоб межі шару збігались в одну точку,а  

вхідний у нього імпульс Ейрі «встиг» відчути вплив цих меж при 2u v . У 

протилежному випадку, коли 0u  , межі шару віддаляються одна від одної й 

шар розлітається.  

Коли швидкість меж шару більше швидкості імпульсу, те вся світова 

область, утворена цими межами, повністю вкладається у вільну від впливу 

меж шару просторово-часову зону з номером 00. У цьому випадку імпульс 

Ейрі «не почуває» впливу меж шару. 

Розв’язання інтегрального рівняння (4.25) також будемо будувати за 

допомогою резольвенти. Як і у випадку з постійними межами, шар 

розбивається на просторово-часові зони, як показано на рисунку 4.20.  
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Рисунок 4.20–Геометрія задачі у випадку взаємодії імпульсу Ейрі з 

шаром, межі якого збігаються в одну точку. 

 

Просторово-часову структура взаємодії імпульсу Ейрі з шаром 

показано на рисунку 4.20 занумерованими стрілками. Стрілка з номером 1 

показує падіння імпульсу на шар у момент початку руху меж, тобто передній 

фронт імпульсу буде знаходитись за межами шару, коли межі цього шару 

почнуть зустрічний рух. Стрілка 2 вказує на положення переднього фронту 

імпульсу в момент, коли відбувається стрибок діелектричної проникності. 

Стрілки 3 і 4 ілюструють ситуацію, коли межі починають рух раніше, ніж 

почнеться процес взаємодії імпульсу з шаром.  

Відстань між просторово часовими зонами змінюється за законом:  
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Резольвента інтегрального рівняння (4.25) також складається із двох 

частин [126]. Якщо точка спостереження знаходиться в зоні з номером 00, то 

перша частина резольвенти має такий же вид, як і у випадку необмеженого 

простору. 

Друга частина резольвенти для  точки спостереження, яка знаходиться 

в зоні з номером mm і  має вигляд: 
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Структура внутрішнього поля в зоні з номером 00, де немає впливу 

меж шару, така ж, як і в шарі з постійними границями: 
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Структура в зоні з довільним номером mmвизначається виразом:  
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. (4.42) 

Коефіцієнти у формулі (4.42) мають вигляд: 
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Функції Хевісайда у формулі (4.42) визначають межі відповідних 

просторово-часових зон шару. У шарі формується два імпульси, які 

пропорційні коефіцієнтам 1,2C . Ці імпульси утворюються унаслідок стрибка 

діелектричної проникності й поширюються по шару, відбиваючись від його 
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меж.  Нескінченна кількість таких відбиттів вкладається в шар за скінченний 

проміжок часу, тому що межі шару збігаються в одну точку. Імпульси, які 

пропорційні 0C , формуються після проходження імпульсу в шар з боку 

освітленої межі шару. Амплітуди цих імпульсів збільшуються, що 

призводить до нестійкості падаючого імпульсу в шарі й до розкладання хвилі 

на хвильові пакети.   Для більш детального аналізу віртуальної структури 

поля в шарі із межами, що рухаються, розглянемо поля в зонах 00, 11 і 22 при 

від’ємному значенні стартового параметра p .  

Структура поля в зоні 00 описується формулою (4.41), а в зонах 11 і 22 

формулами (4.43) і (4.44) відповідно.  
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Поле в зоні з номером 11 складається із трьох імпульсів Ейрі, перший 

з яких сформувався внаслідок проходження імпульсу в шар з боку освітленої 

межі шару. Інші два імпульси в цій зоні утворились у результаті відбиттів 

первинного імпульсу від меж шару після розщеплення імпульсу внаслідок 

стрибка діелектричної проникності в нульовий момент часу.  

Формула (4.44) описує часову-просторово-тимчасову структуру поля в 

зоні 22. Тут формується вже чотири імпульси: перші два  - це результат 

проходження первинного імпульсу в шар, а інші, які пропорційні коефіцієнту

2
1R , є результатом дворазового відбиття від меж шару.  

Структура полів у цих зонах складніше, чим у задачі із шаром з 

постійними межами. По-перше, змінюється множник, який описує амплітуду 

імпульсу. По-друге, ускладнюється просторово-часова залежність між 

компонентами аргументів функцій Ейрі. І, по-третє, у випадку шару з 

межами, що рухаються, залежність від товщини шару набагато складніша, 

чим у випадку, коли межі шару постійні.  На рисунку 4.21 показана еволюція 

імпульсу Ейрі при переході з однієї просторово-часової зони в іншу.  

 

 Рисунок 4.21–Еволюція імпульсу Ейрі у часі в зонах 00 (пунктирна 

лінія), 11 (чорна суцільна лінія) і 22 (сіра суцільна лінія): / 20a vT = ,

/ 10x vT = , / 0.5u v = , 1 / 0.8v v =  
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На рисунку 4.22 показано зміну імпульсу Ейрі шаром у порівнянні з 

первинним імпульсом. З аналізу рисунку 4.22 випливає, що у імпульса 

змінюється лише величина головного пелюстка в зоні, що вільна від впливу 

меж шару, у той час, як форма самого імпульсу зберігається. При переході в 

зону 11 після однократного відбиття від меж шару форма імпульсу суттєво 

міняється. З'являються побічні пелюстки й вторинні коливання.  

 

Рисунок 4.22– Порівняння дифрагованих імпульсів 00E  і 11E  в зонах 

00 і 11 відповідно: / 20a vT = , / 10x vT = , / 0.5u v = , 1 / 0.8v v =  . 

 

Явний вплив руху меж шару демонструє рисунок 4.23, на якому 

показано трансформацію імпульсу Ейрі в порівнянні з шаром, межі якого не 

рухаються. У цьому випадку поле менше змінюється у порівнянні з 

первинним, на відміну від випадку шару, межі якого збігаються в одну точку.  

У «нульовій» зоні імпульс не змінюється в обох випадках, а після відбиття 

від меж змінюється амплітуда «хвоста» у порівнянні з первинним імпульсом. 
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У випадку взаємодії плоскої хвилі і шару з межами, що рухаються 

[135],  були визначені параметри, при яких амплітуда хвиль у шарі зростає й 

поле стає нестійким. У результаті цього відбувається накопичення енергії в 

шарі за рахунок перетворення кінетичної енергії його границь в енергію 

електромагнітного поля.  

 

Рисунок 4.23– Імпульс Ейрі в шарі з постійними межами в зонах 00 

(пунктирна лінія), 11 (чорна суцільна лінія) і 22(сіра суцільна лінія):

/ 20a vT = , / 10x vT = , / 0.5u v = , 1 / 0.8v v =  

 

Таким чином, у шарі із зустрічним рухом меж відбувається 

збільшення амплітуди імпульсу, як і у випадку первинної плоскої хвилі, але 

також міняється його форма й загальна структура поля в шарі.  
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Висновки по розділу 

 

1. Розв’язано просторово-часову задачу про взаємодію імпульсу 

Ейрі з діелектричним плоским шаром у параксіальному наближенні.  

Отримано спектри вторинних імпульсів. Ілюстрація спектрів у середовищах з 

різною оптичною щільністю показала явно виражену якісну зміну спектрів.  

2. Розв’язано точну задачу про взаємодію імпульсу Ейрі з 

діелектричним шаром. Розв’язок отримано методом інтегральних рівнянь 

Вольтерра. Проведено аналіз поля в шарі залежно від положення точки 

спостереження. Положення імпульсу в цій задачі, як і у випадку з однією 

межею, контролюється значенням стартового параметра, тому вибір значення 

цього параметра, і тим паче його знака, дуже важливий при дослідженні 

явища взаємодії імпульсу з неоднорідністю. Імпульс Ейрі змінює свою форму 

в більш оптично щільнім середовищі як при додатніх, так і при від’ємних 

значеннях стартового параметра, а перехід сигналу в середовище з новою 

діелектричною проникністю призводить до збільшення його амплітуди й 

зміни форми головного пелюстка.  

3. Розв’язано задачу про взаємодію імпульсу Ейрі з шаром у 

випадку, коли межі шару не постійні, а рухаються назустріч одна одній та у 

певний момент часу шар збігається в одну точку. Отримано точні вирази для 

поля в довільній точці шару. Проведено порівняння імпульсу Ейрі в шарі з 

постійними межами у випадку зустрічного руху меж  при різних 

коефіцієнтах заломлення й знаках стартового параметра. Структура поля у 

випадку шару з рухомими межами складніша, ніжу випадку з постійними 

межами: змінюється коефіцієнт, що описує амплітуду імпульсу,  

ускладнюється просторово-часова залежність в аргументах функцій Ейрі, 

ускладнюється загальна структура імпульсу.  
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі розв’язано актуальну наукову задачу 

перетворення електромагнітного імпульсу Ейрі у нестаціонарному 

середовищі з плоскими межами. Шляхом застосування резольвентного 

оператору до побудови розв’язку задачі про взаємодію електромагнітного 

сигналу з неоднорідним нестаціонарним середовищем отримано аналітичні 

вирази перетворених імпульсів Ейрі та проведено їх всебічний аналіз на базі 

строгого опису їх властивостей та комп’ютерного моделювання 

досліджуваних процесів. Це дозволить більш обґрунтовано застосовувати 

імпульси Ейрі до вирішення практичних задач. 

1. Сформульовано початково-граничну електродинамічну задачу 

про перетворення електромагнітного сигналу у неоднорідному 

нестаціонарному середовищі у вигляді інтегрального рівняння Вольтерра 2-

го роду із включеними граничними й початковими умовами. Отримано 

симетричну функцію Гріна початково-граничної задачі в параксіальному 

наближенні. За допомогою неї розглянуто параксіальне наближення такого 

рівняння і застосовано до задачі про взаємодію імпульсу Ейрі з 

нестаціонарним діелектричним шаром. Отримано спектри імпульсів, що 

пройшли в шар і відбились від нього. Проведено аналіз спектрів у 

середовищах з різною оптичною щільністю, досліджено залежність спектрів 

від товщини шару. Показано, що при збільшенні товщини шару на деякій 

частоті виникає складова поля, амплітуда якої значно виділяється з-поміж 

складових поля з іншими частотами. Також відбувається зміщення 

максимуму спектру відбитого імпульсу Ейрі в область малих частот.  

2. Сформульовано просторово-часову задачу про взаємодію 

імпульсу Ейрі з плоскою межею нестаціонарного діелектрика, що 

утворюється в деякий момент часу. Показано, що така задача містить 

потрійну асиметрію, а саме: по-перше, асиметрія, що полягає в 

асиметричності первинного імпульсу Ейрі, який має неперіодичну структуру 



141 

у вигляді головного пелюстка і осцилюючого хвоста, що затухає при 

збільшенні значень аргументу. По-друге, асиметрія полягає в асиметричності 

об'єкта дифракції, а саме, в наявності межі розділення середовищ з різними 

параметрами. По-третє, асиметрична поведінка в часі первинного імпульсу. 

Вона характеризується тим, що імпульс починає взаємодіяти з 

неоднорідністю в певний момент часу.  

3. Досліджено характер поширення імпульсів, що пройшли через 

межу і відбились від неї. Цей процес контролюється вибором значення 

стартового параметра. При від’ємних значеннях цього параметра передній 

фронт імпульсу не досягає межі до нульового моменту часу й імпульс «не 

відчуває» неоднорідності. У протилежному випадку, коли стартовий 

параметр має додатній знак, головний пелюсток і частина «хвоста» імпульсу 

Ейрі перебувають глибоко в нестаціонарному середовищі. Обчислено й 

проаналізовано потоки енергії, що переносяться імпульсом. Проведено аналіз 

асимптотичної формули для великих від’ємних значень аргументу функції 

Ейрі. Шляхом числового інтегрування промодельоване переміщення 

максимуму потоків енергії як первинного, так і того, що пройшов імпульсів.  

4. Досліджено випадок, коли межа, починаючи з нульового моменту 

часу, рухається рівномірно назустріч імпульсу. Показано, що процес 

взаємодії імпульсу Ейрі з рухомою межею, легко контролювати вибором 

значення стартового параметра. Шляхом вибору оптимальних значень 

стартового параметра наочно проілюстровано процес взаємодії імпульсу Ейрі 

з межею.  

5. Детально досліджено більш складний тип руху, а саме випадок, 

коли межа рухається по релятивістському рівноприскореному закону. 

Отримано аналітичні вирази для трансформованих імпульсів Ейрі рухомою 

межею та показано, що в момент досягнення межею швидкості імпульсу, 

утворюється два нескінченні розриви. Встановлено, що в цей момент 

відбувається розрив «хвоста» імпульсу так, що по одну сторону від межі 

залишається відсічений головний пелюсток імпульсу, а з іншої сторони – 
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осцилюючий хвіст. Такі розриви пояснюються наявністю особливих точок у 

виразах, що описують електромагнітне поле в момент взаємодії імпульсу та 

межу.  

6. Проведено аналіз розподілу поля в шарі залежно від положення 

точки спостереження у випадку наявності двох границь (шару). Показано, що 

в шарі з постійними межами утворюються чотири імпульсі, один з яких 

гасить первинний імпульс згідно принципу погашення, другий 

переміщується в тому ж напрямку, що і первинний, а два останніх, що 

утворились у результаті стрибка діелектричної проникності, переміщуються 

у протилежних напрямках. Отримано загальну аналітичну формулу для 

обчислення електромагнітного поля у будь-якій точці шару та більш 

детально досліджено властивості імпульсу на початковому етапі взаємодії з 

шаром.  

7. Показано, що просторово-часова структура імпульсу значно 

ускладнюється, якщо межі шару не постійні, а рівномірно рухаються 

відносно одна одної. Отримано аналітичний вираз для обчислення поля і 

будь-якій точці шару. Із аналізу отриманих результатів  випливає, що 

структура поля в такому шарі складніша, ніж у випадку, коли його межі 

постійні. По-перше, ускладнюється вираз для амплітуди імпульсу. По-друге, 

ускладнюється часова залежність в аргументах функцій Ейрі. І, по-третє, у 

випадку шару з межами, що рухаються, залежність від товщини шару 

набагато складніша, ніж у шарі з постійними межами. Після одноразового та 

дворазового відбиття від меж шару структура імпульсу ще більш 

ускладнюється появою вторинних пелюстків та додатковими коливаннями. 

Нескінченна кількість таких відбиттів вкладається в шар за скінчений 

проміжок часу, так як межі шару замикаються. 
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