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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СИМВОЛІВ, ОДИНИЦЬ, СКОРОЧЕНЬ І 

ТЕРМІНІВ 

 

 

  – квантор загальності “для всіх”; 

 – квантор існування “існує”; 

  – логічне „і”; 

  – логічне „або”; 

x A  – елемент x  належить множині А; 

,x A x A   – елемент x  не належить множині А; 

A B  – переріз множин А і В (їхня спільна частина); 

A B  – об’єднання множин А і В; 

A B  – множина А є частиною множини В; 

\A B  – { : }x A x B   різниця множин А і В; 

A  – замикання множини А; 

,,ij i j   – символ Кронекера; , 1i i  ; , 0i j  , якщо i j ; 

{ : },{ }x xx P x P  – сукупність елементів x з властивістю xP ; 

R  – множина дійсних чисел; 
nR  – евклідів n -вимірний простір,  1,...,

n
nx x x R    

, 1,ix R i n   ; 
( )C G  – простір функцій, неперервних у nG R ; 

 ,nC a b  – простір функцій, неперервних з похідними порядку n  

на відрізку  ,a b ; 

( )rC G  – простір неперервних у nG R  функцій n  змінних із 

неперервними похідними порядків r ; 
, , ( )r m nC G  – простір функцій, неперервних у 3G R  разом із 

частинними похідними до порядку r  по першій змінній, 

m – по другій, n  – по третій; 



 

 

6 

 1
2W   –    
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1 2

2 , f fW f x y u dxdy
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 ; 

 pL G  – простір функцій  , nf x x G R  , які мають скінченну 

норму    
1/
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p
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  – оператор Лапласа; 

ВРС – варіаційно-сіткові методи; 

МСР – метод скінченних різниць; 

метод ЛІДР – метод зведення до системи лінійних інтегро-

диференціальних рівнянь розв’язання крайових задач; 

МСЕ – метод скінченних елементів; 

ІМСЕ – інтерлінаційний метод скінченних елементів; 

система ЗДР – система звичайних диференціальних рівнянь; 

СЛАР – система лінійних алгебраїчних рівнянь. 
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ВСТУП 

 

 

Актуальність теми. Науково-технічний прогрес ставить широкий спектр 

задач, що вимагають розв’язання. Серед них велику роль відіграють 

нестаціонарні задачі. В наш час суттєве та швидке зростання ресурсів 

обчислювальної техніки (таких як пам'ять, швидкодія, можливість розв’язувати 

задачі з розпаралелюванням тощо) поряд зі зниженням вартості дозволяють 

проводити математичне моделювання об’єктів та процесів з використанням 

ЕОМ суттєво швидше, ефективніше та значно економніше. Важливим 

підтвердженням написаного є роботи В. С. Дейнеки, І. В. Сергієнка, 

В. В. Скопецького [15, 17], в яких побудовані математичні моделі основних 

процесів, що протікають у багатокомпонентних «зернистих» ґрунтових 

середовищах, для випадків довільного просторового розташування тонких 

включень (у вигляді крайових, початково-крайових задач для рівнянь з 

частинними похідними з умовами спряження та відповідних узагальнених 

задач, що визначені на класах розривних функцій). 

При розв’язанні багатьох наукових та технічних проблем необхідно 

досліджувати нестаціонарні скалярні та векторні поля, що є моделями реальних 

процесів і вимагають розв’язання крайових задач математичної фізики, які 

допускають точний розв’язок лише у виняткових випадках. Серед методів 

розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності найбільш відомими є 

класичний метод розділення змінних, метод сіток, варіаційні та проекційні 

методи, метод R-функцій, метод скінченних елементів. Метод скінченних 

елементів (МСЕ) є одним з найбільш широко використовуваних на даний час 

методів розв’язання нестаціонарних задач тепломасопереносу. Інтерес до МСЕ 

викликаний можливістю автоматизації побудови дискретних моделей та 

надійною роботою з системами диференціальних рівнянь з розрідженими 

матрицями. 

Оскільки при наближеному розв’язанні нестаціонарних задач 
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теплопровідності з двома або трьома просторовими змінними класичним МСЕ 

виникають системи  звичайних диференціальних рівнянь великої розмірності, 

які треба розв’язувати при заданих початкових умовах, основними методами 

розв’язання нестаціонарних задач теплопровідності є чисельні методи, вагомий 

вклад в розвиток яких внесли дослідження Сергієнка І. В., Дейнеки В. С., 

Скопецького В. В. [7, 15, 17, 104], Григоренка Я. М., Самарського А. А. [94 – 

96], Марчука Г. І. [68, 69], Яненка М. М., Рвачова В. Л. [83 – 89], Ляшка І. І., 

Молчанова І. М. [74, 75], Литвина О. М. [42, 44, 47], Лучки А. Ю. [66], 

Панкратової Н. Д., Крюкова Н. Н., Савули Я. Г. [93], Білоцерковського С. М. 

[5], Ліфанова І. К., Шайдурова В. В. [117], Шинкаренка Г. А., Флейшмана Н. П., 

Ганделя Ю. В., Стренга Г., Фікса Дж. [108], С’ярле Ф. [109], Мітчела Е., 

Уейта Р. [72], Barnhill R. E., Cavendish J. C., Gordon W. J., Nielson G. M., 

Babuska I. [120, 121], Hall C. A., Marshall I. та інших. 

Зауважимо, що при розв’язанні задач методом скінченних елементів для 

підвищення точності часто використовується методика згущення сіток навколо 

точок з особливостями, використання функцій із відповідними особливостями 

тощо. Це приводить до збільшення часу на формування матриць та, як 

наслідок, до збільшення часу розрахунків. Альтернативними способами 

підвищення точності розв’язку є поєднання вказаної вище методики і 

відповідного  вибору локальних апроксимуючих функцій (найчастіше носії цих 

функцій включають точки, в яких точний розв'язок має особливості). 

Додавання до класичних базисних функцій ще однієї або декількох функцій з 

потрібними особливостями, а також одночасне використання глобальних та 

локальних базисних функцій передбачає знання додаткової інформації про 

аналітичні розв’язки досліджуваних задач тощо. 

Тому доцільно для розв’язання таких задач використовувати нові методи, 

в яких наближений розв’язок зображується у вигляді сплайнів за просторовими 

змінними, невідомі вузлові параметри яких залежать від часу t,  і які 

використовують для наближення точного розв’язку із заданою точністю меншу 

кількість невідомих параметрів, а, отже, і розв’язання меншої кількості 
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диференціальних рівнянь. В даній роботі додаткова інформація не 

використовується. 

Відмітимо, що методи інтерлінації функцій  , ,u x y t  за змінними x , y  

дозволяють будувати схеми МСЕ, які для досягнення заданої точності 

вимагають розв’язання порівняно значно меншого числа диференціальних 

рівнянь. 

На використанні інтерлінації базується метод зведення до системи 

лінійних інтегро-диференціальних рівнянь (метод ЛІДР) розв’язання крайових 

задач, який досліджувався в працях Литвина О. М. [41, 47, 57], Куценка Л. М., 

Федька В. В. [111] при розв’язанні стаціонарних задач. Тому актуальним є його 

застосування для розв’язання нестаціонарних задач тепломасопереносу і 

дослідження його обчислювальних можливостей для побудови математичних 

моделей нестаціонарної теплопровідності та обчислювальних методів їх 

дослідження, основаних на використанні інтерлінації функцій трьох змінних за 

двома просторовими змінними. В роботі [63] Сергієнка І. В., Литвина О. М. 

було викладено загальний метод розв’язання нестаціонарної задачі 

теплопровідності з використанням інтерлінації функцій. 

Таким чином, дана робота присвячена актуальній темі – подальшому 

розвитку МСЕ розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності з 

використанням інтерлінації функцій і дослідженню його обчислювальних 

можливостей. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна 

робота виконувалась на кафедрі вищої та прикладної математики Української 

інженерно-педагогічної академії в рамках тематики наукового міжвідомчого 

центру «Математичне моделювання структури неоднорідного тіла з 

використанням нових методів розв’язання крайових задач і методів 

комп’ютерної та сейсмічної томографії», створеного сумісно Інститутом 

кібернетики ім. В. М. Глушкова НАН України та Українською інженерно-

педагогічною академією. Результати дисертаційної роботи були використані у 

рамках держбюджетної теми «Розробка і дослідження нового методу розвідки і 



 

 

10 

розробки родовищ корисних копалин на основі інтерлінації функцій» 

(держбюджетна тема № ДР 0109U008661, 2012-2014 рр.), яка входить до плану 

науково-дослідної роботи кафедри вищої та прикладної математики Української 

інженерно-педагогічної академії. 

Мета і задачі дослідження. Метою даного дисертаційного дослідження є 

розробка та дослідження методу скінченних елементів розв’язання 

нестаціонарної задачі теплопровідності з двома просторовими змінними в 

областях складної форми з використанням сплайн-інтерлінації функцій. 

Для досягнення поставленої мети потрібно розв’язати такі завдання: 

– розробка та дослідження методу розв’язання крайової задачі 

нестаціонарної  теплопровідності з двома просторовими змінними з 

використанням інтерлінації функцій; 

– розробка та дослідження методу побудови точних розв’язків 

нестаціонарного рівняння теплопровідності; 

– проведення обчислювального експерименту на основі створеного 

програмного забезпечення для дослідження ефективності запропонованих 

методів.  

Об'єкт дослідження – процес розповсюдження тепла в двовимірних 

тілах.  

Предмет дослідження – математична модель розподілу температури в 

двовимірних тілах із використанням методу скінченних елементів на основі 

інтерлінації функцій. 

Методи дослідження. Теоретичні дослідження базуються на загальних 

методах функціонального аналізу, обчислювальної математики, теорії 

наближення функцій кількох змінних з використанням апарату інтерлінації; в 

основі чисельної реалізації лежить метод скінченно-елементної апроксимації, 

побудованої на основі сплайн-інтерлінації за двома просторовими змінними, 

розв’язку нестаціонарної крайової задачі про розподіл температури в областях 

складної форми; для тестування запропонованих алгоритмів використовувалася 

система комп’ютерної математики. 
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Наукова новизна одержаних результатів. У роботі отримано нові 

результати, що виносяться на захист: 

– вперше на основі сплайн-інтерлінації функцій розроблено та 

досліджено новий метод, який є скінченно-елементною реалізацією методу 

зведення до системи інтегро-диференціальних рівнянь, використаного при 

розв’язанні крайової задачі для нестаціонарного рівняння теплопровідності з 

двома просторовими змінними у випадку областей складної геометричної 

форми. Цей метод названий інтерлінаційним методом скінченних елементів 

(ІМСЕ) для нестаціонарних задач теплопровідності; 

– подальшого розвитку набув метод скінченних елементів розв’язання 

нестаціонарної задачі теплопровідності з використанням інтерлінації функцій; 

– вперше для тестування наближуючих та обчислювальних властивостей     

ІМСЕ розроблено метод побудови точних розв’язків нестаціонарних задач 

теплопровідності для областей складної форми, що дає можливість перевірити 

теоретичні твердження дисертаційної роботи щодо похибки наближених 

розв’язків; 

– при чисельній реалізації вперше для розв’язання нестаціонарних задач 

тепломасопереносу за допомогою ІМСЕ запропоновано використовувати 

спеціальну нумерацію вузлів елементів, яка дозволяє в системі звичайних 

диференціальних рівнянь    A C t B C t D    , що виникає в ІМСЕ, зберегти 

блочно-трьохдіагональну структуру матриць А і В. Це дозволяє при проведенні 

обчислень використати властивості трьохдіагональних та блочно-

трьохдіагональних матриць. 

Практичне значення одержаних результатів: 

– розроблені та протестовані алгоритми знаходження наближеного 

розв’язку нестаціонарної крайової задачі з використанням інтерлінації функцій 

можуть бути використані для створення професійних пакетів програм; 

– запропонований метод нумерації вузлів, який зводить систему 

диференціальних рівнянь до системи з блочно-трьохдіагональними матрицями, 

дозволяє використовувати відомі методи їх розв’язання, тобто оптимізувати 
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процес розв’язання; 

– на основі запропонованих методів, алгоритмів та програм можна 

розробляти пакети прикладних програм для наближеного розв’язання 

нестаціонарних крайових задач теплопровідності з двома просторовими 

змінними, при цьому для досягнення заданої точності розв’язувати на порядок 

меншу кількість диференціальних рівнянь порівняно з класичними схемами 

МСЕ; 

– при чисельній реалізації запропонованого ІМСЕ розв’язання 

нестаціонарної задачі теплопровідності з двома просторовими змінними 

можуть бути використані відомі алгоритми і програми розв’язання задачі Коші 

для кластера, розроблені в інституті кібернетики ім. В. М. Глушкова НАНУ. 

Результати дисертаційної роботи впроваджено у навчальний процес 

Української інженерно-педагогічної академії в курсі «Спеціальні глави вищої 

математики», що затверджено відповідним актом від 22.04.2015 р. 

Особистий внесок здобувача. Основний зміст дисертаційної роботи 

опубліковано у 18 роботах [22, 39, 43, 45, 46, 48, 53, 55, 58 – 62, 64, 65, 82, 101, 

124]. Основні результати за темою дисертації отримані особисто автором. У 

працях, опублікованих у співавторстві, дисертанту належать наступні 

результати. У [55] запропоновано використовувати метод побудови точного 

розв’язку для нестаціонарного рівняння теплопровідності, проведено 

обчислювальний експеримент та аналіз його результатів. У [58] побудовано 

точний розв’язок для тестового прикладу з використанням сплайн-інтерлінації 

функцій. У [62, 65, 124] побудована скінченно-елементна реалізація методу 

зведення до системи лінійних інтегро-диференціальних рівнянь для розв’язання 

нестаціонарного рівняння теплопровідності з двома просторовими змінними у 

випадку областей складної геометричної форми та проведено аналіз результатів 

обчислювального експерименту для конкретних областей в системі 

комп’ютерної математики. У [60] запропоновано для запису системи звичайних 

диференціальних рівнянь, які виникають в методі ІМСЕ, використовувати 

спеціальну нумерацію вузлів. У [101] проведено аналіз обчислювальних 
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можливостей ІМСЕ розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності та 

запропоновано покроковий запис методу. У [45] проведено дослідження 

похибки наближеного розв’язку з використанням побудованого точного 

розв’язку. 

Апробація результатів дисертації. Основні положення і результати 

дисертаційної роботи доповідались та обговорювались на міжнародній 

конференції «Питання оптимізації обчислень», Інститут кібернетики ім. В.М. 

Глушкова НАН України (Кацивелі, 2005, 2007, 2009 рр.); XV Всеукраїнській 

науковій конференції «Сучасні проблеми прикладної математики та 

інформатики» (Львів, 2008 р.); Всеукраїнських науково-практичних 

конференціях «Інформатика та системні науки» (Полтава, 2010, 2011, 2014 рр.); 

науково-технічній конференції з міжнародною участю «Компьютерное 

моделирование в наукоемких технологиях» (Харків, 2012 р.); конференції 

Proceedings of the 2nd International Conference on Mathematical Sciences 

& Computer Engineering ICMSCE 2015 (Лангкаві, Малайзія, 2015 р.); науково-

практичних конференціях науково-педагогічних працівників, науковців, 

аспірантів та співробітників Української iнженерно-педагогiчної академії 

(секція «Фізико-математичні науки») (Харків, 2005, 2009, 2011 pp.). 

Публікації. Матеріали дисертації достатньо повно викладені у 18 роботах, 

з них 5 статей у наукових журналах та збірниках наукових праць, які входять до 

переліку фахових видань України за спеціальністю 01.05.02 – математичне 

моделювання та обчислювальні методи (фізико-математичні науки), 1 стаття у 

виданні іноземної держави, 12 тез доповідей, опублікованих у друкованих 

матеріалах конференцій та симпозіумів. 
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РОЗДІЛ 1  

АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ, ПРИСВЯЧЕНИХ НАБЛИЖЕНОМУ РОЗВ’ЯЗКУ 

НЕСТАЦІОНАРНОЇ ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 

 

 

1.1 Математична модель процесу теплопередачі 

 

Вивчення процесів теплообміну завжди відігравало значну роль у 

розвитку техніки і природознавства. За останні десятиліття сфера інтенсивного 

дослідження і застосування явищ теплообміну надзвичайно розширилася. Вона 

включає як провідні напрямки техніки (хімічна технологія, металургія, 

будівельна справа, нафторозробки, машинобудування, агротехніка тощо), так і 

основні природничі науки (біологія, геологія, фізика атмосфери й океану та 

інші). Теоретичне дослідження процесів теплообміну в даний час в значній мірі 

базується на їх чисельному моделюванні з використанням ЕОМ. Це стало 

можливим завдяки значному прогресу в розвитку обчислювальних методів 

вирішення задач для рівнянь в частинних похідних і збільшенню потужності 

сучасних обчислювальних машин. 

Як відомо, існують три механізми передачі тепла: теплопровідність, 

конвекція і випромінювання [67]. Теплопровідністю називається молекулярний 

перенос теплоти між безпосередньо дотичними тілами або частинами одного 

тіла з різною температурою, при якому відбувається обмін енергією руху 

структурних частин (молекул, атомів, вільних електронів). Теплопровідність 

залежить від агрегатного стану речовини, його складу, чистоти, температури, 

тиску та інших характеристик. На практиці часто трапляється, що 

теплопровідність усередині тіла й поблизу його границь різна. Ця різниця 

зумовлена як зміною умов протікання процесів теплопереносу, так і зміною 

структури речовини (в результаті термообробки, наклепу, старіння, зносу 

тощо). Істотний вплив на теплопровідність можуть надавати зовнішні чинники, 

наприклад, опромінення, зміна тиску, магнітне поле. 
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Явище теплопровідності пов’язане з наявністю в тілі зміни температури, 

тобто з поняттям температурне поле [95]. Температурне поле – це сукупність 

значень температури у всіх точках вивчаємого простору в даний момент часу. 

Математично воно записується у вигляді  , , ,t f x y z  . Розрізняють 

стаціонарне температурне поле, коли температура у всіх точках простору не 

залежить від часу, і нестаціонарне, яке відповідає несталому процесу. 

При теоретичному дослідженні теплообміну необхідно розглядати 

середовище, в якому відбуваються досліджувані процеси. Розрізняють 

однорідні та неоднорідні середовища. В однорідних фізичні властивості в 

різних точках однакові при однакових температурі й тиску, в неоднорідних – 

різні.  

В дисертаційній роботі розглядаються нестаціонарні процеси 

теплопровідності, тобто перенос тепла за рахунок теплопровідності при 

відсутності внутрішніх джерел тепла, коли температура системи змінюється з 

часом. Такі процеси мають місце при нагріванні (охолоджуванні) різних 

заготовок і виробів, при виробництві скла, випаленні цегли, вулканізації гуми, 

пуску і зупинці різних теплообмінних пристроїв, енергетичних агрегатів і таке 

інше. 

Вивчення будь-якого фізичного явища зводиться до встановлення 

залежності між величинами, що характеризують це явище. Розглянемо 

диференціальне рівняння теплопровідності. 

Основне положення теорії теплопровідності, відоме як закон Фур'є, 

полягає в припущенні пропорційності теплового потоку градієнту температури 

в однорідному нерухомому середовищі: q k grad T  , де k  – коефіцієнт 

теплопровідності [95]. Для отримання рівняння переносу тепла запишемо закон 

збереження енергії у вигляді: 
 

Tc divq f
t




  


,      (1.1) 
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де f  визначає потужність внутрішніх джерел теплоти, с – питома 

теплоємність,  – щільність середовища. 

Підставивши вираз для потоку тепла в (1.1), отримаємо основне 

диференціальне рівняння теплопровідності: 
 

 Tc div k grad T f
t




 


.    (1.2) 

 

Коефіцієнти і права частина рівняння теплопровідності можуть залежати 

від точки простору (неоднорідне середовище). В цьому випадку  , ,c c x y z , 

 , ,x y z  ,  , ,k k x y z ,  , ,f f x y z , а саме рівняння теплопровідності є 

лінійним параболічним рівнянням другого порядку. 

Якщо теплофізичні властивості середовища постійні (однорідне 

середовище), то рівняння (1.2) теплопровідності спрощується і приймає вигляд 

T fa T
t c


  


, де ka

c
 – коефіцієнт температуропровідності, div grad   – 

оператор Лапласа.  

Коефіцієнт температуропровідності характеризує швидкість зміни 

температури в нестаціонарних процесах, є мірою теплоінерційних властивостей 

тіла. Швидкість зміни температури буде тим вище, чим більше коефіцієнт 

температуропровідності. Також цей коефіцієнт залежить від природи речовини: 

для металів більше, ніж для рідин і газів. 

Рівняння теплопровідності в рухомому середовищі: 
 

 Tc v grad T div k grad T f
t

      
. 

Тут член з v grad T  визначає зміну температури за рахунок 

конвективного переносу. 

Рівняння теплопровідності в прямокутній системі координат: 
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T T T Tc k k k f
t x x y y z z


                           

. 

 

Диференціальне рівняння теплопровідності описує процес 

теплопровідності в загальному вигляді. Щоб виділити конкретний процес і дати 

його повний математичний опис, необхідно додати умови однозначності, які 

включають: 

– геометричні умови, що характеризують форму і розміри тіла, в якому 

протікає процес; 

– фізичні умови, що характеризують фізичні властивості тіла 

(теплопровідність, теплоємність, щільність, потужність внутрішніх джерел 

тепла і таке інше); 

– початкові умови, що характеризують розподіл температури в 

досліджуваному тілі в початковий момент часу; 

– граничні умови, що характеризують взаємодію розглядаємого тіла з 

навколишнім середовищем. 

Граничні умови можуть бути задані в різній формі залежно від характеру 

процесу. В граничних умовах першого роду задається розподіл температури на 

поверхні тіла для кожного моменту часу:  , , ,ct f x y z  ; частинний випадок 

ct const . В граничних умовах другого роду задається величина теплового 

потоку для кожної точки поверхні тіла і для будь-якого моменту часу: 

 , , ,cq f x y z  ; частинний випадок cq const  (наприклад, нагрівання 

металевих виробів у високотемпературних печах). В граничних умовах 

третього роду задається температура навколишнього середовища і закон 

теплообміну між поверхнею тіла і навколишнім середовищем в процесі 

охолодження і нагрівання. Граничні умови четвертого роду  характеризують 

теплообмін системи тіл або тіла з навколишнім середовищем за законом 

теплопровідності. 

Для тіла певної геометричної форми з відомими фізичними 

властивостями умови однозначності зводяться до завдання початкової та 
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граничної умов. Ці умови в сукупності називаються крайовими умовами. 

Диференціальне рівняння теплопровідності разом з крайовими умовами 

становить крайову задачу рівняння теплопровідності. 

Опишемо тепловий стан твердого тіла, яке займає обсяг  , починаючи з 

початкового моменту часу 0t   до деякого кінцевого моменту часу t T , 

0T  .  

Нехай   , | , 0x t x t T     , а   , | , 0x t x t T      – бокова 

поверхня Q . Процес поширення тепла в анізотропному середовищі описується 

наступним рівнянням теплопровідності [95]: 
 

   ,uc x Lu f x t
t


 


 ,  ,x t Q ,     (1.3) 
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Рівняння (1.3), (1.4) є класичним лінійним параболічним рівнянням 

другого порядку. В більш загальному випадку рухомого середовища  
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Для однорідного середовища рівняння теплопровідності (коли коефіцієнт 

теплопровідності  k x  і коефіцієнт теплоємності  c x  постійні), маємо 

найпростіше рівняння другого порядку параболічного типу з постійними 

коефіцієнтами: 
 

 
2

2
1

,
m

i i

u u f x t
t x

 
 

 
 , x . 

 

Рівняння теплопровідності (1.3) (або (1.5)) доповнюється необхідними 

граничними умовами. Найбільша увага приділяється задачі Діріхле, коли  
 

   , ,u x t x t , x .      (1.6) 
 

Початкова умова для рівняння (1.3): 
 

   0,0u x u x , x .     (1.7) 
 

Температурне поле  ,u x t  в будь-якій точці розрахункової області   на 

будь-який момент часу 0 t T   визначається з рівняння теплопровідності (1.3), 

(1.4) (або (1.3), (1.5)), граничних умов (1.6) і початкової умови (1.7). 

Таким чином, диференціальне рівняння спільно з умовами однозначності 

дають повне математичне формулювання конкретної задачі теплопровідності, 

яка може бути вирішена аналітично, чисельно, експериментально. 

Особливістю задач тепло- і масообміну є істотна відмінність і складність 

математичного опису елементарних процесів теплопереносу. Кожен з процесів  

визначається системами диференціальних рівнянь в частинних похідних або 

інтегро-диференціальних рівнянь. Ці процеси мають просторово-часовий 

характер, включають ефекти, пов'язані з наявністю малих параметрів і 

нелінійності [119]. В реальних умовах елементарні процеси часто протікають в 

сукупності, практичні завдання відрізняються різноманітністю геометрії, 

граничних умов. Крім того, ці процеси ускладнюються, наприклад, наявністю 

хімічних реакцій та фазових переходів. До опису таких складних процесів, 
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точності і надійності висновків, що даються на основі чисельного 

моделювання, пред'являються досить високі вимоги, що призводить до 

необхідності розробки спеціальних математичних моделей та чисельних 

методів, пристосованих до даного класу задач. 

 

1.2 Чисельні методи розв’язання задач нестаціонарної теплопровідності 

 

Більшість крайових задач математичної фізики неможливо вирішити 

аналітичними методами. Для їх розв’язання використовують чисельні методи: 

сіткові (методи кінцевих різниць, скінченних елементів, граничних елементів), 

варіаційні та проекційні (методи Рітца, Бубнова – Гальоркіна – Петрова, 

колокацій, локального потенціалу, Трефтця, найменших квадратів, фіктивних 

областей, R-функцій). Грань між цими методами дуже умовна [87]: різницеві 

методи та метод скінченних елементів можна трактувати як варіаційні зі 

спеціальним вибором координатних функцій, а один і той же обчислювальний 

алгоритм у багатьох випадках отримують як варіаційним, так і проекційним 

шляхом. Тому у всіх таких методах розв’язок крайової задачі має вигляд: 
 

   0
1

N

N k k
k

u C x x 


  ,    (1.8) 

 

де  k x  – деякі заздалегідь обрані функції. Так, в методі сіток коефіцієнт 

kC  – значення невідомого розв’язку в k -ому вузлі сітки, тому  k x  – деяка 

функція, яка дорівнює 1 в k -ому вузлі та 0 в останніх вузлах. Тоді розв’язання  

крайової задачі зводиться до розв’язання деякої системи алгебраїчних рівнянь 
 

 1 2, , ..., 0i NF C C C  , 1,i N  
 

відносно невідомих 1 2, , ..., NC C C . 

Кожен з методів має свої переваги і недоліки. У [2] зазначено, що сіткові 

методи володіють великою ефективністю алгоритму (за рахунок чого і набули 
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широкого поширення), але при цьому не точно враховують геометрію 

досліджуваного об'єкта. У разі варіаційних методів не завжди можна 

побудувати базисні функції, які задовольняли б усім необхідним умовам, тому 

їх використання обмежене. Метод R-функцій володіє геометричною гнучкістю 

і універсальністю по відношенню до вибраного способу мінімізації 

функціоналу. 

Розвиток технічної бази (ЕОМ), досягнення математики в самій теорії 

проекційних методів, а також в теорії апроксимації за допомогою функцій зі 

скінченим носієм привели до створення обчислювальної індустрії, що 

ґрунтується на проекційно-сіткових методах. Метод скінченних різниць (МСР), 

метод скінченних елементів (МСЕ), варіаційно-сіткові методи (ВРС) на 

сьогоднішній день розглядаються як різновиди проекційно-сіткових методів, а 

точніше просто проекційні, обумовлені різноманітним вибором локальних 

апроксимуючих функцій. Зацікавлення ними обумовлено, в першу чергу, 

можливостями автоматизації алгоритмів та роботою з системами рівнянь, що 

мають розріджені матриці. 

Метод сіток (скінченних різниць) є одним з найбільш широко 

використовуваним чисельним методом розв’язання задач теплопровідності. Це 

пояснюється відносною простотою математичної ідеї дискретизації. 

Дискретизація – деяка апроксимаційна процедура, при якій неперервна область 

замінюється сіткою з окремих точок і невідомі фізичні змінні шукаються в цих 

конкретних точках. Частинні похідні при такому підході можуть 

апроксимуватися за допомогою скінченних різниць багатьма способами. 

Тобто ідея методу сіток полягає в наступному: область безперервного 

змінювання аргументу замінюють областю дискретного його змінювання 

(сітковою областю); функції безперервного аргументу замінюють функціями 

дискретного аргументу (сітковими функціями); диференціальні рівняння і 

додаткові умови на границі області замінюють їх сітковими (різницевими) 

аналогами. Після виконання цих перетворень вихідна диференціальна задача 

зводиться до відповідної сіткової (різницевої). Остання являє собою систему 
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лінійних алгебраїчних рівнянь відносно значень шуканої функції в вузлах сітки. 

Розв’язавши цю систему, будемо мати чисельний розв’язок вихідної задачі. 

З теорії різницевих схем існує багато спеціальної літератури, 

фундаментальними є праці Г. І. Марчука [69] та А. А. Самарського [96]. Так, у 

[96] викладено основні теоретичні питання, які ілюструються на найпростіших 

задачах для рівнянь параболічного, еліптичного та гіперболічного типів. 

Розглянуто перш за все ті схеми, які придатні для розв’язання конкретних задач 

на ЕОМ. Досліджено лише схеми для диференціальних рівнянь другого 

порядку, тому при розв’язанні різницевих рівнянь (в одновимірному та 

багатовимірному випадках) використовується лише алгоритм одновимірної 

прогонки (для систем алгебраїчних рівнянь з трьохдіагональною матрицею). 

У роботі [3] І Бабушкою, Е. Вітасеком розглянуто застосування МСР до 

диференціальних рівнянь з частинними похідними параболічного типу. Автори 

відмічають, що труднощі, які виникають при чисельному розв’язанні рівнянь з 

частинними похідними параболічного типу, не відрізняються від труднощів у 

разі еліптичних рівнянь. Розглянуто застосування МСР до розв’язання 

лінійного диференціального рівняння параболічного типу у випадку двох 

просторових змінних для першої крайової задачі (задачі Діріхле). Відмічено, 

що чисельні процеси розв’язання крайових задач для двовимірних кінцево-

різницевих рівнянь вимагають значного числа арифметичних операцій. 

Чисельне розв’язання рівнянь параболічного типу досліджено в роботах 

М. М. Каліткіна [28], О. О. Ладиженської [36]. Так, у [28] детально розглянуто 

основні різницеві схеми, які використовують для розв’язання  одновимірних 

задач. На прикладі двовимірного рівняння теплопровідності з постійним 

коефіцієнтом, для якого задана перша крайова задача в прямокутній області, 

розглянуто два основних види економічних схем для параболічного рівняння: 

поздовжньо-поперечна прогонка, що дає гарні результати при розв’язанні задач 

з двома просторовими змінними, та локально-одновимірна схема, яка придатна 

при будь-якому числі вимірів. Відмічено принципові труднощі, що виникають 

при розв’язанні  двовимірних нестаціонарних задач теплопровідності. 
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У роботі [31] Е. М. Карташов відмічає, що чисельні методи розв’язання 

теплових задач, які основані на методиці скінченних різниць, мають великі 

потенціальні можливості. Диференціальне рівняння теплопровідності при 

цьому замінюється системою алгебраїчних рівнянь, початкова і граничні умови 

також замінюються різницевими початковим і граничними умовами для 

сіткової функції і подальше розв’язання задачі зводиться до виконання простих 

алгебраїчних операцій. Повторюваність однотипних операцій в цьому методі 

представляє великі зручності для використання сучасної обчислювальної 

техніки. Цим методом можуть бути розв’язані будь-які задачі для тіл довільної 

геометричної форми, лінійні й нелінійні. Недоліком методу є необхідність 

виконання дуже великої кількості обчислювальних операцій, особливо для 

тривимірних і навіть для двовимірних задач. 

У роботі [11] автори І. П. Гаврилюк, В. Л. Макаров дослідили 

застосування методу сіток для багатовимірних задач параболічного типу. 

Відмічено, що підвищення розмірності задачі параболічного типу, як правило, 

не потребує нових чисельних методів. Але зі збільшенням розмірності ростуть 

технічні труднощі при побудові та дослідженні цих методів. Багатовимірність 

задачі приводить до збільшення обсягу обчислень (кількості арифметичних 

операцій).  Для двовимірного рівняння теплопровідності розглянуто різницеву 

схему з вагомими коефіцієнтами, досліджено стійкість та збіжність схеми. 

Автори відзначають переваги і недоліки різницевих схем: для явної схеми 

перевагою є пропорційність числа арифметичних дій числу вузлів, недоліком – 

жорстке обмеження на крок; для неявної схеми перевагою є безумовна стійкість 

схеми, недоліком – збільшення кількості арифметичних операцій. Розглянуто 

також економні схеми для параболічних рівнянь. 

У роботі [27] В. П. Ісаченко при застосованні МСР для розв’язання 

нестаціонарної задачі теплопровідності відмічає, що для отримання 

розрахункових формул при чисельному інтегруванні користуються також 

методом теплових балансів та математичними операціями при заміні в 

диференціальних рівняннях похідних функції скінченними різницями. Методом 
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теплових балансів отримані розрахункові формули для чисельного 

інтегрування одновимірної та двовимірної нестаціонарних задач 

теплопровідності. 

Різницеві схеми для розв’язання рівняння теплопровідності розглянуто 

А. А. Самарським у книзі [94]. Детально досліджено одновимірне рівняння 

теплопровідності з постійними коефіцієнтами. Наведено різницеві схеми для 

багатовимірного рівняння теплопровідності зі змінними коефіцієнтами. 

Відмічено, що при апроксимації диференціальних рівнянь виходять різницеві 

рівняння, які представляють собою системи лінійних рівнянь високого порядку 

з матрицями спеціального типу (тобто з матрицями, які мають багато нульових 

елементів), наприклад, трьохдіагональними. Важливу роль при цьому відіграє 

вибір ефективних методів (прямих і ітераційних) розв’язання таких систем. 

Одним з недоліків методу сіток є труднощі, які пов’язані із 

задовільненням граничним умовам І, ІІ та ІІІ роду на різних частинах границі у 

випадку областей складної форми. В останні три десятиліття метод сіток 

практично витіснений методом скінченних елементів. В основі теорії МСЕ 

лежать варіаційні принципи, що робить цей метод більш гнучким і більш 

простим в реалізації, ніж МСР, особливо при формулюванні та задовільненні 

граничних умов. Використовується також варіаційно-різницевий метод. У 

задачах для областей складної форми успішно застосовується метод потенціалу 

або метод інтегральних граничних рівнянь. 

У практиці інженерних розрахунків поширені методи, які вкладаються в 

загальну схему проекційних і варіаційних методів. У [11] відзначено, що 

початкові ідеї цих методів різні, проте алгоритми багатьох варіаційних методів 

можна отримати як окремі випадки алгоритмів проекційних методів. Тому 

часто ці методи об’єднують в один клас проекційно-варіаційних методів. 

Нехай рівняння Au f , де :A E F  – лінійний оператор, що діє з 

нормованого простору E  в нормований простір F , має єдиний розв’язок *u  і 

відомий функціонал 1: E R   ( 1R  – простір дійсних чисел), мінімум якого 

досягається в єдиній точці *u . Тоді розв’язання цього рівняння можна замінити 
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задачею мінімізації функціоналу  u . Методи, що ґрунтуються на цій ідеї, 

називаються варіаційними [11]. 

Для розв’язання нестаціонарних задач теплопровідності 

використовуються варіаційні методи (метод локального потенціалу, Гальоркіна 

і Бубнова–Гальоркіна), які відображено в працях Г. І. Марчука [68, 69], 

С. Г. Міхліна [73], Л. А. Оганесяна, Л. А. Руховця [78], Е. Мітчела, Р. Уейта 

[72], К. Ректоріса [90], Г. Стренга, Дж. Фікса [108]. У [68] Марчуком Г. І. 

представлений короткий огляд методів обчислювальної математики. Зокрема, 

відзначено, що в обчислювальній математиці важливе місце займають 

варіаційні методи Рітца, Гальоркіна, Трефтца та інші. Особливо ефективні ці 

методи в тих задачах, де шуканими є функціонали від розв’язку, оскільки вже 

при порівняно невисоких наближеннях функціонали виходять з великою 

точністю. Найбільш повне теоретичне обґрунтування варіаційних методів дано 

в дослідженнях С. Г. Міхліна [73], який встановив необхідні та достатні умови 

стійкості варіаційних методів у просторах з енергетичної нормою. Активний 

розвиток варіаційних методів виявив також і деякі їх недоліки, пов’язані з 

труднощами побудови пробних функцій, які відображали б особливості 

розв’язку задачі та при порівняно невеликій кількості цих функцій давали б 

задовільну апроксимацію розв’язку. 

Варіаційні методи, МСР та МСЕ є універсальними для розв’язання задач 

теплопровідності. Ці чисельні методи називають прямими, для них характерно 

зведення крайових задач до розв’язання алгебраїчних систем лінійних рівнянь. 

У всіх прямих методах наближений розв’язок крайової задачі шукається у 

вигляді (1.8). В деяких методах (сіткових, МСЕ) формулу (1.8) представлення 

розв’язку не завжди можна представити у явному вигляді. В найпростіших 

скінченно-різницевих методах, наприклад, за основу береться функція  1y h t  

(фінітний сплайн Шенберга першого порядку). 

У класичних варіаційних методах функції  k x  – це координатні 

функції, що задовольняють крайовим умовам [87]. Застосування таких функцій 
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приводить до системи алгебраїчних рівнянь, як правило, з повністю 

заповненими матрицями. Такі системи зазвичай погано обумовлені навіть при 

порівняно невеликих N  (порядку 102) і вимагають для зберігання елементів 

матриці в пам’яті ЕОМ 2N комірок. Крім того, обчислення коефіцієнтів у 

методах типу Рітца – Гальоркіна або найменших квадратів вимагає обчислення 

кратних інтегралів по всій області, в якій вирішується задача. Таким чином, 

якщо взяти за основу один і той же варіаційний принцип (наприклад, 

мінімізувати функціонал Рітца), то МСР, МСЕ і класичний варіаційний метод 

будуть відрізнятися лише вибором функцій  k x . При одному і тому ж N  

будуть різними обчислювальні витрати та накопичення похибок, але тип 

збіжності, взагалі, буде один і той же. Можливий інший варіант: функції  k x  

вибираються одні й ті ж, але по-різному визначаються постійні kC . Таким 

чином, всі прямі методи об’єднує між собою формула (1.8), а відмінність між 

ними полягає лише у виборі функцій  k x  та способах пошуку постійних kC .  

Загальну схему методу Бубнова – Гальоркіна викладено у [117] 

В. В. Шайдуровим. У цій роботі коротко викладаються питання збіжності 

наближених розв’язків методу, розглянуто апроксимуючі властивості 

скінченних елементів, умови збіжності наближених розв’язків, вибір 

економічних кубатурних формул, способи апроксимації границі та головних 

крайових умов, підвищення точності наближених розв’язків. 

В книзі [108] Г. Стренгом, Дж. Фіксом досліджуються можливості 

застосування методу Гальоркіна до рівняння нестаціонарної теплопровідності в 

одномірному випадку. Досліджено схему Кранка – Ніколсона, стійкість та 

збіжність для параболічних задач. Відмічено, що, як і в стаціонарних задачах, 

МСЕ особливо ефективний при обчисленнях на грубих сітках з великим 

кроком.  

Одним з методів розв’язання крайових задач математичної фізики є метод 

локального потенціалу. Він дозволяє розв’язувати несамоспряжені системи 

диференційних рівнянь з використанням наближених методів варіаційного 
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числення. Головна особливість методу локального потенціалу полягає в тому, 

що кожна невідома функція (наприклад, розподіл температури в нелінійній 

задачі теплопровідності) з’являється двічі: як середнє значення і як 

флуктуіруюча величина. Це приводить до узагальнення класичної варіаційної 

техніки на несамоспряжені задачі. Локальний потенціал досягає мінімуму, коли 

середнє значення співпадає з найбільш вірогідним. Застосування методу 

локального потенціалу при дослідженні нестаціонарних процесів розглянуто 

Р. С. Шехтером в книзі [118]. В цій роботі відмічено зручність застосування 

методу: компактність виразів, простий облік граничних умов. Проте недоліком 

методу є неможливість проведення оцінки точності наближення. 

Недоліком варіаційних методів при розв’язанні нестаціонарних задач 

теплопровідності є те, що при великій кількості наближень щодо невідомих 

коефіцієнтів шуканого розв’язку отримуються системи з великою кількістю 

алгебраїчних лінійних рівнянь. Матриці коефіцієнтів таких систем, які 

заповнені квадратними матрицями з великим розкидом коефіцієнтів за 

абсолютною величиною, погано обумовлені. У зв’язку зі збільшенням кількості 

наближень точність розв’язку погіршується. 

Загальним методом розв’язання нестаціонарних задач теплопровідності є 

варіаційні методи, що використовують регіонально-структурний метод 

побудови наближених розв’язків та знаходження наближеного розв’язку для 

диференціальних рівнянь теплопровідності із застосуванням перетворення 

Лапласа (роботи [83 – 89] В. Л. Рвачова, А. П.  Слесаренко та інших). Важливу 

роль при побудові вказаних схем наближеного розв’язку відіграють методи 

задовільнення граничним умовам трьох типів, основані на використанні R-

функцій В. Л. Рвачова. Основні недоліки такого підходу пов’язані з 

необхідністю продовження граничних умов у внутрішні точки області 

інтегрування для випадків, коли зміна граничних умов ІІ або ІІІ роду повинна 

виконуватися в довільних точках границі та граничні функції не є 

диференційованими. 
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Наближений розрахунок нестаціонарних температурних полів однорідних 

тіл простої геометричної форми (необмежені пластини, циліндр, шар та інші) 

при простих граничних умовах розглядався П. В. Цоєм в роботі [115]. Для 

розрахунку сумісно застосовувалися перетворення Лапласа та варіаційні 

методи Рітца і Бубнова–Гальоркіна. Розв’язання нелінійних задач 

теплопровідності досліджено Л. А. Коздобою у [32]. 

У [83] В. Л. Рвачов і А. П. Слесаренко відзначають, що у випадку 

складної геометричної форми конструктивних елементів та якщо взаємодія 

елементів із навколишньою середою має складний характер, для застосування 

методів Рітца і Бубнова–Гальоркіна необхідні вміння побудови функцій, які 

точно задовольняють граничним умовам та умовам повноти. Якщо елемент 

складається з матеріалів, які мають різноманітні теплофізичні характеристики, 

то до цих умов додаються ще умови спряження на поверхнях контакту різних 

матеріалів. 

У статті [106] автори А. П. Слесаренко та Н. А. Сафонов відмічають, що 

при розв’язанні крайових задач математичної фізики наближеними 

аналітичними методами вдалося ефективно розв’язати проблему точного обліку 

інформації про геометрію області за допомогою R -функцій академіком НАН 

України В. Л. Рвачовим. З використанням R -функцій вперше точно розв’язана 

зворотна задача аналітичної геометрії для областей складної форми. Після 

цього успішно розвивалися наближені аналітичні методи (метод R -функцій, 

варіаційно-структурний метод, регіонально-структурний метод) [83 – 89] та 

ефективно використовувалися до розв’язання крайових задач теплофізики, 

механіки, електродинаміки та ін. 

Метод R -функцій володіє геометричною гнучкістю й універсальністю по 

відношенню до вибраного способу мінімізації функціонала. За допомогою 

конструктивного апарату теорії R -функцій можна вирішити проблему 

побудови в явному вигляді функцій  k x  у рівнянні (1.8), які точно 

задовольняють довільним крайовим умовам для областей складної форми. У 

[87] В. Л. Рвачовим відзначено, що в більшості випадках необхідно 
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задовільнення розв’язку Nu  крайовим умовам розглядуваної задачі. Основні 

труднощі пов’язані з тим, що у формули, які представляють функції  k x , 

повинна деяким чином включатися інформація геометричного характеру про 

форму границі розглядуваної області та форму її частин для крайових умов 

змішаного типу. Крім цього, ці формули повинні бути конструктивно простими 

і з точки зору обчислення їх значень, і при виконанні деяких аналітичних дій 

(наприклад, знаходження їх частинних похідних до необхідного порядку). 

Одним із найбільш широко використовуваних методів розв’язання 

нестаціонарних задач теплопровідності на даний час є метод скінченних 

елементів. МСЕ відноситься до групи варіаційно-різницевих методів. Він почав 

розвиватися як метод розв’язання задач будівельної механіки, потім став 

широко застосовуватися при проектуванні літаків та автомобілів, теплових і 

електродвигунів, турбін, теплообмінних апаратів та ін. Перший формальний 

виклад МСЕ дано в 1956 р. М. Тернером, Р. Клафом, Х. Мартином і Л. Топпом 

[125]. Ця робота сприяла появленню інших робіт з використанням МСЕ до 

задач будівельної механіки та механіки суцільних середовищ. Важливий вклад 

до теоретичної розробки методу зробив у 1963 р. Р. Мелош [123], який показав, 

що МСЕ можна розглядувати як один з варіантів методу Релея–Рітца. 

На цей час існують сотні тисяч публікацій з МСЕ. Переведена велика 

кількість монографій ведучих іноземних вчених: Дж. Аргіріса 1, К. Бате та 

Р. Вилсона 4, К. Васідзу 9, Р. Галлагера 12, Дж. Деклу [16], О. Зенкевича 

23–25, Е. Мітчела та Р. Уейта 72, Дж. Одена 79, Д. Норрі та Ж. де Фріза 

77, Л. Сегерлінда 98, Г. Стренга та Дж. Фікса 108, Ф. Сьярле 109. Свій 

внесок в розвиток МСЕ зробили і вітчизняні вчені; бібліографія праць, в яких 

описано МСЕ, налічує десятки найменувань 20, 37, 70, 71, 75, 76, 80, 91, 92, 98, 

99, 105, 110, 116, 117.  

В МСЕ реалізується проста та очевидна ідея дослідження поведінки тіла 

на основі поведінки окремих його частин – скінченних елементів. Зв’язок МСЕ 

з процедурою мінімізації привела до широкого використання методу при 
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розв’язанні задач в інших областях техніки. Метод використовувався до задач, 

які описуються рівняннями Лапласа чи Пуассона. Розв’язок цих рівнянь також 

пов’язаний з мінімізацією деякого функціоналу. У перших публікаціях за 

допомогою МСЕ вирішувалися задачі поширення тепла. Потім метод був 

застосований до задач гідромеханіки, зокрема, до задачі течії рідини в 

пористому середовищі. МСЕ з чисельної процедури розв’язку задач будівельної 

механіки перетворився на загальний метод чисельного розв’язку 

диференціальних рівнянь та їх систем. Цей прогрес був досягнутий за рахунок 

вдосконалення обчислювальних машин, необхідних для більш точного 

розрахунку конструкцій. 

Зараз МСЕ став одним з найпоширеніших та ефективних методів 

розв’язання різноманітних задач математичної фізики та техніки. Його 

популярність пов’язана з універсальністю та простотою математичної форми 

для широкого кола задач в сполученні з гнучкістю обчислювальних алгоритмів, 

що дозволяють врахувати конкретні властивості індивідуальних задач. МСЕ 

став ефективним способом чисельного розв’язання цілого ряду задач для 

рівнянь з частинними похідними, особливо для нестаціонарних рівнянь. Він 

дуже зручний для програмування і дозволяє враховувати додаткову інформацію 

про розв’язувану задачу в тих випадках, коли вдається одержати теоретичне 

обґрунтування його застосовності. Це стосується перш за все еліптичних 

рівнянь, де відразу виявилися його переваги в порівнянні з МСР. 

МСЕ може бути використаний для розв’язання як стаціонарних, так і 

нестаціонарних задач. Обмежена просторова або просторово-часова область 

розбивається на деяку кількість елементів, які не перетинаються. 

Апроксимуючі функції, які можуть бути поліномами, раціональними дробами і 

т.п., співвідносяться з конкретними елементами, і параметри при цих 

апроксимуючих функціях узгоджені таким чином, щоб забезпечити необхідну 

степінь гладкості апроксимації на границі між сусідніми елементами. Тоді 

апроксимуюча функція на всій області може бути виражена за допомогою своїх 

значень і значень своїх похідних в кутових точках області через базисні 
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функції, які відмінні від нуля тільки на деяких елементах, розташованих 

навколо відповідних вузлів. 

МСЕ містить у собі основні концепції методу сіток, які пов’язані з 

дискретизацією областей неперервної зміни аргументів і шуканої функції, і 

методу Гальоркіна, що використовує варіаційні принципи для знаходження 

шуканої функції у вузлах розглядуваної області. В результаті розв’язання 

нестаціонарна задача зводиться до розв’язання задачі Коші для системи 

лінійних диференціальних рівнянь зі стрічковими матрицями. Порядок системи 

дорівнює числу вузлових точок. МСЕ полягає у побудові структури 

наближеного розв’язку нестаціонарної задачі теплопровідності у вигляді сум 

добутків невідомих функцій від змінної t  на відомі базисні функції від змінних 

x  та y . Ці допоміжні базисні функції вважаються фінітними і, як правило, 

будуються у вигляді кусково-поліноміальних сплайнів.  

Комп’ютерне моделювання процесів, що базується на МСЕ, передбачає 

виконання наступних етапів моделювання: 1) побудова чисельної моделі 

реального середовища, що описує сукупність його геометричних та фізичних 

властивостей; 2) виконання скінченно-елементного розбиття простору моделі; 

3) формування задачі Коші (для нестаціонарних задач) або системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь (для стаціонарних задач) та пошук розв’язку; 4) аналіз 

отриманих чисельних результатів і порівняння їх з результатами польових 

спостережень. 

В розв’язанні крайових задач за допомогою МСЕ найбільш важливу роль 

відіграють похибки, що виникають через наближене задовільняння 

диференціальних рівнянь та крайових умов 108, 117, 120. Ці похибки 

досягають найбільшого значення поблизу різного роду особливостей (в кутових 

точках, в місцях прилягання зосереджених навантажень, на межі середовищ з 

різними фізичними властивостями і т.ін.). 

В працях багатьох вчених досліджувалися стійкість та похибка МСЕ для 

рівнянь параболічного типу u Lu f
t


 


, де L  – деякий еліптичний оператор 
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порядку 2m  (найбільш поширений випадок 1m  ). Для дослідження стійкості 

похибки МСЕ та похибки наближення у випадку, якщо диференційний 

оператор L  є самоспряженим, було, зокрема, Г. Стренгом і Дж. Фіксом у [108] 

відзначено 2 різних підходи. Перший підхід пов’язаний з розкладанням функції 

 0 , ,0u x y  в ряд за власними функціями однорідної задачі (коли  , , 0f x y t  ). В 

цьому випадку доведено, що похибка розвинення в ряд  
1

,k t
k k

k

a e u x y





  

повністю визначається похибкою наближення початкової функції 

   0 , , ,0u x y u x y  і залежить від першого власного числа 1t ke h , де  kO h  – 

головний член похибки наближення цієї функції сплайнами. Якщо ж права 

частина  , , 0f x y t  , то за допомогою інтеграла Дюамеля знову встановлено 

той самий порядок похибки при t  . Другий метод дослідження похибки 

МСЕ для рівнянь параболічного типу не використовує розвинення наближеного 

розв’язку за ортогональною системою   ,,k j k ju u  . Основний підхід, який 

використовується в цьому випадку, пов’язаний з тим, що 

   .наблu u u Pu Pu u      . В цьому випадку вважається відомою похибка 

u Pu , як похибка інтерлінації. Тому треба оцінити лише похибку 

 t Pu u    . Для величини  t  отримано диференціальне рівняння з 

початковою умовою. 

Відмітимо переваги та недоліки застосування МСР і МСЕ до розв’язання 

рівнянь з частинними похідними. МСР є простим з погляду формулювання 

задачі, вимагає менше обчислювальних ресурсів у порівнянні з МСЕ. Крім 

того, МСР є досить простим методом при вивченні та найчастіше 

застосовується для простих областей. Для проблем, пов’язаних з нерегулярною 

геометрією в області розв’язку, МСЕ може мати певну перевагу, оскільки 

область біля границі може бути розділена на підобласті. МСЕ і МСР 

відрізняються способами отримання системи рівнянь для значень шуканих 

функцій у вузлових точках. МСР базується безпосередньо на диференціальному 
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рівнянні та граничних умовах, а МСЕ – на еквівалентній варіаційній постановці 

задачі. Головним недоліком МСР є складність формування ефективного 

розв’язання задачі для довільно сформованої геометрії обчислювальних полів, 

оскільки є певні труднощі в інтерполяції полів між границями і внутрішніми 

точками. Головна відмінність методів МСР і МСЕ полягає в тому, що точність 

МСР може бути досліджена за порядком похибки усікання в розкладанні ряду 

Тейлора, а в МСЕ розкладання в ряди Тейлора не застосовується. 

Однією з актуальних проблем застосування МСЕ є підвищення точності 

скінченно-елементних розв’язків за допомогою створення алгоритмів, що 

практично реалізуються. Основним недоліком класичних схем МСЕ є 

труднощі, що виникають в зв’язку з необхідністю розв’язання систем ЗДР з 

великою кількістю рівнянь. 

Нестаціонарну задачу теплопровідності з двома просторовими змінними 

досліджено М. М. Светушковим в роботі [97] методом зведення до систем 

інтегро-диференціальних рівнянь. У роботі автором запропоновано ітераційний 

алгоритм чисельного розв’язання задачі теплопровідності, що дозволяє звести 

розв’язання багатовимірної задачі в складній геометричній області до 

ітераційного розв’язання системи взаємопов’язаних одновимірних задач (метод 

інтегральної декомпозиції). Але ця робота не має математичного обґрунтування 

точності методу у вигляді теорем, немає порівняння з іншими методами. 

Теоретичні аспекти функціонально-диференціальних рівнянь 

досліджувалися в працях Л. А Власенко, А. Г. Руткаса. Так, в роботі [10] 

авторами встановлено умови існування та єдиності розв’язку нелінійного 

функціонально-диференціального рівняння з імпульсними впливами в 

банаховому просторі. 

У [100] авторами А. М. Сінотіним, В. В. Семенцем, Т. А. Колесниковою 

наведено дослідження з виявлення впливу форми, теплофізичних коефіцієнтів, 

закону концентрації джерел, інтенсивності поверхневого охолодження на межі 

мінімізації параметра синтезу з метою забезпечення заданого теплового режиму 

конструкції на початковому етапі конструювання. Зокрема, досліджено 
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розв’язання неоднорідного рівняння теплопровідності для різних схем 

розміщення стоків і джерел енергії в нагрітій зоні радіоелектронного апарату. 

В роботі [41] О. М. Литвин зазначив, що загально відомі труднощі 

побудови структур наближених розв’язків граничних задач, які задовольняють 

на границях областей G  складної форми (складених з кусків різних кривих або 

поверхонь) граничним умовам типу умов Коші. Загальні алгоритми побудови 

таких структур наближених розв’язків у випадку, коли граничні функції  

належать до достатньо високого класу диференційовності, дає метод R -

функцій. Але, якщо хоча б одна з функцій недиференційовна, то одержувані за 

допомогою R -функцій структури наближених розв’язків можуть бути 

недиференційовними в області G . Це справедливо для всіх методів інтерлінації 

функцій без збереження класу  r nC R . Тому актуальною є задача побудови 

структур наближених розв’язків граничних задач для областей складної форми, 

які продовжують граничні дані в середину області G  із збереженням 

потрібного класу диференційованості. Для цього можна використати формули 

інтерлінації на декількох прямих із збереженням класу  r nC R . 

Питання побудови поліноміальних базисних сплайнів і наближення з їх 

допомогою функції двох змінних розглянуто в праці [103] О. В. Ткаченком.  

Важливим напрямком обчислювальної математики, який використовує 

інтерлінації функцій, є розробка і дослідження методів розв’язання граничних 

задач для областей складної форми, які зводять висхідну граничну задачу до до 

систем інтегро-диференціальних рівнянь (лінійних або нелінійних). 

У роботах [50, 56, 111] викладено метод розв’язання граничних задач для 

диференціальних рівнянь еліптичного типу, який зводить їх до системи 

звичайних лінійних інтегро-диференціальних рівнянь (ЛІДР). Цей метод в [50] 

названо методом ЛІДР; він має високу точність і близький до методу 

інтегральних співвідношень А. А. Дородніцина [18] і до методу Гальоркіна–

Бубнова–Канторовича, викладеного в роботі А. І. Вайндинера [8]. В [52] 

запропонована дискретна схема методу ЛІДР (див. також [112], де використана 
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інша обчислювальна схема), яка є схемою МСЕ із спеціальним вибором 

системи базисних функцій. Для побудови дискретної схеми методу ЛІДР 

суттєво використовуються формули інтерлінації [49, 51]. 

Загальний підхід до розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності з 

трьома просторовими змінними, який оснований на використанні сплайн-

інтерлінації та сплайн-інтерфлетації функцій, досліджувався в [19] 

І. В. Сергієнком, О. М. Литвиним, Є. І. Дроботом. Запропонований авторами 

алгоритм МСЕ має відчутні переваги перед класичним МСЕ, оскільки вимагає 

для досягнення потрібної точності розв’язування системи диференціальних 

рівнянь меншого порядку. Цей ефект досягається при використанні сплайнів 

однакового степеня. 

У роботах [29, 30] О. М. Литвина, О. Р. Максимович, В. В. Камишана 

досліджувалися схеми МСЕ, побудовані на основі операторів сплайн-

інтерлінації функцій двох змінних. Ці схеми МСЕ мають таку ж високу 

точність, яку мають оператори інтерлінації функцій, але використовують, на 

відміну від класичного МСЕ, схеми з вузлами лише на сторонах і у вершинах 

елементів.  

У праці [63] І. В. Сергієнком, О. М. Литвиним започатковано розробку 

методу розв’язання нестаціонарних задач теплопровідності з використанням 

сплайн-інтерлінації та сплайн-інтерполяції, побудованої на основі сплайн-

інтерлінації. Авторами викладено метод ЛІДР зведення нестаціонарної задачі 

теплопровідності у випадку  двох просторових змінних до системи лінійних 

інтегро-диференціальних рівнянь. Метод істотно використовує сплайн-

інтерлінацію функцій  , ,u x y t  на системі взаємно перпендикулярних прямих, 

паралельних осям координат. Метод ЛІДР є одним з узагальнень відомого 

методу Л.В. Канторовича, який зводить двовимірну граничну задачу до систем 

звичайних диференціальних рівнянь (методу ДР). У структурі наближеного 

розв’язку методу ДР є невідомі функції тільки однієї змінної. В методі ЛІДР 

наближений розв’язок граничної задачі шукається у вигляді функції, в яку 
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входять невідомі функції двох змінних. Важливою перевагою методу ЛІДР є 

його розповсюдження (як і в МСЕ) на випадок областей складної форми [41]. 

 

1.3 Методи розв’язання задачі Коші для систем звичайних 

диференціальних рівнянь, які зустрічаються при розв’язанні задач 

нестаціонарної теплопровідності 

 

В обчислювальній практиці досить часто доводиться розв’язувати задачі  

з початковими даними для системи диференціальних рівнянь. Відома 

класифікація [21] традиційних методів чисельного інтегрування задачі Коші 

для ЗДР на основі їх структурних властивостей: лінійні багатокрокові методи 

(типу Адамса) та однокрокові методи (типу Рунге-Кутта, Тейлора), методи 

екстраполяції. Побудовано багато модифікацій і комбінацій цих методів з 

метою одержати алгоритми з новими властивостями [113]. Однокрокові методи 

використовують одне стартове значення на кожному кроці (коли для 

знаходження розв’язку в деякій точці відрізку використовується інформація 

лише про один попередній крок), а багатокрокові спираються на кілька значень 

розв’язку (коли для знаходження розв’язку в деякій точці використовується 

інформація про  розв’язок в декількох попередніх точках). Методи, в яких 

використовуються похідні вищих порядків, основані на використанні 

розкладання функції в ряд Тейлора. Окремо виділяються задачі, для яких 

розв’язання має різномасштабні гармоніки (жорсткі системи ЗДР). Методи 

розв’язання задачі Коші для систем ЗДР викладено в роботах багатьох авторів. 

Найбільш повне викладення методів можна розглянути у [95, 113, 114]. 

Метод Ейлера є найпростішим, але одночасно і найменш точним 

чисельним  методом розв’язку задачі Коші для диференціальних рівнянь, 

зазвичай його використовують для отримання оціночних розв’язків на 

невеликому відрізку  0, nx x . Метод Ейлера дуже часто виявляється нестійким: 

малі локальні похибки приводять до значного збільшення глобальної похибки. 

Існують деякі модифікації метода Ейлера: метод Ейлера-Коші і модифікований 
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метод Ейлера. Похибка методів Ейлера-Коші  та модифікованого методу 

Ейлера має другий порядок  2O h , що досягається покращенням апроксимації 

похідної. 

Метод Рунге-Кутта найчастіше використовується при чисельному 

розв’язанні задачі Коші і має високу точність. Існують методи Рунге-Кутта 

різних порядків, найбільше поширення серед них отримав метод четвертого 

порядку. Суттєвим недоліком методу Рунге-Кутта є відсутність легко 

визначаємої оцінки його похибки, яка б допомагала обирати крок інтегрування. 

Метод Ейлера і його модифікації, по суті, є теж методами Рунге-Кутта 

відповідно першого та другого порядків. 

Ітераційні формули методу Ейлера-Коші інакше називають основними 

формулами Ейлера з перерахунком [81]. Подібні схеми часто називають 

схемами типу «прогноз-коректор» або «предиктор-коректор». Метод 

«предиктор-коректор» дає двостороннє наближення до розв’язку. 

У роботі [122] W. Н. Enright зі співавторами за результатами  

обчислювальних експериментів зіставив основні типи методів розв’язання 

задачі Коші. Так, методи типу Адамса змінного порядку вимагають значно 

меншої кількості обчислень правої частині, ніж всі інші методи, і їх слід завжди 

використовувати в тих випадках, коли ці обчислення трудомісткі. У цих 

методах потрібно більше додаткових обчислень, ніж в методах Рунге – Кутта. 

Відмічено, що методи Адамса реалізуються найбільш ефективно при 

використанні розділених різниць. Метод Рунге – Кутта четвертого порядку 

точності простий і найбільш ефективний у звичайних розрахунках з порівняно 

невисокою точністю. Досить перспективним представляється метод 

екстраполяції Грегга – Булірша – Штьора, особливо при розрахунках з високою 

точністю. 

Перевага багатокрокових методів полягає в тому, що на кожному кроці 

права частина диференціального рівняння обчислюється тільки один раз, а в 

методі Рунге-Кутта четвертого порядку точності на кожному кроці функція 
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  ,f x y x  обчислюється чотири рази. Гідність методу Адамса порівняно з 

методом Рунге-Кутта полягає в простоті оцінки залишкового члена методу. 

Багатокрокові методи були першими чисельними методами, 

запропонованими для жорстких диференціальних рівнянь. Жорсткою системою 

ЗДР називається така система ЗДР, чисельне розв’язання якої явними методами 

є незадовільним через різке збільшення числа обчислень (при малому кроці 

інтегрування) або через різке зростання похибки при недостатньо малому 

кроці. Для жорстких систем характерно те, що для них неявні методи дають 

кращий результат, ніж явні методи.З появою книги Гіра (1971) засновані на цих 

методах програми придбали найбільшу популярність і стали найбільш широко 

використовуватися для всіх жорстких розрахунків [113]. В даний час в практиці 

розв’язання жорстких систем ЗДР застосовують багатокрокові методи, які 

засновані на розкладанні в ряд Тейлора і обчисленні похідних. Найбільш 

поширеними є методи Адамса–Мултона і «формули диференціювання назад» 

(більш загальна назва – методи Гіра). 

Сучасні чисельні методи розв’язання задачі Коші для систем 

диференціальних рівнянь в багатьох випадках базуються на формулі Тейлора, 

процес побудови яких полягає у виборі способу апроксимації похідних 

шуканого розв’язку. В праці [107] Р. В. Слоневський відмічає, що явні методи 

мають ряд недоліків. При їх реалізації виникають певні обчислювальні 

труднощі, вони мають обмежену область стійкості та не можуть бути 

використані для розв’язку жорстких систем. Він пропонує нові чисельні методи 

розв’язання жорстких систем диференціальних рівнянь першого порядку, які не 

розв’язані відносно похідної. Ці методи базуються на дрібно-раціональних 

наближеннях вектор-функції розв’язку системи. Для побудови чисельних 

методів на базі формул дрібно-раціональних наближень більш вищих порядків 

необхідно вказати засіб визначення послідовності частинних сум ряду Тейлора 

від 1-го до p-го порядку точності. Якщо для визначення вказаних сум 

використовувати відомі методи типу Рунге-Кутта, то, використовуючи 
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формули дрібно-раціональних наближень, легко побудувати однокрокові 

дрібно-раціональні чисельні методи. 

 

Висновки до розділу 1 

 

Аналіз праць, присвячених наближеному розв’язку нестаціонарної задачі 

теплопровідності, дозволяє зробити наступні висновки. 

1. Одним із найбільш широко використовуваних методів розв’язання 

нестаціонарних задач теплопровідності на даний час є метод скінченних 

елементів. 

2. Основним недоліком класичних схем МСЕ є труднощі, що виникають в 

зв’язку з необхідністю розв’язання систем звичайних диференціальних рівнянь 

з великою кількістю рівнянь.  

3. При розв’язанні задачі Коші для систем звичайних диференціальних 

рівнянь на загальну похибку великий вплив здійснює похибка заокруглення. 

Тому розробка методів, які використовують для досягнення заданої точності 

меншу кількість диференціальних рівнянь, є важливою задачею з теоретичної 

та практичної точок зору. До таких методів належить метод ЛІДР, який зводить 

нестаціонарну задачу теплопровідності з двома просторовими змінними до 

систем інтегро-диференціальних рівнянь. Тому актуальною є розробка схем 

МСЕ, які є подальшим розвитком методу ЛІДР з обчислювальної точки зору. 
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РОЗДІЛ 2  

РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕСТАЦІОНАРНОЇ ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ З 

ВИКОРИСТАННЯМ СПЛАЙН-ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ 

 

 

Метод скінченних елементів є одним з найбільш ефективних методів 

розв’язання крайових задач математичної фізики. При побудові структур 

наближеного розв’язку в МСЕ важливу роль відіграють розбиття області 

інтегрування на підобласті і представлення наближеного розв’язку в кожному з 

цих елементів розбиття в аналітичній формі, яка забезпечує необхідну гладкість 

наближеного розв’язку та можливість отримати наближення до точного 

розв’язку з його допомогою із заданою точністю. При цьому вважається, що 

наближений розв’язок повинен точно задовольняти граничним умовам задачі. 

При чисельній реалізації МСЕ важливу роль відіграють також такі схеми 

МСЕ, які дозволяють точно задовольняти граничним умовам, ефективно 

обчислювати коефіцієнти відповідних рівнянь та здійснювати вибір адаптивних 

методів їх розв’язання. В цьому напрямку важливі результати були отримані 

І. Бабушкою та його колегами [3, 120, 121], В. Л. Рвачовим та його учнями і 

послідовниками [83 – 89], В. Г. Корнєєвим [35], а також авторами, які 

займалися розвитком МСЕ з використанням суперелементів [12, 98, 109]. 

Загальна теорія побудови операторів мішаної інтерполяції (blending 

interpolition) побудови функцій із заданими слідами на сторонах прямокутних 

та трикутних елементів, в тому числі з криволінійною стороною, що належить 

границі області інтегрування, була створена в працях О.М. Литвина [40, 41, 42, 

44, 47] і названа ним теорією інтерлінації функцій. Великою перевагою ціюї 

теорії є можливість побудови економних схем сплайн-інтерполяції функцій, яка 

для своєї побудови використовує асимптотично мінімальну кількість невідомих 

параметрів, необхідних для наближення функцій з потрібною точністю. 
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В працях [19, 38, 63] започатковано розробку методу розв’язання 

нестаціонарних задач теплопровідності з використанням сплайн-інтерлінації та 

сплайн-інтерполяції, побудованої на основі сплайн-інтерлінації. 

В даному розділі викладено результати теоретичного обґрунтування 

методу розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності з двома 

просторовими змінними з використанням сплайн-інтерлінації функцій. 

 

2.1 Інтерлінація функцій. Основні твердження 

 

В теорії наближення функцій двох і більше змінних  

1( ) ( , , ),  2nf x f x x n  , в останні десятиліття інтенсивно розвивається розділ, 

присвячений побудові, дослідженню і деяким застосуванням операторів, які 

відновлюють (можливо, наближено) функції  f x  за відомими їх слідами та 

слідами їх частинних похідних до фіксованого порядку N  на M  1M   m -

вимірних  0 m n   поверхнях в nR  [41, 44, 47]. У випадку 0,  1m n   такі 

оператори наближення називаються інтерполяційними. У випадку 1,  2m n   

інформація про функцію  f x  задається її слідами та слідами її нормальних 

похідних 
1 1

1

( ) ,  ,  1
n

s

ns s
n

f x s s s s N
x x


 
    


, на M  лініях і такі оператори 

називають операторами інтерлінації (inter – між, line – лінія). У випадку 

2 1m n   , 3n   інформація про функцію ( )f x  задається слідами ( )f x  і 

слідами її похідних 
1 1

1

( ) ,  ,  1
n

s

ns s
n

f x s s s s N
x x


 
    


, на M  поверхнях в 

nR , і такі оператори наближення називають операторами інтерфлетації (inter – 

між, flat – плоска поверхня). Операція побудови зазначених операторів 

називається, відповідно, інтерлінацією або інтерфлетацією.  

Наведемо основні твердження інтерлінації функцій.  
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Нехай  , 1,2,3,...n M  ,  , 0,1,2,3,...m N   – задані числа; , 1,k k M   – 

задані m -вимірні  0 m n   множини в nR ;    , ,
k k

k s k sx L f x
 
 , 1,k M , 

0,s N  – задані сліди деякої послідовності операторів  ,k sL f x , 1,k M , 

0,s N  на множинах , 1,k k M  . Часто    ,0kL f x f x . Функція  f x  може 

бути невідомою. Оператори  ,k sL f x  можуть бути, наприклад, частинними 

похідними або нормальними похідними:  ,
k

k

s

k s s
k

fL f x








, 1,k M , 0,s N  

( k  – вектор нормалі до k , якщо 2n  , 1 1m n   ). Диференціальні 

оператори  ,k sL f x  можуть мати також більш загальний вигляд. 

Означення 2.1 [47, с. 11]. Оператори 
 

         , , ,; ; ; ;k s k s k k sO x O L x    

 

називають операторами інтерфлетації, якщо 
 

    , , ,;q k s qL O x x 





  , 1, ; 0,M q N  . 

 

Оператори   , ;k sO x  відновлюють (можливо, наближено) функції  f x  

багатьох змінних за допомогою вказаної інформації. У випадку 0m   множини 
n

k R   є точками в nR  і сліди  ,
k

k s x


 є значеннями функції  f x  та її 

похідних в точках k . Тоді оператори   , ;k sO x  називають інтерполяційними 

операторами на М точках. Якщо 1,  2m n  , то множини k  є лініями  в nR  і 

  , ;k sO x  називаються операторами інтерлінації. У випадку 2 1m n   , 

3n     , ;k sO x  називаються операторами інтерфлетації. 
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Якщо оператори   , ;k sO x  лінійно залежать від слідів  ,k s x , 1,k M , 

0,s N , тобто  
 

       , , , ,
1 0

; ; ;
M N

k s k s k s k k s
k s

O x L x h x 
 

  , 

 

де       , , ,; ;k s k s k k sh x h L x   – деякі допоміжні функції, що не залежать 

від наближуваної функції  f x , а залежать лише від параметрів геометричних 

об’єктів  k  і від типу операторів ,k sL , сліди яких ,k s  використовують для 

наближення, то такі оператори називають лінійними операторами інтерфлетації 

(інтерлінації, інтерполяції). В іншому випадку їх називають нелінійними 

операторами, або просто нелінійними інтерфлетантами (інтерлінантами, 

інтерполянтами). 

Якщо допоміжні функції     , ,; ;k s k k sh L x  є раціональними, 

поліноміальними, тригонометричними функціями, або сплайнами тощо, то таку 

інтерфлетацію (інтерлінацію, інтерполяцію) називають відповідно 

раціональною, поліноміальною, тригонометричною, сплайн інтерфлетацією 

(інтерлінацією, інтерполяцією). 

Сліди  ,k s x  є функціями т змінних (параметрів), бо стільки змінних 

(параметрів) потрібно для визначення точки на т-вимірній поверхні k . 

Нехай задана функція  ,u f x y  і система ліній  : , 0k kw x y    1,k m . 

Означення 2.2. Слідом функції  ,u f x y  на лінії   : , 0k kw x y   

називаємо функцію однієї змінної ( x , або y )  kf x ,  kf y , яка у кожній точці 

цієї лінії k  приймає такі ж значення, як і функція  ,u f x y : 

, 1,
k kkf f k m

 
  . 
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Означення 2.3. Інтерлінацією функції  ,f x y  називається відновлення 

(можливо, наближене) функції  ,f x y  у точках між лініями  : , 0k kw x y  , 

1,k m  за допомогою її слідів на цих лініях. 

Приклад 2.1. Функція     2, , , , 0f x y t C R t     задана своїми 

слідами на двох прямих: 1 1:L x a , 2 2:L y a . Її інтерлінант  , ,Of x y t  має 

властивості:    , , ,
k

kL
Of x y t T x t

 , 1,2k  , де    , , ,
k

k L
T x t f x y t
 .  

Оператор інтерлінації має вигляд:  
 

  1 2 1 2, ,Of x y t O f O f O O f   , 

де 

     1 1 1, , , , ,O f x y t f a y t T y t  , 

     2 2 2, , , , ,O f x y t f x a t T x t  , 

   1 2 1 2, , , ,O O f x y t f a a t . 
 

Приклад 2.2. Функція     2, , ,f x y t C R   , 0t   задана своїми 

слідами на чотирьох прямих: 1 1:L x x , 2 2:L x x , 3 1:L y y , 4 2:L y y . 

Оператор інтерлінації має вигляд: 
 

     40 1 2 1 2, , , ,O f x y t O O O O f x y t   , 
 

де 
 

     2 1
1 1 2

1 2 2 1

, , , , , ,x x x xO f x y t f x y t f x y t
x x x x
 

   
 

, 

     2 1
2 1 2

1 2 2 1

, , , , , ,y y y yO f x y t f x y t f x y t
y y y y
 

   
 

, 

     2 1
1 2 2 1 2 2

1 2 2 1

, , , , , ,x x x xO O f x y t O f x y t O f x y t
x x x x
 

    
 

 

   2 2 1
1 1 1 2

1 2 1 2 2 1

, , , ,x x y y y yf x y t f x y t
x x y y y y
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   1 2 1
2 1 2 2

2 1 1 2 2 1

, , , ,x x y y y yf x y t f x y t
x x y y y y

   
        

. 

   40 , , , , , 1,2k kO f x y t f x y t k  , 

   40 , , , , , 1,2O f x y t f x y t    . 
 

Розглянемо оператори поліноміальної інтерлінації на системі взаємно 

перпендикулярних прямих. 

Нехай 11iГ , 1 11,i M  та 22iГ , 2 21,i M  – дві системи взаємно 

перпендикулярних прямих, які вважаємо паралельними осям координат Ox  та 
Oy : 

1 11 :i iГ x x , 1 11,i M , 
2 22 :i iГ y y , 2 21,i M . 

Нехай 
1 1, ( )i s y , 1 0,s N  та  

2 2,i s x , 2 0,s N   – дві системи функцій, 

кожна з яких залежить від однієї змінної ( x  або y ); 
1 1 1 1 11, , 1, , ,( ) ( )i s M i sh x h x , 

2 2 2 2 22, , 2, , ,( ) ( )i s M i sh y h y  – фундаментальні (базисні) поліноми Ерміта, тобто 

поліноми від змінних  x , y  степенів 1( 1) 1M N   , 2 ( 1) 1M N    відповідно із 

такими властивостями (див. [47, с. 55]): 
 

1

1 1 1 1 1 1 1

( )
1, , , , 1 1 1 1 1( ) , , 1, , , 0, ,p

i s i i j s ph x i j M s p N     

2

2 2 2 2 2 2 2

( )
1, , , , 2 2 2 2 2( ) , , 1, , , 0,p

i s i i j s ph y i j M s p N    . 

 

Теорема [47, с. 55]. Якщо функції 1

1 1, ( )r s
i s C R  , 2

2 2, ( )r s
i s C R  , 2r N  

задовольняють у точках перетину прямих 
11iГ  та 

22iГ  умови С. М. Нікольського 

,N N
i , 1 2( , )i i i , 1 2( , )s s s , 1 11,i M , 2 21,i M , 0,ks N , 1,2k    2

1 1 2

( )
,
s

i s iy   

 1

2 2 1

( )
, ,
s

i s i i sx f   , то оператор (  1 2,M M M ) 

 

1 2 1 2

1 1 2 2 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

1, , 2, , , ( ) , 1, , 2, ,
1 0 1 0 1 1 , 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
M M M MN N N

M N i s i s i s x i s i s i s
i s i s i i s s

E x y h y h y f h x h y
      

       

 

має такі властивості: 
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    1 1 2 2

2
1, , 2, ,( , ) ; ; ; r N

MN MN i s i sE x y E x y C R    , 

 
1

1 11

1

, 1 1 1, 0 ,1
i

q
MN

i qq
x x

E y q N i M
x





    


, 

 
2

2 22

2

, 2 2 2, 0 ,1
i

q
MN

i qq
y y

E x q N i M
x





    


. 

При цьому, якщо 2( , ) ( )rf x y C R , 2 2r N   – довільна функція, для якої 

 
1

1 11

1

,

i

q

i qq
x x

f y
x








,  

2

2 22

2

,

i

q

i qq
y y

f x
x








, 1 20 ,q q N  , 1 11 i M  , 

 

2 21 i M  , то 

  1 1 2 2, ,; ; ; ( , )MN i s i s MNE x y E f x y    і для залишку ( , ) ( ) ( , )MN MNR f x y I E f x y   

справедливе інтегральне зображення (  1 2( , )   ): 
 

1 2

1 1 2 2
1 2 1 2

1, , 2, ,
1 1 0 0

( , ) ( ) ( )
M M N N

M N i s i s
i i s s

R f x y h x h y
   

   

     1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2( )
1 2

1 1 2 2( 1)! ( 1)!
i i

p s p s
yx

i ip

x y

x y
f d d

p s p s
 

  

   
 


     , 

     1 2 1 1 2 2, : 1 1 , 1 1p p p N p M N N p M N          , 

       1 2,
1 2,p p pf f   , 

         
1 1 2 21, , , 1 2, , , 2 1 2, , ,p

MN M N p M N pR f x y f G x G x d d    
 

 

    , 

     
   

1 1
1

1

1 1 1 1 1
1 1

1

1
1, , , 1 1, , 1

1 0 1 1

, , ;
1 !

p s
M N

i
M N p i s i

i s

x
G x h x x x

p s


  

 

 




  , 

     
   

2 2
2

2

2 2 1 2 1
2 2

1

2
2, , , 2 2, , 2 2

1 0 2 2

, , ;
1 !

p s
M N

i
M N p i s

i s

y
G y h y x x

p s


  

 

 




  , 

 0, , ,
( , ; ) 1, ,

1, .

t a b
a b t a t b

b t a
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2.2 Метод зведення до систем лінійних інтегро-диференціальних рівнянь 

(метод ЛІДР) для нестаціонарного рівняння теплопровідності 

 

У [104] І. В. Сергієнком, В. В. Скопецьким, В. С. Дейнекою відзначено, 

що в теорії наближеного розв’язання стаціонарних та нестаціонарних 

початково-крайових задач все більше уваги приділяється зменшенню кількості 

арифметичних операцій (або знаходженню її оптимального числа), необхідної 

для відновлення розв’язку з потрібною точністю. У [63] для нестаціонарної 

задачі теплопровідності з двома просторовими змінними І. В. Сергієнком та 

О. М. Литвиним запропоновано чисельну реалізацію методу зведення до систем 

лінійних інтегро-диференціальних рівнянь (методу ЛІДР), що вимагає 

розв’язування на порядок меншого числа звичайних диференціальних рівнянь 

(для досягнення тієї самої точності наближення), ніж класичний МСЕ. 

Вказаний ефект досягається за рахунок використання двох сіток (в обох 

випадках використовуються кусково-білінійні базисні функції або сплайни від 

двох змінних більш високого порядку). 

Метод ЛІДР є одним із високоточних методів розв’язання граничних 

задач, який може бути ефективно використаний для знаходження наближених 

розв’язків цих задач у випадку областей складної форми (обмежених дугами 

відомих кривих). Загальна ідея методу ЛІДР полягає в наступному [47, с. 116]: 

область інтегрування розбивається на елементи – прямокутники і трикутники 

(граничні елементи можуть мати криволінійну сторону, яка є частиною 

границі). В кожному з цих елементів шуканий наближений розв’язок 

представляється у вигляді функцій, які забезпечують потрібний порядок 

диференційовності на лініях розділу різних елементів, а також забезпечують 

задовільнення граничних умов. Структура наближеного розв’язку залежить від 

деяких невідомих функцій однієї змінної (як x , так і y ), а також від невідомих 

сталих. Тобто обидві змінні рівноправні. Ці невідомі функції і сталі знаходяться 

з вимоги, щоб функціонал енергії, відповідний даній граничній задачі, досягав 
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мінімуму, або з умови ортогональності нев’язки до відповідної системи 

функцій однієї та двох змінних. 

 У роботі [63] викладено метод ЛІДР, в якому використовується сплайн-

інтерлінація функцій ( , , )u x y t  на системі взаємно перпендикулярних прямих, 

паралельних осям координат. Розглядається задача: 
  

         1 2, , : , , , ,t x yx y
L u x y t u a x y u a x y u f x y t


        ,  (2.1) 

   2, 0,1 , 0x y t   , 

   , , 0, ,u x y t x y  ,      (2.2) 

       0 0, ,0 , , , , , 0u x y x y x y x y 


   .    (2.3) 

 

На прикладі задачі (2.1) – (2.3) запропоновано алгоритм одержання 

системи інтегро-диференціальних рівнянь методу ЛІДР і його дискретна форма, 

яка є схемою МСЕ із спеціальним (нерегулярним) вибором сітки при розбитті 

області   на елементи (в схемі присутні дві схеми – з кроком 1/ n  і 21 / n ). 

Поширення запропонованої методики на випадок областей   багатокутної 

форми, складеної із прямокутних та трикутних елементів, не потребує 

принципових змін. Нехай розв’язок задачі (2.1) – (2.3) належить до класу  
 

          2,2 3 ( , ,0)
2 2, , 0 0 , 2p qu L u C u x y t L t p q           , 

 , ,0
p q

p q
p q

uu
x y



 

. 

 

Із [49] випливає, що функція  
 

   1
0 0

( , , ) , , , ,
n n

k

ku x y t u y t h nx k u x t h ny
n n 

          
   

 


   

   
0 0

, ,
n n

k

ku t h nx k h ny
n n 

    
 




  ,   (2.4) 
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де   0,5 1 2 1h z z z z        , є кусково-білінійним (відносно змінних 

x  і y ) виразом, який збігається з функцією u  на площинах, що створюють 

сітку з більшим кроком:    1 / , , / , ,u k n y t u k n y t  ,    1 , / , , / ,u x n t u x n t    

 0 ,k n   . При цьому 0)(  tM : 
 

       
2

4
1 ( )

, , , , .
L

u x y t u x y t n M t n


      (2.5) 

 

Наближений розв’язок задачі (2.1) – (2.3) методом ЛІДР шукається у 

вигляді: 
 

         

     

1 1

2
1 1

1 1

1 1

, , , ,

,

n n

k
k l

n n

k
k

u x y t y t h nx k x t h ny

C t h nx k h ny

 
 

 

 

 

    

  

 

 









  (2.6) 

 

де невідомі функції  ,k y t ,  ,x t  задовольняють умови 
 

    0, 1, 0k kt t   ,    0, 1, 0t t    ,  1 , 1k n   .   (2.7) 
 

 Звідси випливає, що (2.6) задовольняє граничні умови (2.2). Якщо ж для 

наближеного задовільнення початкової умови (2.3) покласти 
 

       ,0 / , , ,0 , /k y k n y x x n      ,   (2.8) 
 

то для випадку, коли    2,2
2,x y L   , буде допущена похибка 

 

   
2

4
2 0 0( )

, , ,0 , 0
L

x y u x y M n M 


   . 

 

Приходимо до такої системи для знаходження  ,k y t ,  ,x t ,  kC t : 
 

       
1

2
0

, , , , 0 1, 1Lu x y t f x y t h nx k dx k n        ,    (2.9) 
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1

2
0

( , , ) ( , , ) 0 1, 1Lu x y t f x y t h ny dy n        ,   (2.10) 

       
1 1

2
0 0

, , , , 0Lu x y t f x y t h nx k h ny dxdy           (2.11) 

 1 , 1k n    . 

 

Система рівнянь (2.9) – (2.11) розв’язується при умовах (2.7) – (2.8). 

Підставляючи її розв’язок у формулу (2.5), знайдемо наближений розв’язок 

задачі (2.1) – (2.3). 

Якщо кожну з функцій  / , ,u k n y t ,  , / ,u x n t  в формулі (2.4) замінити її 

кусково-лінійним інтерлінантом з кроком 2/1 n  
 

     
2

2 2

0
/ , , / , / , ,

n

j
u k n y t u k n j n t h n y j



   

     
2

2 2

0

, / , / , / ,
n

i

u x n t u i n n t h n x i


   , 

 

то при цьому буде допущена похибка, що задовольняє нерівність (2.5), а 

оператор (2.4) перетвориться в інтерлінант 
 

       
2

2 2
3

0 0
, , / , / ,

n n

k j
u x y t u k n j n t h nx k h n y j

 
      

     
2

2 2

0 0
/ , / ,

n n

l i
u i n n t h n x i h ny

 
         (2.12) 

     
0 0

/ , / ,
n n

k
u k n n t h nx k h ny

 
   


   

 

із такими властивостями: 
 

     2 2 2
3 / , / , / , / , 0, ; 0,u k n j n t u k n j n t k n j n   , 

     2 2 2
3 / , / , / , / , 0, ; 0,u i n n t u i n n t i n n     , 
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2

1
3 1 1( )

, , , , , 0 .
L

u x y t u x y t n M t M t n


     

 

Тобто похибки наближення функції u  оператором 1u  та інтерлінантом 3u  

мають однаковий порядок прагнення до нуля при n  ( )(tM  і )(1 tM  

залежать лише від )0,2,2(u , )0,0,2(u , )0,2,0(u ). Таку ж швидкість прагнення до нуля 

при n  має і залишок наближення u  за допомогою інтерлінанта 
 

     
2 2

2 2
2 2

0 0
, , , ,

n n

i j

i jJ x y t u t h n x i h n y j
n n 

    
 

   

2
2 2 2 2, , , , , 0 ,i j i jJ t u t i j n

n n n n
             

   
.   (2.13) 

 

Оператор (2.13), який часто використовується в МСЕ, має приблизно 4n  

значень функції для довільного моменту часу. А в формулі (2.12) 

використовується лише     22 32 1 1 1 2n n n n     , тобто 3n  значень для 

довільного часу. Ця дуже важлива перевага формули (2.12) над формулою 

(2.13) використовується для побудови напівдискретної схеми методу ЛІДР. У 

випадку МСЕ напівдискретного типу наближений розв’язок задачі (2.1) – (2.3) 

шукається у вигляді: 
  

       
21 1

2
4 ,

1 1
, ,

n n

kn j
k j

u x y t C t h nx k h n y j
 

 
      

           
21 1 1 1

2
, n , n

1 1 1 1

n n n n

i kn
i k

C t h n x i h ny C t h nx k h ny
   

   
         
 

  , 

 

де )(, tC   –  шукані функції. Функція 4u  задовольняє умову (2.2). 

Вводиться позначення: 
 

           2 2
, , n, , ,kn j ix y h nx k h n y j x y h n x i h ny        , 

             2 2
, n , nkn x y h nx k h n y h n x kn h ny h nx k h ny             . 
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Невідомі функції )(tCij  визначаються із системи ЗДР: 

 

      4
, 4 , ,, , ,k n j k n j k n j

u t u t f t
t

       
        

   (2.14) 

 21, 1; n; , 1, 1j n j k n        , 

      4
, n 4 , n , n, , ,i i i

u t u t f t
t

       
        

      (2.15) 

 21, 1; ; , 1, 1i n i kn k n       , 

      4
, n 4 , n , n, , ,k n k n k n

u t u t f t
t

       
        

      (2.16) 

 , 1, 1k n     

 

при таких початкових умовах  2, 1, 1; , 1, 1k n i j n       : 

 

 , 20 ,k n j
k jC
n n

 

    
 

,  , n 20 ,i
iC
n n

 

    
 


 ,  , n 0 ,k n

kC
n n

 

    
 


 .  (2.17) 

 

Використано позначення: 
 

 1 2 1 2, dxdy  


  ,  dydx
yy

ua
xx

uau 
























 4

2
4

11 ],[ . 

 

Початкову задачу (2.14) – (2.17) можна розв’язувати одним з відомих 

методів розв’язання задачі Коші для системи ЗДР. Але запис системи у вигляді 

трьох підсистем (2.14, 2.15, 2.16) дозволяє природним шляхом проводити 

розпаралелювання обчислень, що може привести до алгоритмів розв’язання 

нестаціонарних задач в реальному масштабі часу [66]. 
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2.3 Інтерлінаційний метод скінченних елементів (ІМСЕ) розв’язання 

початково-крайових задач теплопровідності з двома просторовими змінними 

 

В цьому підрозділі розглянемо метод скінченних елементів розв’язання 

нестаціонарного рівняння теплопровідності з двома просторовими змінними з 

використанням формул сплайн-інтерполяції, побудованих на основі сплайн-

інтерлінації функції  , ,u x y t  за просторовими змінними ,x y . Cуть методу 

полягає у представленні наближеного розв’язку у вигляді формул сплайн-

інтерполяції за просторовими змінними з коефіцієнтами, що є функціями 

змінної t . Тому цей метод будемо називати інтерлінаційним методом 

скінченних елементів (ІМСЕ) розв’язання початково-крайових задач. Метод 

грунтується на заміні сплайнами слідів наближеного розв’язку у формулах 

інтерлінації, які використовуються для його представлення, і є скінченно-

елементною реалізацією методу ЛІДР розв’язання диференціальних рівнянь з 

частинними похідними.  

Для обмеженої області 2G R  розв’язуємо нестаціонарну задачу 
 

       1 2, , , , ,u u uLu p x y p x y q x y u f x y t
t x x y y

                    
, (2.18) 

 , , 0x y G t   

 

при наступних початковій і граничній умовах: 
 

         0, ,0 , , , , , , ,u x y u x y x y G G a b c d      ,  (2.19) 

   , , , ,
G G

u x y t x y t
 
 .     (2.20) 

 

Вважаємо:      1
1 2, , ,p x y p x y C G ,    ,q x y C G ,    , ,f x y t C G R  , 

 0,R    і розв’язок поставленої задачі задовольняє умови:  , ,u x y t  має 

неперервні похідні      , ,0 , ,r su x y t C G R   0t  , 0 , 2r s   за змінними x  та 
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y ;  u C G R
t


 


. Крім того, вважаємо, що гранична і початкова умови є 

узгодженими:    0, ,0 ,
G G

x y u x y
 
 . 

Стосовно області 2G R , в якій знаходиться розв’язок задачі, будемо 

вважати, що вона обмежена границею, яка є об’єднанням дуг відомих кривих. 

При перетині кривих утворюються кутові точки, кути між кривими в кутових 

точках не вироджуються в нуль, тобто min 0   . Вхідний кут max 2    . 

Загальна теорія поведінки точних класичних розв’язків еліптичних та 

параболічних рівнянь викладена в роботах В. А. Кондратьєва [33, 34]. 

Розглянемо загальний метод побудови функції  , ,u x y t , яка точно 

задовольняє умовам  Діріхле на границі довільної області  2G R . Для 

побудови структур розв’язків початково-крайових задач використовуємо метод 

[47] побудови функцій двох змінних ,x y , які точно задовольняють граничним 

умовам на границі двовимірних областей складної форми, при цьому змінну t  

вважаємо  параметром.  

З практичної точки зору важливою є побудова операторів інтерлінації на 

лініях ректангуляції та тріангуляції в областях складної форми, обмежених 

дугами відомих кривих. Вважаємо, що 2G R  – обмежена область на площині, 

границя якої G  є об’єднанням дуг відомих кривих. Припустимо, без втрати 

загальності, що область G  повністю розміщена в прямокутнику [ , ] [ , ]a b c d .  

Розіб’ємо G  на підобласті прямими 1, 0,kx x k M   та  2, 0,ly y l M  , 

0 1 1
... Ma x x x b     ; 0 1 2

... Mc y y y d     . Ці підобласті можуть бути 

прямокутниками   (0)
, 1 1, ,i j i i j jR x x y y G       або чотирикутниками  

 

   (1)
, 1 1, ,i j i i j jR x x y y x G      ,   (2)

, 1 1, ,i j i i j jR x x y y y G         , 

 (3)
, 1 1, ,i j i i j jR x y x y y G         ,     (4)

, 1 1, ,i j i i j jR x x y x y G      ,  
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в яких три сторони паралельні осям координат, а одна – криволінійна (взагалі 

кажучи) сторона – є частиною границі області G . Крім того, підобласті, на які 

розбивається область G , можуть бути трикутниками 
 

      (1)
, 1 1 1, | , , 0i j i i j j jT x y x x x y y x x         , 

      (2)
, 1 1 1, | , , 0i j i i j j jT x y x x x y y x x         , 

      (3)
, 1 1 1, | , , 0i j i i j j jT x y x x x x y y x         , 

      (4)
, 1 1 1, | , , 0i j i i j j jT x y x x x x y y x         , 

 

 в яких дві сторони паралельні осям координат, а одна із сторін є 

криволінійною (взагалі кажучи) частиною границі G  області G  ( ,i j  – номер 

точки, з якою співпадає прямий кут). 

Напишемо формулу для інтерлінації на чотирикутнику 

   (1)
, 1 1, ,i j i i j jR x x y y x G      , одна із сторін якого є криволінійною частиною 

границі G  області G :  
 

     (1)
, 1 2 1 2, , , ,i jO F x y t P P PP F x y t   , 

   
        1

1 1
1 1

, , , , , ,j j
j j

j j j j

y y x y y
PF x y t F x y t F x y x t

y y x y x y



 

 
 

 
, 

     1
2 1

1 1

, , , , , ,i i
i i

i i i i

x x x xP F x y t F x y t F x y t
x x x x




 

 
 

 
, 

   
        1

1 2 2 2 1
1 1

, , , , , ,j j
j j

j j j j

y y x y y
PP F x y t P F x y t P F x y x t

y y x y x y



 

 
 

 
. 

 

Теорема 2.1. Оператор  (1)
, , ,i jOR F x y t  інтерлінує функцію    (1)

,, , i jF x y t C R  

на границі чотирикутника (1)
,i jR  з однією криволінійною стороною: 

   (1)
, , , , ,i jOR F x y t F x y t ,   (1)

,, i jx y R , тобто    (1)
, , , , ,i j q qOR F x y t F x y t , , 1q i i  ; 

   (1)
, , , , ,i j j jOR F x y t F x y t ,      (1)

, 1 1, , , ,i j j jOR F x y x t F x y x t   [0, )t   . 
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Доведення здійснюється безпосередньою перевіркою. 

Аналогічно будуються інтерлінанти, що інтерлінують функцію  , ,F x y t  

на сторонах чотирикутників (2)
,i jR , (3)

,i jR , (4)
,i jR  з криволінійними сторонами. 

Напишемо тепер формулу для інтерлінації на прямокутному трикутнику з 

криволінійною гіпотенузою (тобто на трикутнику з катетами, паралельними 

осям координат, і криволінійною гіпотенузою).  

Розглянемо прямокутний трикутник T  з вершинами О(0,0), А(1,0), В(0,1) 

і гіпотенузою AB , яка визначається рівнянням ( ) ( ) 1f x g y  , де функції 

( ), ( )f x g y  неперервні і монотонні на  0,1  і задовольняють умови 

(0) 0, (1) 1, (0) 0, (1) 1f f g g    . 

Теорема 2.2. Нехай    , ,F x y t C T ,        1
1 , , 1 , ,PF x y t f x F f g y y t    

     1, 1 ,g y F x g f x t  ,        2 , , ,0, 0, , 0,0,P F x y t F x t F y t F t   . 

Тоді оператор  
 

     12 1 2, , , , :P F x y t P P F x y t    

               1 1
1 2 1 2: , , 1 , , , 1 ,P P PP F x y t f x F f g y y t g y F x g f x t        

               1,0, 0, , 0,0, 0, , 1 ,0, 0,0,F x t F y t F t f x F y t F f g y t F t         

         10, 1 , ,0, 0,0,g y F g f x t F x t F t        (2.21) 

 

інтерлінує функцію  , ,F x y t  на трьох сторонах трикутника T , тобто  
 

       12 12,0, ,0, , 0, , 0, , , [0, )P F x t F x t P F y t F y t t     ,   (2.22) 

   12 , , , ,P F x y t F x y t , якщо     1, [0, )f x g y t     .  (2.23) 
 

Доведення. Напишемо формулу (2.21) у формі  
 

            
           

           

12

1 1

1 1

, , 1 ,0, 0, , 0,0,

1 , , 1 ,0, ,0,

, 1 , 0, 1 , 0, ,

P F x y t f x g y F x t F y t F t

f x F f g y y t F f g y t F x t

g y F x g f x t F g f x t F y t

 

 

       
       
      

  (2.24) 
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Якщо покласти у формулі (2.24) послідовно 0y  , 0x  , отримаємо : 
 

                1 1
12 ,0, 1 ,0, 1 ,0, 1 ,0, ,0,P F x t f x F x t f x F f t F f t F x t        

 ,0,F x t , 

                1 1
12 0, , 1 0, , 0, 1 , 0, 1 , 0, ,P F y t g y F y t g y F g t F g t F y t        

 0, ,F y t . 

 

Отже, співвідношення (2.22) доведено. 

Підставивши   1 1y g f x   у формулу (2.24), отримаємо: 

 

   1
12 , 1 ,P F x g f x t    

          1 1 11 1 , 1 ,f x F f g g f x g f x t      

       1 11 1 ,0, ,0,F f g g f x t F x t      
 

               1 1 1 11 , 1 , 0, 1 , 0, 1 ,g g f x F x g f x t F g f x t F g f x t            
 

             1 1 1, 1 , ( ) ,0, ,0,f x F f f x g f x t F f f x t F x t          

      11 , 1 ,f x F x g f x t       

         1, 1 , ,0, ,0,f x F x g f x t F x t F x t        

          1 11 , 1 , , 1 , .f x F x g f x t F x g f x t         

 

Аналогічно доводиться        1 1
12 1 , , 1 , , .P F f g y y t F f g y y t     

Таким чином, доведено і властивість (2.23).  

Теорему 2.2 доведено. 

Теорема 2.3. Хай оператори  ( )
, , , , 0,1,...,4q

i jOR F x y t q   інтерлінують 

функцію  , ,F x y t  на сторонах чотирикутників ( )
, , 0,1,...,4q

i jR q  , а оператори 

 ( )
, , , , 1,...,4q

i jOT F x y t q   інтерлінують функцію  , ,F x y t  на сторонах 
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трикутників ( )
,
q

i jT G  з криволінійною (взагалі кажучи) гіпотенузою (означених 

вище).  

Тоді оператор  
   
   

( ) ( )
, ,

( ) ( )
, ,

, , , , , 0 1 ... 4
, ,

, , , , , 1 ... 4

q q
i j i j

G q q
i j i j

OR F x y t x y R q
O F x y t

OT F x y t x y T q

      
   

 

0t   інтерлінує функцію  , ,F x y t  на прямих    , , ,k ix x a b y y c d    , а 

також на границі G  довільної області G , тобто    , , , ,G k kO F x y t F x y t , 

   , , , ,G i iO F x y t F x y t ,      , , , , , ,GO F x y t F x y t x y G  . При цьому 

   , ,GO F x y t C G     , ,F x y t C G   0t  . Це дозволяє стверджувати, що 

  1
2, , ( ) 0GO F x y t W G t   , оскільки  

 

22
2( ) G G

G
G

O F O FO F dxdy
x y

               
  

( ) ( )

22
2( )

q q
ij ij

G G
G

R G R

O F O FO F dxdy
x y

                
   

( ) ( )

22
2( )

q q
ij ij

G G
G

T T G

O F O FO F dxdy
x y

                 
  . 

 

Доведення. Той факт, що    , , 0GO F x y t C G t    витікає з того, що 

при побудові операторів  ( )
, , ,q

i jOR F x y t  і  ( )
, , ,q

i jOT F x y t , в кожному із елементів 

( )
,
q

i jR , ( )
,
q

i jT  оператор GO F  представляється у вигляді формули інтерлінації, яка на 

границі між елементами ( )
,
q

i jR , ( )
,
q

i jT  використовує однакові сліди, тобто при 

переході від одного елемента до другого зберігається неперервність. В той же 

час в кожному з цих елементів відповідна формула інтерлінації є неперервною 

за побудовою (у припущенні, що  F C G , отримуємо    , ,kF x y t C R , 

   , ,lF x y t C R  0t  ). 
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Той факт, що формула  , ,GO F x y t  задовольняє відповідним 

інтерлінаційним умовам на лініях kx x  та jy y , витікає з того, що за 

побудовою оператори   ( )
, , ,q

i jOR F x y t  і  ( )
, , ,q

i jOT F x y t  на границі своїх 

елементів мають сліди, які є слідами функції  , ,F x y t , тобто 

   , , , ,
i k

k jy y x x
F x y t F x y t

 
  0t  .  

Теорему 2.3 доведено. 

Зауваження 2.1. Якщо нам невідомі сліди    , , ,k kF x y t y t , 

   , , ,i iF x y t x t , то їх можна замінити на деякі функції (поліноми, сплайни 

тощо) з невідомими параметрами. В результаті  , ,GO F x y t  перетвориться на 

функцію, що збігається з функцією  , ,F x y t  на границі G  області G  

незалежно від вибору вказаних вище параметрів. Такого типу функції можна 

використовувати для наближення функції  , ,F x y t , виходячи з тих або інших 

вимог стосовно вибору невідомих параметрів. 

Відносно інтерлінації на трикутнику мають місце наступні твердження. 

Теорема 2.4. Нехай 
 

         

           

           

12

1 1

1 1

, , 1 ( ) ( ) ,0, 0, , 0,0,

1 , , 1 ,0, ,0,

, 1 , 0, 1 , 0, , .

P F x y t f x g y F x t F y t F t

f x F f g y y t F f g y t F x t

g y F x g f x t F g f x t F y t

 

 

       
       
      

 

 

Тоді для залишку      12 12, , , ,R F x y t I P F x y t    1,1F C T   

виконується співвідношення: 

        (1,1,0)
12

0 0

, , 1 , ,
yx

R F x y t f x g y F t d d         

       
    1 11 1

(1,1,0) (1,1,0)

0 0

, , , ,
f g y g f xy x

x y

f x F t d d g y F t d d
   

       
  

   

     . (2.25) 
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Доведення. Запишемо рівності: 
 

         (1,1,0)

0 0

, , ,0, 0, , 0,0, , ,
yx

F x y t F x t F y t F t F t d d          0t  ,   (2.26) 

           1 1, , 1 , , 1 ,0, ,0,F x y t F f g y y t F f g y t F x t        

 
  1 1

(1,1,0)

0

, , 0
f g y y

x

F t d d t
 

   
 

 

       (2.27) 

           1 1, , , 1 , 0, 1 , 0, ,F x y t F x g f x t F g f x t F y t        

 
  1 1

(1,1,0)

0

, , 0.
g f xx

y

F t d d t
 

   
 

 

       (2.28) 

 

Запишемо тотожність             , , 1 , , , ,F x y t f x g y F x y t f x F x y t      

   , ,g y F x y t  і підставимо замість  , ,F x y t  у перший, другий і третій 

доданки відповідно її вирази з рівностей (2.26), (2.27) і (2.28): 
 

                1,1,0

0 0

, , 1 ,0, 0, , 0,0, , ,
yx

F x y t f x g y F x t F y t F t F t d d   
 

       
 

   

           1 11 , , 1 ,0, ,0,f x F f g y y t F f g y t F x t        

 
  1 1

(1,1,0)

0

, ,
f g y y

x

F t d d
 

   
 

 


 


   

           1 1, 1 , 0, 1 , 0, ,g y F x g f x t F g f x t F y t        

 
  1 1

(1,1,0)

0

, ,
g f xx

y

F t d d
 

   
 

 


 


   

          1 ,0, 0, , 0,0,f x g y F x t F y t F t         

           1 11 , , 1 ,0, ,0,f x F f g y y t F f g y t F x t          

           1 1, 1 , 0, 1 , 0, ,g y F x g f x t F g f x t F y t          
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        1,1,0

0 0

1 , ,
yx

f x g y F t d d          

   
  

   
  1 11 1

(1,1,0) (1,1,0)

0 0

, , , ,
f g y g f xy x

x y

f x F t d d g y F t d d
   

       
  

   

       

          1,1,0
12

0 0

, , 1 , ,
yx

P F x y t f x g y F t d d           

   
  

   
  1 11 1

(1,1,0) (1,1,0)

0 0

, , , ,
f g y g f xy x

x y

f x F t d d g y F t d d
   

       
  

   

     . 

 

Звідси маємо: 
 

              1,1,0
12 12

0 0

, , 1 , , 1 , ,
yx

R F x y t P F x y t f x g y F t d d            

   
  

   
  1 11 1

(1,1,0) (1,1,0)

0 0

, , , ,
f g y g f xy x

x y

f x F t d d g y F t d d
   

       
  

   

     , 

 

тобто отримали рівність (2.25). 

Теорему 2.4 доведено. 

Наслідок 2.1. Справедлива рівність 
 

       12 , , , , ( , , ) , , 0P F x y t F x y t F x y t x t y t t       , 
 

де     1, , , [0,1]x t y t C    0t   – довільні функції двох змінних. 

Доведення випливає з того, що     
2

, , 0x t y t
x y

 
 

 
, завдяки чому 

    12 , , 0R x t y t   ; отже,         12 , , , , 0P x t y t x t y t t        . 

Наведемо два важливих приклади. 

Приклад 2.3. В методі скінченних елементів при розв’язанні крайових 

задач для диференціальних рівнянь з частинними похідними у випадку 

областей складної форми дуже важливим є питання задовільнення крайовим 



 

 

62 

умовам (особливо неоднорідним). У таких задачах використання операторів 

інтерлінації функцій є необхідним.  

Приклад 2.4. Використання операторів інтерлінації функцій є корисним 

також у методі найменших квадратів при наближенні функції за допомогою 

скінченної кількості її значень у внутрішніх точках області G  і за допомогою її 

слідів на дугах відомих кривих всередині області G  або таких кривих, що їхнє 

об’єднання є границею області G  тощо. Слід підкреслити, що класичний 

варіант методу найменших квадратів для наближення функцій двох змінних 

використовує лише значення функції у деякій системі точок (або деяку іншу 

систему функціоналів від наближуваної функції) і не використовує сліди 

наближуваної функції на деяких лініях. Очевидно, така інформація як сліди 

наближуваної функції на деякій системі ліній є значно більш інформативною, 

але до появи інтерлінації функцій дослідники не мали змоги її використати.  

З огляду на це наведемо ще два твердження. 

Теорема 2.5. Нехай G  – прямокутний трикутник з криволінійною 

гіпотенузою G ,     0, 0, 1G x y f x g y      і    , ,0 , .F x y x y  Тоді 

функція        , , , , , , ,0H x y t x y U x y t U x y   , де    12, , , ,U x y t P F x y t , 

задовольняє умови    , ,0 ,H x y x y  та    , , , ,H x y t U x y t ,  ,x y G , 

0t   ( ( , , )F x y t – довільна неперервна в G  функція). 

Доведення. Дійсно, згідно з припущенням,      0, 0, ,0 0, ,0y U y F y   , 

     ,0 ,0,0 ,0,0x U x F x   ,        1 1, 1 , 1 ,0x g f x U x g f x       

   1, 1 ,0F x g f x  . Тому  

         , ,0 , , ,0 , ,0 ,H x y x y U x y U x y x y     ; 

         0, , 0, 0, , 0, ,0 0, ,H y t y U y t U y U y t    ; 

         ,0, ,0 ,0, ,0,0 ,0,H x t x U x t U x U x t    ; 

           1 1 1, 1 , , 1 , 1 ,H x g f x t x g f x U x g f x t         

       1 1, 1 ,0 , 1 ,U x g f x U x g f x t     . 
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Теорему 2.5 доведено. 

Наслідок 2.2. Функція        , , , , , , ,0u x y t x y U x y t U x y    є точним 

розв’язком початково-крайової задачі  
 

     1 2, , , ,u u up x y p x y f x y t
t x x y y

                  
,   (2.29) 

 0, ,t x y G  , 

     , ,0 , , ,u x y x y x y G  , 

     , , , , , ,u x y t U x y t x y G   
 

за умови, що 
 

     1 2, , , ,u u uf x y t p x y p x y
t x x y y

                  
,  (2.30) 

         1,1,0
12, , , , , , ,U x y t P F x y t F x y t C G  . 

 

Доведення отримується використанням теореми 2.5 та безпосередньою 

підстановкою  , ,F x y t  в рівняння (2.29) і врахуванням рівності (2.30). 

 

2.4 Оцінка похибки ІМСЕ 

 

Розглянемо для обмеженої області 2G R  нестаціонарну задачу 

теплопровідності 
 

       1 2, , , , , ,u u uLu p x y p x y q x y u f x y t
t x x y y

                    
 (2.31) 

 , , 0x y G t   

       2
0, ,0 , , , , , , 0,1u x y u x y x y G G E E      ,  (2.32) 

   , , , ,
G G

u x y t x y t
 
 .    (2.33) 
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Вважаємо:      1
1 2, , ,p x y p x y C G ,    ,q x y C G ,    , ,f x y t C G R  , 

 0,R    і розв’язок поставленої задачі задовольняє умови: 1)  , ,u x y t  має 

неперервні похідні до 2-го порядку за змінними x  та y  

     , ,0 , ,p qu x y t C G R  , 0t  , 0 , 2p q  ;  2)  u C G R
t


 


. Крім того, 

вважаємо, що гранична і початкова умови є узгодженими: 

   0, ,0 ,
G G

x y u x y
 
 . 

Замінимо задачу (2.31) – (2.33) відповідною задачею з однорідними 

початковою і граничною умовами. Для цього введемо замість функції  , ,u x y t  

функцію  , ,v x y t  таким чином: 
 

         0, , , , , , , , ,0u x y t v x y t x y t u x y x y     . 
 

Функція  , ,v x y t , означена таким чином, задовольняє диференціальне 

рівняння           0, , , , , , , , ,0Lv x y t f x y t L x y t L u x y x y      та однорідні 

початкову і граничну умови  , ,0 0v x y  ,  , , 0
G

v x y t

 , 

 

          , ,12,2,1, , : , , ,0 , 2p qu x y t C G R v v x y t C G R p q        . 

 

Якщо u  – побудована вказаним методом функція, то вона є точним 

розв’язком відповідної початково-крайової задачі. Далі вважаємо початкову та 

граничну умови однорідними.  

Введемо оператор-інтерлінант 
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i jOf x y t h mx i f y t h ny j f x t
m n 
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який має властивості: , , , ,i iOf y t f y t
m m

      
   

, , , , ,j jOf x t f x t
n n

      
   

, 0,i m , 

0,j n . 

Похибка наближення функції    2,2,, ,f x y t C G R    за допомогою 

оператора-інтерлінанта (при  ,x y E ): 
 

     4
2 2

1 1 1 1, , , , , max ,f x y t Of x y t O O
m n m n

            
   

, 0 . 

 

Замінимо у формулі оператора-інтерлінанта кожну з функцій , ,if y t
m

 
 
 

, 

, ,jf x t
n

 
 
 

 її відповідним інтерполянтом за просторовими змінними 

 

   
2

2
1 2

0

, , , , ,
n

i
i if y t A f y t f t h n y
m m n

        
   




  , 

   
2

2
2 2

0

, , , , ,
m

j
k

j k jf x t A f x t f t h m x k
n m n

        
   

  

 

з похибками  
 

   1 2
1, , , 0,1 , 0i

if y t A f y t O y t
m n

          
   

,  

   2 2
1, , , 0,1 , 0j

jf x t A f x t O x t
n m

          
   

. 

 

В результаті отримуємо оператор:  
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який наближує функцію  , ,f x y t  з похибкою      4, , , ,f x y t Jf x y t O    

0t  . 

В більш детальному записі маємо інтерполянт: 
 

     
2

2
2

0 0

, , , ,
m n

i

iJf x y t h mx i f t h n y
m n 
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2
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2

2

2
2

0 0, 0, ,2 ,...,
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2

2

2
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, ,
n m
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k jh ny j f t h m x k
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   2

0 0
, ,

m n

i j

i jf t h mx i h n y jn
m n 

        


       2h ny j h m x im h mx i h ny j        , 

 

який має наступні властивості: 
 

2 2, , , ,i iJf t f t
m n m n

      
   

  , 20, ; 0,i m n  , 

2 2, , , ,k j k jJf t f t
m n m n

      
   

, 20, ; 0,k m j n  . 

 

Цей інтерполянт наближує функцію  , ,f x y t  з похибкою  4O   0t  . 

Отже, порядок похибки відносно 0  такий же, як і порядок похибки 

наближення за допомогою оператора-інтерлінанта  
 

     4, , , ,f x y t Jf x y t O   ,  ,x y E  0t  . 
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Теорема 2.6. Якщо  , ,u x y t  – точний розв’язок задачі (2.31) – (2.33) і 

 2,2 2u C E  0t  , то знайдена методом ЛІДР функція 2u  буде наближувати 

точний розв’язок u  з такою похибкою:       2 2
2 2 2 1 20 :

C
M t u u M t


        

 4O   0t  , де  1 2max ,    ,  1 1
max kk m

x
 

   ,  2 1
max

n
y

 
   

. 

Доведення. Для спрощення доведення будемо вважати граничну умову 

однорідною. Застосовуючи до рівняння (2.31), граничних та початкових умов 

(2.32) – (2.33) інтегральне перетворення Лапласа з параметром p  
 

   
0

, , , , ptu x y p u x y t e dt


  , 

 

отримаємо для функції u  граничну задачу: 
 

       1 1 2, , : ( , ) ( , ) ,x yx y
L u x y p pu p x y u p x y u q x y u             (2.34) 

 0( , , ) ,f x y p u x y  ,     22, 0,1x y E p   , 

   , , 0, ,u x y p x y G  .    (2.35) 
 

Таким чином, ми прийшли до еліптичної задачі (2.34) – (2.35).  

Вважаємо, що    1 2, x x y y
G

a u v p u v p u v p q uv dxdy V           – 

еліптична, неперервна, симетрична білінійна форма рівняння (2.34), яка 

задовольняє умови  
 

  0p  ,       
0

1
2

2
4 : ,

W G
M a v v v  ,       

0 0
1 1
2 24,

W G W G
a u v M u v  

(  
0

1
2,u v W G p  ). 

 

Тоді, якщо 2u  – наближений розв’язок задачі (2.34) – (2.35), знайдений 

методом ЛІДР, то справедливе таке узагальнення леми Сеа [109]: 
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       20 : inf
C G C G

K p u u K p u w       .   (2.36) 

 

Тут inf  береться за функціями w V , де V  – нескінченно-вимірний 

лінійний простір функцій, що визначаються оператором J , 
 

    2,2: , , , 0GV w Jv v x y p C G v p


     . 

 

Якщо виконуються умови відносно білінійної форми  ,a u v , та 

 2,2 2u C E , то для множника справа у формулі (2.36) можемо написати [44]:  

 

     2 2
1 2 , 0

C G
u w C p C p p      ,    (2.37) 

 

оскільки функція  , ,w x y p  будується у вигляді, що має ті ж самі сліди на 

лініях інтерлінації, що і функція  , ,u x y p . Це означає, що похибка u w   

наближення функції   , ,u x y p  за допомогою функції  , ,w x y p  буде 

визначатись для кожного значення параметра p  формулою для оцінки похибки 

інтерлінації на системі взаємно перпендикулярних прямих [44, с. 167]. 

Враховуючи це, можна записати:  
 

           (2,2,0)

1 1

, , , , , ,
i j

yxM N

i j
i j x y

u x y t w x y t h x h y u t x y d d     
 

      , 

 

звідки у зображеннях отримуємо рівність 
 

           (2,2,0)

1 1

, , , , , ,
i j

yxM N

i j
i j x y

u x y p w x y p h x h y u p x y d d     
 

        , 

 

а також нерівність  
 

     (2,2,0) 2 2
1 2, , , , , , , 0u p w p u p C C                . 
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З урахуванням нерівностей (2.36) і (2.37) можна стверджувати, що для 

наближеного розв’язку  2 , ,u x y p , знайденого методом ЛІДР, буде 

виконуватися нерівність 
 

      2 2
2 2 2 1 20 :

C G
M p u u M p        p ,  

     2M p K p C p   
 

за умови, що задача Коші для системи інтегро-диференційних рівнянь 

інтерлінаційного методу розв’язується точно.  

Теорему 2.6 доведено. 

Таким чином, враховуючи те, що в ІМСЕ всі сліди  , ,kU x y t  та  , ,V x y t  

замінюються сплайнами за змінними x  та y , в ІМСЕ буде зберігатися та ж 

сама велика точність, що і в методі ЛІДР. 

Зауваження 2.2. При розв’язанні задачі (2.31) – (2.33) класичним МСЕ з 

кусково-лінійними допоміжними функціями похибка наближеного розв’язку 1u  

(при тому самому розбитті області G  на елементи) задовольнятиме таку 

нерівність:        2 2
1 1 1 1 20: max ,

C G
M t u u M t       0t  . 

Отже, інтерлінаційний МСЕ вимагає для досягнення точності  4O    

розбиття області інтегрування на        2 2 2 1/4 1/2N O n m O O          

елементів, а класичний МСЕ вимагає для досягнення тієї самої точності 

розбиття області інтегрування на        4 4 4 1/4 1
2N O n m O O          

елементів. Тобто в класичному МСЕ кожну сторону області G  треба розбивати 

не на  1n O n  відрізків, а на  2
2n O n  відрізків. 

Зауваження 2.3. Якщо у формулі для  , ,w x y p  сліди на лініях 

інтерлінації замінимо сплайн-інтерполяційними формулами, які наближують 

сліди теж з похибкою  4O  , то отримуємо схеми МСЕ, які для кожного p  

матимуть ту ж саму за порядком похибку, що і метод ЛІДР. 
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Висновки до розділу 2 

 

У розділі викладено метод розв’язання нестаціонарної задачі 

теплопровідності з використанням сплайн-інтерлінації функцій. 

1. Наведено основні твердження теорії інтерлінації функцій, їх 

інтерлінаційні властивості. Викладено основні твердження методу ЛІДР. 

2. Викладено основні теоретичні твердження методу ІМСЕ  розв’язання 

нестаціонарної задачі теплопровідності з двома просторовими змінними, 

сформульовано та доведено теореми.  

3. Досліджено оцінку похибки запропонованого методу, доведено 

теорему про оцінку похибки ІМСЕ. 

4. Використання сплайн-інтерлінації функцій дозволяє конструювати 

наближений розв’язок крайової задачі у вигляді формул, які точно 

задовольняють граничним умовам на границі областей складної форми. При 

цьому структура наближеного розв’язку буде мати при заданому розбитті на 

елементи похибку  2O  , якщо класична сплайн-інтерполяція має точність 

 O  , 0   при кожному фіксованому значенні часу t.  

5. Використання формул інтерполяції, побудованих на основі сплайн-

інтерлінації, дозволяє зберегти високу точність  2O  , яка властива операторам 

сплайн-інтерлінації. Це означає, що для отримання розв’язку із точністю  2O   

можна використовувати меншу кількість вузлів, тобто можна розв’язувати 

системи ЗДР менших порядків (порівняно з класичною схемою МСЕ) для 

досягнення однакової точності.  

Основні результати розділу 2 опубліковано в роботах [45, 61, 62, 65]. 
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РОЗДІЛ 3  

ЧИСЕЛЬНА РЕАЛІЗАЦІЯ ІМСЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕСТАЦІОНАРНОЇ ЗАДАЧІ 

ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 

 

 

3.1 Деякі аспекти нумерації вузлів у запропонованому ІМСЕ 

 

Основними етапами застосування МСЕ є наступні [108]: 

1) дискретизація задачі, тобто представлення області визначення у 

вигляді сукупності скінченних елементів, взаємопов'язаних у вузлових точках. 

При цьому границі зовнішніх елементів апроксимують в сукупності границю 

області в цілому; 

2) вибір базисних функцій для представлення наближеного розв’язку 

початково-крайової задачі в кожному елементі, які входять в систему ЗДР; 

3) отримання матриць і векторів елементів; 

4) формування глобальних матриць і глобального вектора для всієї 

області визначення; 

5) розв’язання задачі Коші для системи диференціальних рівнянь для 

вузлових функцій; 

6) розрахунок найменшого розв’язку, що залежить від вузлових функцій. 

Першим етапом скінченно-елементної процедури є розбиття області, 

зайнятої тілом, на елементи. Дискретизація області (тіла) включає: вибір форми 

елементів, завдання розмірів і кількості елементів, нумерацію елементів і 

вузлів. При цьому елементи, які апроксимують область в цілому, можуть бути 

різними як за формою (наприклад, трикутними і чотирикутними), так і за 

розмірами.  

Нумерація вузлів елементів (глобальна нумерація вузлів) [98] – наступна 

процедура етапу виділення скінченних елементів. Нумерація елементів не 

впливає на обчислювальні аспекти МСЕ і тому являє собою просту процедуру. 

Порядок нумерації вузлів має важливе значення, оскільки впливає на 
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ефективність подальших обчислень. Зазвичай прийнято номер елемента 

подавати в круглих дужках з тим, щоб уникнути плутанини з номерами вузлів. 

На рис. 3.1 представлені різні способи нумерації вузлів та елементів [92, с. 21]. 
 

 

 
Рисунок 3.1 – Різні способи нумерації вузлів та елементів 

 

Використання МСЕ приводить до системи лінійних алгебраїчних рівнянь, 

велика кількість коефіцієнтів якої дорівнює нулю. Матриця коефіцієнтів СЛАР, 

до якої приводить МСЕ, для стаціонарних задач теплопровідності, і матриці 

системи ЗДР для нестаціонарної задачі теплопровідності є сильно 

розрідженими матрицями стрічкової структури. 

При використанні МСЕ вигляд отриманої системи ЗДР для знаходження 

невідомих, а, відповідно, і методи зберігання матриць системи в ЕОМ та 

методи розв’язання відповідної задачі Коші суттєво залежать від способу 

нумерації вузлів сітки. У зв’язку з цим в методах удосконалення МСЕ існують 

напрямки, присвячені цій проблемі. При чисельній реалізації ІМСЕ це питання 

теж виникає. 

В нестаціонарній задачі теплопровідності знаходження вузлових функцій 

зводиться до розв’язання задачі Коші      dC t
A B C t D t

dt
    ,   00C C , де 

матриці A  і B  мають однакову структуру. 

Вигляд СЛАР у методі Рітця залежить від способу нумерації вузлів 

скінченних елементів. Тому у зв’язку із запропонованою скінченно-

елементною реалізацією методу зведення до системи ЛІДР теж бажано, щоб 
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матриці системи ЗДР, що виникають в МСЕ, мали регулярну структуру, яка не 

повинна змінюватись при переході до більш складних областей. 

Для пояснення суті запропонованої нумерації наведемо вигляд матриць 

для випадку області прямокутної форми. Для цього розглянемо задачу 
 

   2 , , , ,u a u x y t f x y t
t


  


,  ,x y D ,    0,1 0,1D   , 0t  , (3.1) 

   , ,0 ,u x y x y ,     (3.2) 

 , , 0
D

u x y t

 ,   , 0

D
x y


 .    (3.3) 

 

Побудуємо на області D  сітку, зображену на рис. 3.2. У випадку 

нумерації вузлів цієї сітки, яка вказана на цьому ж рисунку, матриця 

трьохдіагональна [26]. 

 

Рисунок 3.2 – Лінійна нумерація вузлів сітки МСЕ (на квадраті) 
 

Для розв’язання задачі методом ЛІДР побудуємо на області D  сітку, 

зображену на рис. 3.3.  

 
Рисунок 3.3 – Сітка скінченно-елементної реалізації  

методу ЛІДР (на квадраті) 
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Використання класичної нумерації вузлів, яка проілюстрована на рис. 3.2, 

приводить до матриці, яка не є зручною в подальших чисельних розрахунках, 

оскільки вона ускладнює алгоритм врахування індексів нульових і ненульових 

елементів матриць. Можна використати таку нумерацію, яка приводить до 

блочної трьохдіагональної структури матриці системи лінійних інтегро-

диференціальних рівнянь. Таку нумерацію було запропоновано для реалізації в 

стаціонарних задачах в роботі [30] В. В. Камишана, О. М. Литвина, 

О. Р. Максимович. Згідно з цією нумерацією виділяються так звані 

«центральні» вузли, вони виділені на рис. 3.4.  
 

 
Рисунок 3.4 – Виділення центральних вузлів 

 

Інші вузли будемо звати асоційованими з центральними. Кожний 

центральний вузол має стандартні асоційовані вузли, які гуртуються навколо 

центральних. Після виділення центральних вузлів проводиться об’єднання 

стандартних асоційованих вузлів навколо центральних (рис. 3.5). 
 

 
 

Рисунок 3.5 – Об’єднання стандартних асоційованих вузлів навколо 

центральних 
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Найближчі до границі області вузли можуть залишитись 

непроасоційованими з центральними вузлами і звуться нестандартними 

асоційованими вузлами (не всі центральні вузли мають асоційовані вузли 

такого типу). Вони асоціюються з центральними вузлами, як вказано на 

рис. 3.6. 

 
Рисунок 3.6 – Об’єднання стандартних та нестандартних  

асоційованих вузлів навколо центральних 
 

Нумерація асоційованих вузлів навколо центральних проводиться так, як 

наведено на рис. 3.7.  

 
Рисунок 3.7 – Лінійна нумерація стандартних асоційованих вузлів  

в об’єднанні навколо центрального вузла 
 

Якщо центральний вузол має стандартні та нестандартні вузли, то їх 

нумерація всередині вектор-вузла проводиться так, як зображено на рис. 3.8. 
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Рисунок 3.8 – Лінійна нумерація стандартних та нестандартних  

асоційованих вузлів всередині вектор-вузла 

 

Порядок перегляду вектор-вузлів (центральні вузли з асоційованими до 

них вузлами розглядаються як одне ціле) візьмемо таким, як для вузлів сітки 

МСЕ (рис. 3.2). Тоді базисних вектор-функцій буде стільки, скільки 

центральних вузлів в області. Компонентами вектор-функцій є базисні функції, 

відповідні центральному та асоційованим вузлам, розташовані в тому порядку, 

як і перенумеровані вузли сітки всередині вектор-вузла. Таким чином, базисні 

вектор-функції мають різну розмірність в залежності від розташування 

відповідного центрального вузла відносно границі області. Носій базисної 

вектор-функції розташований так, як вказано на рис. 3.9. Завдяки цьому 

матриця має блочно-трьохдіагональну структуру. 

 
Рисунок 3.9 – Носій базисної вектор-функції 

 

Проаналізуємо переваги запропонованого способу нумерації вузлів 

(порівняно з класичним методом). 
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Задача (3.1) – (3.3) при використанні класичної схеми МСЕ зводиться до 

знаходження функцій  kC t , 1, 1k M  , 1, 1N   із системи ЗДР 

     A C t B C t D t   
 

, де  C t


 – вектор, який отримується з двовимірної 

матриці  kC t  
 

     
1 1 1 1

2

1 1 1 1

M N M N

pqij ij pqij ij pq
i j i j

C t a C t t  
   

   

    , 1, 1p M  , 1, 1q N  . 

 

Аналогічно, задача (3.1) – (3.3) при використанні схеми ІМСЕ зводиться 

до системи ЗДР: 
 

      , , ,, [ , ] ,kn j kn j kn j
u t u t f t
t
    

     
 

  21, 1; ; , 1, 1, ,j n j n k n k j J         ,   (3.4) 

      , , ,, [ , ] ,i n i n i n
j

u t u t f t
t

    

 
    

    

  21, 1; ; , 1, 1, ,i n i kn k n i J         ,   (3.5) 

      , , ,, [ , ] ,kn n kn n kn n
u t u t f t
t
       

      , 1, 1; ,k n k J      (3.6) 

 

при таких початкових умовах (при  2, 1, 1; , 1, 1k n i j n     ): 

 

 , 0 20 , 0kn j
k ju u
n n

   
 

,   , 0 20 , 0i n
iu u
n n

   
 


 ,   , 00 , 0kn n

ku u
n n

   
 


 . 

 

Тут використано позначення: 
 

 1 2 1 2,
G

dxdy    ,  1 2[ , ]
G

u uu p p dxdy
x x y y

 
    

      
 . 

 

Для практичної реалізації систему (3.4, 3.5, 3.6) перетворюємо на систему 

ЗДР в матрично-векторній формі: 
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     A C t B C t D t    ,    (3.7) 

  00C C , 
 

де A  – двовимірна матриця, яка відповідає чотиривимірному масиву 

pqij , B  – двовимірна матриця, яка відповідає чотиривимірному масиву pqij , 

 C t  – вектор, який відповідає двовимірній матриці  kC t ,  D t  – вектор 

правих частин, який відповідає матриці pq . 

 

, pqijA   , , pqijB   ,    i jC t C t ,    pqD t t  , 

, 1, 1p i M  , , 1, 1q j N  . 
 

В роботі [30] доведено, що матриця, яка стоїть біля C


 в СЛАР, має 

блочно-трьохдіагональну структуру, блоки якої теж є блочно-

трьохдіагональними.  

В нашому випадку при записі системи ЗДР у вигляді (3.7) побудова 

елементів матриць A  і B  проводиться за майже однаковими алгоритмами. 

Різниця між ними полягає лише в одному: елементи матриці A  знаходяться у 

вигляді 
 

   , , ,i j i j
D

A u x y v x y dxdy  , 

 

а відповідні елементи матриці B   
 

,
j ji i

i j
D

v vu uB dxdy
x x y y

   
        
 , 

 

де iu , jv  – функції, біля яких стоять коефіцієнти  iC t ,  jC t  відповідно. 

Аналіз матриць A  і B  показує, що ці матриці при вибраному способі 

нумерації вузлів є блочно-трьохдіагональними, як зображено на рис. 3.10 (якщо 

побудована сітка, як на рис. 3.3). В свою чергу кожний з блоків А1, В1, С1, А2, 
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В2, С2 має таку ж блочно-трьохдіагональну структуру, зображену відповідно 

на рис. 3.11 (а, б).  
 

А= 

В1 С1   

А1 В1 С1  

 А1 В1 С1 

  А1 В1 
 

 

В= 

В2 С2   

А2 В2 С2  

 А2 В2 С2 

  А2 В2 
 

а)      б)  

Рисунок 3.10 – Блочно-трьохдіагональна структура матриць A  і B  

в інтерлінаційному МСЕ: а) структура матриці А; б) структура матриці В 

 

В3 С3   

А3 В3 С3  

 А3 В3 С3 

  А3 В3 
 

 В4 С4   

А4 В4 С4  

 А4 В4 С4 

  А4 В4 
 

а)     б)  

Рисунок 3.11 – Блочно-трьохдіагональна структура блоків матриць А і В: 

а) структура блоків А1, В1, С1; б) структура блоків А2, В2, С2 
 

Така структура матриць дозволяє спростити алгоритм знаходження 

невідомих векторів  C t


, оскільки класичні методи розв’язання задачі Коші для 

систем ЗДР, як правило, зводять їх до систем вигляду: 
 

   1 1dC t
A B C t A D

dt
        

 

і для знаходження 1A B   можна врахувати розміщення нульових і ненульових 

елементів матриць A  і B  [26]. Таким чином, знаючи чисельні значення 

елементів матриць A  і B  та місця розташування ненульових елементів в цих 

матрицях, можна більш ефективно розв’язати задачу Коші для відповідної 

системи ЗДР, використовуючи відомі методи (наприклад, метод Рунге-Кутта). 
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3.2 Загальний метод побудови точного розв’язку початково-крайової 

задачі для рівняння нестаціонарної теплопровідності в області складної форми  

 

3.2.1 Метод побудови точних розв’язків крайової задачі для 

диференціального рівняння еліптичного типу в областях складної форми 

 
У працях [13, 14] О. М. Литвиним, Л. І. Гулік запропоновано загальний 

метод побудови функцій двох змінних із заданими слідами на системі взаємно 

перпендикулярних прямих, які задовольняють задані умови на границях 

областей складної форми, обмежених дугами відомих кривих. Метод істотно 

використовує оператори сплайн-інтерлінації функцій двох змінних.  

У праці [54] О. М. Литвиним, Л. С. Лобановою пропонується загальний 

метод побудови точних розв’язків крайових задач для диференціальних рівнянь 

з частинними похідними другого порядку в областях складної форми. 

Необхідність вирішення такої задачі виникає при розробці нових чисельних 

методів розв’язання крайових задач для областей складної форми, коли 

тестування запропонованого методу бажано проводити не тільки на реальних 

задачах, для яких точний розв’язок невідомий, але також і на тестових задачах, 

для яких відомий точний розв’язок і можливе проведення аналізу похибки 

наближення. Метод сплайн-інтерлінації функції двох змінних у [54] 

застосовується для побудови і дослідження точних розв’язків неоднорідних 

граничних задач для диференціального рівняння еліптичного типу 
 

 ,Lu f x y ,  ,x y D , 

     , , ,u uLu a x y b x y c x y u
x x y y

                 
,  (3.8) 

   0, ,u x y u x y ,  ,x y D .    (3.9) 
 

Теорема [54]. Нехай права частина    , ,f x y LU x y , де точний 

розв’язок           , , , , ,, , , , ,k p q k p qU x y U x y x x u     диференціального 
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рівняння (3.8) визначається відповідною формулою інтерлінації в кожному з 

елементів (прямокутних, прямокутних з однією криволінійною, взагалі кажучи, 

стороною, яка належить границі області інтегрування; трикутних, трикутних з 

однією криволінійною, взагалі кажучи, гіпотенузою, яка належить границі 

області інтегрування) розбиття області інтегрування D  прямими kx x , y y   

 0, , 0,k m n  . Тоді існують такі функції  ,k p x ,  ,q y  , 0, , 0,k m n  , 

0 ,p q r   та сталі , , ,k p qu    0, , 0, , , 0,k m n p q r   , при яких 

   ,, r rU x y C D , 1r  , і є точним розв’язком крайової задачі із вказаною 

правою частиною та граничними умовами Діріхле або Неймана, або мішаними 

граничними умовами. Залежно від типу граничних умов і від значення r  

функції  ,k p x ,  ,q y  , 0 ,p q r  , що відповідають границі області 

інтегрування, вибираються рівними заданим граничним функціям. 

В описі методу припускається, що область D  є прямокутним 

багатокутником і може бути поділена на прямокутні елементи 

  , 1 1, : ;i j i i j jx y x x x y y y        прямими ix x , 0,i m ; jy y , 0,j n . 

Розв’язок  ,u x y  задачі (3.8) – (3.9) в кожному прямокутнику ,i j D   

шукається у вигляді 
 

           
11 1 1

, , , , ,
0 0

, ,
ji

i j k p k p q q
k i p j q

u x y u x y x h y y H x 


   

      


 

   
11 1 1

, , , , ,
0 0

ji

k p q q k p
k i p j q

u H x h y


   

  


,   ,, i jx y D  ,  (3.10) 

 

     2
, ,,q k pH x h y C R  – кубічні сплайни з властивостями    , , ,

qq
q q qqH x      , 

 , , 1i i   ,  , 0,1q qq ,    , , ,
pp

k p kk k kk p pph y   ,   , , 1k kk j j  ,  , 0,1p pp  

( ,k   – символ Кронекера). 
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Формула (3.10) дозволяє будувати функцію двох змінних  ,u x y , яка 

зберігає потрібний клас диференційовності, задовольняє граничні умови на 

границі області D  і є розв’язком рівняння (3.8), якщо    , ,f x y Lu x y . 

Важливою є наступна теорема, доведена у праці [54]. 

Теорема [54]. Якщо шукати наближений розв’язок задачі (3.8)–(3.9) 

методом скінченних елементів, отримаємо точний розв’язок при умові, що в 

кожному елементі розбиття розв’язок шукаємо у вигляді (3.10) з невідомими 

, , ,k p qu  . 

 

3.2.2 Метод побудови точного розв’язку нестаціонарної задачі 

теплопровідності в областях складної форми 

 

В даному підрозділі, на основі тверджень роботи [54], пропонується 

загальний метод побудови тестових точних розв’язків початково-крайових 

задач для рівняння нестаціонарної теплопровідності в областях складної форми. 

Викладемо узагальнення методу, розглянутого в підрозділі 3.2.1, на випадок 

функції  , ,u x y t , де x , y  – просторові змінні, t  – час. 

Використаємо метод сплайн-інтерлінації функції двох змінних для 

побудови і дослідження точних розв’язків неоднорідних крайових задач для 

диференціального рівняння параболічного типу: 
 

   , , , , , 0Lu f x y t x y G t   ,    (3.11) 

     1 2, , ,u u uLu p x y p x y q x y u
t x x y y

                   
, 

     0, ,0 , , ,u x y u x y x y G  ,     (3.12) 

     1, , , , , , , 0u x y t u x y t x y G t   ,    (3.13) 

      1 0, ,0 , , ,u x y u x y x y G  .     (3.14) 
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Відомо, що у випадку неоднорідних граничних умов (3.13) можна 

перейти до однорідних граничних умов шляхом заміни 

     0, , , , , ,u x y t w x y t x y t  , де  
 

     0 1, , , , , , , 0x y t u x y t x y G t    ,   (3.15) 
 

що забезпечує для  , ,w x y t  однорідну граничну умову, а функція  , ,w x y t  є 

розв’язком наступної задачі: 
 

     0, , , , , , , 0Lw f x y t L x y t x y G t    , 

   , , 0, , , 0w x y t x y G t   , 

       0 0, ,0 , , ,0 , ,w x y u x y x y x y G   . 
 

Але для цього потрібне вміння будувати функції  0 , ,x y t , які 

задовольняють умову (3.15) і належать до потрібного класу диференційовності. 

Викладемо метод побудови функцій  , ,u x y t , які задовольняють неоднорідні 

граничні умови і належать до потрібного класу диференційовності. 

Припустимо, що область G  є прямокутним багатокутником і може бути 

розбита на прямокутні елементи   , 1 1, : ;i j i i j jx y x x x y y y        

прямими , 1,ix x i m  . , 1,jy y j n  . Невідому функцію  , ,u x y t  в кожному 

прямокутнику ,p q G   будемо шукати у вигляді: 

 

   , , , , , ,u x y t u x y t p q   

1 11 1

, , , ,
0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )
p q

k s k s r r
k p s q r

x t sp y y t sp x 
 

   

     


 

 
1 11 1

, , , , ,
0 0

( ) ( )
p q

k s r k s r
k p s q r

f t sp x sp y
 

   

  


,   (3.16) 

  ,, p qx y G  , 
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де    2
,rsp x C R ,    2

,k ssp y C R  – кубічні сплайни з властивостями: 

       , , , , , , 1 , , 0,1rr
r r rrsp x p p r rr          , 

       , , , , , , 1 , , 0,1ss
k s kk k kk s sssp y k kk q q s ss     . 

 

У випадку      , , , , ,( , ) ( , )r s
k s r k k s rx t y t f t     , , 1k p p  , , 1q q  , 

 , 0,1s r , функція     ,, , r ru x y t C G , 1r   і має властивості 
 

 , , , , 1, 0,1
rr

rrrr
x x

u y t p p rr
x





   




  , 

 , , , , 1, 0,1
kk

ss

kk ssss
y y

u x t kk q q ss
y





   


 

 

незалежно від вибору функцій  , ,rr x t  і  , ,kk ss y t  в інших точках інтервалу 

їх визначення. 

Якщо ж невідому функцію  , ,u x y t  шукати у вигляді  
 

   , , , , , ,u x y t u x y t p q   

1 12 2

, , , ,
0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )
p q

k s k s r r
k p s q r

x t sp y y t sp x 
 

   

     


 

 
1 12 2

, , , , ,
0 0

( ) ( )
p q

k s r k s r
k p s q r

f t sp x sp y
 

   

  


,   (3.17) 

  ,, p qx y G  , 
 

де    2
,rsp x C R ,    2

,k ssp y C R  – кубічні сплайни з властивостями 
 

       , , , , , , 1 , , 0,1,2rr
r r rrsp x p p r rr          ,

       , , , , , , 1 , , 0,1,2ss
k s kk k kk s sssp y k kk q q s ss     , 

 

і виконуються умови  
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     , , , , ,( , ) ( , )r s
k s r k k s rx t y t f t     , , 1k p p  , , 1q q  ,  , 0,1,2s r , 

 

то функція     2,2, ,u x y t C G  і має властивості 
 

 , , , , 1, 0,2
rr

rrrr
x x

u y t p p rr
x





   




  , 

 , , , , 1, 0,2
kk

ss

kk ssss
y y

u x t kk q q ss
y





   


 

 

незалежно від вибору функцій  , ,rr x t  і  , ,kk ss y t  в інших точках інтервалу 

їх визначення. 

Таким чином, формули (3.16) і (3.17) дозволяють будувати функцію трьох 

змінних  , ,u x y t , яка зберігає потрібний клас диференційовності і задовольняє 

граничним умовам на границі області G:      1, , , , , ,u x y t u x y t x y G  . 

Тому функція   
 

       0, , , , , , ,0w x y t u x y u x y t u x y      (3.18) 
 

має наступні властивості:  

     1, , , , , , ,w x y t u x y t x y G   

     0, ,0 , , ,w x y u x y x y G  . 
 

Теорема 3.1. Функція        0, , , , , , ,0U U x y t u x y u x y t u x y    , де 

функція  , ,u x y t  будується за описаним вище методом у вигляді (3.16), має 

властивості    1,1, , 0U x y t C G t    і є розв’язком початково-крайової задачі 
 

   , , , , , ( , ) , 0LU x y t Lw x y t x y G t   , 

   1, , ( , , ), ,U x y t u x y t x y G  , 

   0, ,0 ( , ), ,U x y u x y x y G  . 
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Доведення. Згідно з методом побудови функції  , ,u x y t  за допомогою 

сплайн-інтерлінації, викладеним вище,    , , , ,U x y t w x y t . Тому, вважаючи у 

формулі (3.18) для  , ,w x y t  відомими функціями  0 ,u x y ,  , ,u x y t  і  , ,0u x y , 

можемо написати праву частину  , ,Lw x y t . 

Дійсно, для функції  , ,U x y t  при такій функції  , ,w x y t  диференціальне 

рівняння    , , , ,LU x y t Lw x y t  тотожньо задовольняється для всіх x , y , t , 

для яких ( , ) , 0x y G t  . 

Той факт, що функція  , ,U x y t  буде точно задовольняти умову 

   1, , ( , , ), ,U x y t u x y t x y G  , витікає з того, що 
 

        0, , , , , , ,0
G G

U x y t u x y u x y t u x y
 

     

     0 , , , , ,0
G G G

u x y u x y t u x y
  

     

       0 1 0 1, , , , , ,u x y u x y t u x y u x y t    . 
 

Задовільнення початковим умовам витікає з того, що  
 

        00 0
, , , , , , ,0

t t
U x y t u x y u x y t u x y

 
     

     0 0 0 0
, , , , ,0

t t t
u x y u x y t u x y

  
     

       0 0, , ,0 , ,0 ,u x y u x y u x y u x y    . 
 

Теорему 3.1 доведено. 

Таким чином, уміння будувати функцію ( , , )u x y t  за допомогою сплайн-

інтерлінації у вигляді функції, яка точно задовольняє заданим граничним 

умовам, дає можливість точно задовольняти і початковій, і граничній умовам та 

диференціальному рівнянню (3.11), в якому ( , , ) ( , , )f x y t Lw x y t . 

Зауваження 3.1. При побудові функції ( , , )u x y t за формулою (3.16) 

виникає питання вибору функцій  , ,k s x t  та , ( , )r y t   і , , , ( )k s rf t , які повинні 
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бути пов’язані між собою написаними вище умовами узгодженості у вузлових 

точках ( , )kx y  незалежно від вибору їх в інших точках і від вибору , , , ( )k s rf t . 

Тобто, вибираючи за тим або іншим алгоритмом функції , , , ( )k s rf t  та 

замінюючи функції  , ,k s x t  та , ( , )r y t   відповідними інтерполяційними 

операторами, отримаємо один з можливих алгоритмів побудови функції 

( , , )u x y t , яка буде належати потрібному класу диференційовності та буде 

задовольняти заданим умовам (3.13) на границі області G . 

 

3.2.3 Приклад побудови точного розв’язку нестаціонарної задачі 

теплопровідності 

 
Проілюструємо описаний у підрозділі 3.2.2 метод прикладом. Нехай 

область G є прямокутником    0, 0,G a b   і точний розв’язок початково-

крайової задачі має вигляд  
 

  2 2 2 3, , t tu x y t x e y e   . 
 

В цьому випадку початкова та гранична умови відповідно мають вигляд: 
 

  2 2
0, ,0 ( , )u x y u x y x y   , 

   

2 3

2 2

1 2 2 2 3

2 2 2 3

, 0, 0 ,

, 0, 0 ,
, , , ,

, , 0 ,

, , 0 .

t

t

G t t

t t

y e x y b

x e y x a
u x y t u x y t

a e y e x a y b

x e b e y b x a





  

 

   


  
  

   
    

 

 

Шукаємо розв’язок задачі у вигляді:  
 

1 1

,0 ,0 ,1 ,1
0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )k k k k
k k

u x y t y t H x y t H x 
 

     

1 1 1

,1 ,1 ,0 ,0
0 0 0

( , ) ( ) ( , , ) ( ) ( )k k
k

x t h y u x y t H x h y
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1 1 1 1
(0,1) (1,1)

,0 ,1 ,1 ,1
0 0 0 0

( , , ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( )k k k k
k k

u x y t H x h y u x y t H x h y
   

     
 

, 

 

де функції        , ,, , 0,1 , , , 0,1k p sy t k p x t s     задовольняють умови: 

 

(1,0) (1,0)
0,1 0 0 0 0,1 1 0 1( , ) ( , , ), ( , ) ( , , ),y t u x y t y t u x y t    

0,1 0 0,1 1(1,1) (1,1)
0 0 0 1

( , ) ( , )
( , , ), ( , , ),

y t y t
u x y t u x y t

y y
  

 
 

 

(1,0) (1,0)
1,1 0 1 0 1,1 1 1 1( , ) ( , , ), ( , ) ( , , ),y t u x y t y t u x y t    

1,1 0 1,1 1(1,1) (1,1)
1 0 1 1

( , ) ( , )
( , , ), ( , , ),

y t y t
u x y t u x y t

y y
  

 
 

 

(0,1) (0,1)
0,1 0 0 0 0,1 1 1 0( , ) ( , , ), ( , ) ( , , ),x t u x y t x t u x y t    

0,1 0 0,1 1(1,1) (1,1)
0 0 1 0

( , ) ( , )
( , , ), ( , , ),

x t x t
u x y t u x y t

y y
  

 
 

 

(0,1) (0,1)
1,1 0 0 1 1,1 1 1 1( , ) ( , , ), ( , ) ( , , ),x t u x y t x t u x y t    

1,1 0 1,1 1(1,1) (1,1)
0 1 1 1

( , ) ( , )
( , , ), ( , , ),

x t x t
u x y t u x y t

y y
  

 
 

 

 

і визначаються рівностями: 
 

1 1
(1, )

0,1 , 0
0 0

( , ) ( ) ( , , )n
q n q

q n
y t h y u x y t

 

 ,   
1 1

(1, )
1,1 , 1

0 0
( , ) ( ) ( , , )n

q n q
q n

y t h y u x y t
 

 , 

1 1
( ,1)

0,1 , 0
0 0

( , ) ( ) ( , , )m
p m p

p m
x t H x u x y t

 

 ,   
1 1

( ,1)
1,1 , 1

0 0
( , ) ( ) ( , , )m

p m p
p m

x t H x u x y t
 

 . 

 

Функції        , ,, 0,1 , , 0,1p m q nH x p m h y q n   вибираються у вигляді 

кубічних ермітових сплайнів. 

На рис. 3.12 наведено графіки розподілу температури в області G  в 

моменти часу 0,02t   і 1,0t  . 
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ZZ
  

ZT
 

а)     б) 

Рисунок 3.12 – Розподіл температури в області    0,1 0,1G    

в моменти часу: а) t=0,02, б) t=1,0 
 

Таким чином, запропоновано загальний метод побудови тестових 

прикладів для точного розв’язання початково-крайової задачі (3.11) – (3.14) у 

випадку областей, які складаються з об’єднання прямокутних підобластей. При 

цьому точний розв’язок може належати потрібному класу диференційованості і 

задовольняти початковим і граничним умовам (3.12) – (3.13) за умови 

узгодженості (3.14). 

 

3.3 Покроковий алгоритм побудови наближеного розв’язку 

інтерлінаційним МСЕ 

 

Для обмеженої області 2G R  розв’язуємо нестаціонарну задачу 

теплопровідності (2.18) – (2.20): 
 

       1 2, , , , ,u u uLu p x y p x y q x y u f x y t
t x x y y

                    
, 

 , , 0x y G t   

         0, ,0 , , , , , , ,u x y u x y x y G G a b c d      , 

   , , , ,
G G

u x y t x y t
 
 . 
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Вважаємо:      1
1 2, , ,p x y p x y C G ,    ,q x y C G ,    , ,f x y t C G R  , 

 0,R    і розв’язок задачі задовольняє умови: 1)  , ,u x y t  має неперервні 

похідні до 2-го порядку за змінними x  та y       , ,0 , ,p qu x y t C G R  , 0t  , 

0 , 2p q  ; 2)  u C G R
t


 


.  

Крім того, вважаємо, що    0, ,0 ,
G G

x y u x y
 
 . 

Замінимо задачу (2.18) – (2.20) відповідною задачею з однорідними 

початковою і граничною умовами. Для цього введемо замість функції  , ,u x y t  

функцію  , ,v x y t  наступним чином: 
 

         0, , , , , , , , ,0u x y t v x y t x y t u x y x y     . 
 

Функція  , ,v x y t  повинна задовольняти диференціальному рівнянню і 

однорідним початковій і граничній умовам: 
 

          0, , , , , , , , ,0Lv x y t f x y t L x y t L u x y x y     , 

 , ,0 0v x y  ,  , , 0
G

v x y t

 , 

          , ,12,2,1, , : , , ,0 , 2p qu x y t C G R v v x y t C G R p q        . 

 

Тоді функція  , ,u x y t  є точним розв’язком відповідної початково-

крайової задачі. Далі вважаємо початкову та граничну умови однорідними.  

Викладемо по кроках алгоритм знаходження наближеного розв’язку. 

Крок 1. Розіб’ємо область G  на елементи прямими , 0,kx x k M   та 

, 0,ly y l N  . В результаті область G  розіб’ється на елементи наступних 

типів: 

– прямокутні елементи     0
1 1, : ,i j i i j jx y x x x y y y       , 0, 1i M  , 

0, 1j N  ; 



 

 

91 

– прямокутні елементи   , 1,...,4r
i j r   з однією криволінійною стороною, 

яка належить границі G . Елементи  2
i j ,  3

i j ,  4
i j  мають вигляд, аналогічний 

        1
1 1 1, : , ,i j i i j j j jx y x x x y y y x y x y         ; 

– трикутні елементи   , 1,...,4r
i jT r   з однією криволінійною стороною, яка 

належить границі G . Елементи  2
i jT ,  3

i jT ,  4
i jT  мають вигляд, аналогічний 

            1
1 1 1 1 1 1 1, : , , 0, ,i j i i j j j j i j j i jT x y x x x y y x x x y x y         

        . 

Крок 2. Будуємо в кожному із вказаних елементів оператор інтерлінації 

 , ,OF x y t  функції  , ,F x y t  на  0
i j  або  r

i j  або  r
i jT  у вигляді: 

 

 
   
     
     

0, , , , ,

, , , , , , , 1,2,3,4

, , , , , 1,2,3,4 .

i ji j

r r
i j i j

r r
i j i j

U F x y t x y

OF x y t V F x y t x y r

W F x y t x y T r

 
  


 

   (3.19) 

     
1

, 1 ,
0 1

, , ,
i

si
i j i s i i s

i s i i

x xU F x y t h x x y t
x x



 





 
  

 
    
  

   
1

, 1 ,
0 1

,
j pj

j p j j p
j p j j

y y
h y y x t

y y



 





 
  

 
     
    (3.20) 

     
11

, 1 , 1 , , ,
0 0 1 1

ji ps ji
i s i i j p j j s p

i s j p i i j j

y yx xh x x h y y D t
x x y y

 

   
 



   
     

  
          
 ,  

 

де  1,...,5 , допоміжні функції    , , , 0,1r sh u r s  мають такі 

властивості:      , , , , , , , 0,...,p
r s r q s ph q r s p q    , ,s p – символ Кронекера.  

Тоді 
 

 , , , 0, , , 1
k

i j
k

x x

U F
y t k i i

x



   



   


, 

 , , , 0, , , 1i j

y y

U F
x t j j

y



   



   




  . 
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Вважаємо:  ,,
, , ,

j i

sp
j pi s

i s j pp s
y y x x

D t
y x



 


 

 
, ,i jx y G , 0 ,s p   ,  1,2 . 

 

     
1 1

1
, 1 ,

0 1

, , ,
i

si
i j i s i i s

i s i i

x xV F x y t h x x y t
x x 






 
  

 
    
  

      
1 1

, 1 ,
0 1

,
j pj

j p j j p
j p j j

y y
h y x y x t

y x y 





 
  

 
     
   (3.21) 

         
11 1 1

, 1 , 1 , , ,
0 0 1 1

ji ps ji
i s i i j p j j i s j p

i s j p i i j j

y yx xh x x h y x y D t
x x y x y 

 



   
     

  
          
 . 

 

Для виконання умови   1
1, , 0i j jV F x y x t   потрібно, щоб  1,0 , 0j x t   . 

Нехай 1sh , 2sh ,     , 0 , 2p
i s j ij sph x s p     – базисні поліноми 3-го степеня  

поліноміальної двоточкової ермітової інтерполяції функції  , ,F x y t . За 

допомогою операторів, аналогічних         
2 1

1 0

, , , ,s
k ks

k s

EF x y t F x y t h x
 

 , 

будуємо оператори ермітової інтерлінації функції  , ,F x y t  трьох змінних: 
 

       
  1

1,01
1,

0 1

, , , ,
!

p
i ip i

i j i p
p i i

x y xx xE F x y t F x y t h
x y x p



 

  
  

 
  

      
  1

1,0
1 2,

0 1

, ,
!

p
i ip i

i p
p i i

x y xx xF x y y t h
x y x p




 

  
  

 
 , 

       
  1

10,2
1,

0 1

, , , ,
!

s

j js j
i j j s

s j j

y x yy y
E F x y t F x y t h

y x y s


 

 
    
  

      
  1

10,
1 2,

0 1

, ,
!

s

j js j
j s

s j j

y x yy y
F x y x t h

y x y s



 

 
    
 . 
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Тоді оператор інтерлінації функції  , ,F x y t  разом з її частинними 

похідними до порядку   по змінних x  та y  на всіх сторонах трикутника  1
i jT  

можна записати у вигляді: 
 

       1 1 2 1 2, , , ,i j i j i j i j i jW F x y t E E E E F x y t    ,    1, i jx y T . 

 

Оператор    1 , ,i jW F x y t  має наступні властивості: 

 

     1 , , , ,

ii

i j

x xx x

W F x y t F x y t
x x

 

 


 


 
,  

   

 

 
 11

1 , , , ,

ii

i j

x x yx x y

W F x y t F x y t
x x

 

 




 


 
 

     1 , , , ,

jj

i j

y yy y

W F x y t F x y t
y y

 

 


 


 
,  

   

 

 
 11

1 , , , ,

jj

i j

y y xy y x

W F x y t F x y t
y y

 

 




 


 
 

 

( 0,1  , 0,1  ) всюди , за виключенням кутових точок. 

Аналогічні твердження можна написати також для    , , , 2,4r
i jW F x y t r  . 

Крок 3. Для побудови наближеного розв’язку запропонованим ІМСЕ 

замінюємо невідомі функції  , ,s x t  та  , ,p y t  сплайнами 1-го степеня: 

 

         
2

, , 1 1
0

, , , , ,
M

s i s i i i i i
i

x t A t h x h x h x x x x   


  . 

 

Для випадку рівномірного розбиття k
b ax a k

n


   , d cy c
n


    , 

, 0,k n ,    kh x h nx k  ,    h y h ny   , де    12 1 2 1h         , 

наближений розв’язок представляється у вигляді: 
 

       
21 1

2
,

1 1
, ,

n n

k n j
k j

u x y t u t h nx k h n y j
 


 

      

         
21 1 1 1

2
, ,

1 1 1 1

,
n n n n

i n k n n
i k

u t h n x i h ny u h nx k h ny
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де  i ju t ,  ,i j J – шукані,  

 

      2 2 2 2, , , , , : , , , , ,i j i k jJ i j i k j G G G
n n n n n n

                 
      

 . 

 

Для знаходження  i ju t  розв’язується наступна система ЗДР: 

 

      , , ,, [ , ] ,kn j kn j kn j
u t u t f t
t
    

     
     (3.22) 

  21, 1; ; , 1, 1, ,j n j n k n k j J         , 

      , , ,, [ , ] ,i n i n i n
j

u t u t f t
t

    

 
    

        (3.23) 

  21, 1; ; , 1, 1, ,i n i kn k n i J         , 

      , , ,, [ , ] ,kn n kn n kn n
u t u t f t
t
       

        (3.24) 

  , 1, 1; ,k n k J     

 

при таких початкових умовах (при  2, 1, 1; , 1, 1k n i j n     ): 

 

 , 0 20 , 0kn j
k ju u
n n

   
 

,   , 0 20 , 0i n
iu u
n n

   
 


 ,   , 00 , 0kn n

ku u
n n

   
 


 . 

 

Тут  1 2 1 2,
G

dxdy    ,  1 2[ , ]
G

u uu p p dxdy
x x y y

 
    

      
 . 

Крок 4. Для тестування запропонованого ІМСЕ використаємо загальний 

метод побудови точних розв’язків тестових задач. Він полягає у представленні 

допоміжних функцій      1 2, , 2,3,4,5r
kh x h y C R r   сплайнами r -го степеня 

(  3,4,5r ) і знаходженні невідомих функцій  i ju t  шляхом розв’язання 
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сформульованої вище задачі Коші з однорідними початковими умовами для 

системи звичайних диференціальних рівнянь (3.22) – (3.24). 

Відмітимо, що тестові точні розв’язки  , ,O x y t  можна будувати у 

вигляді оператора інтерлінації (3.19) – (3.21), довільним чином вибираючи 

сліди  s y ,  p x  та  , , ,s pD t   так, щоб точно були задовільнені початкова 

і гранична умови, або за допомогою R -функцій [89], які дозволяють точно 

задовольнити граничній умові, зберігаючи при цьому потрібний клас 

диференційовності. Застосовуємо до цієї функції  , ,u O x y t  диференціальний 

оператор  
 

           1 2, , , , , , , , ,u u uLu x y t p x y p x y q x y u x y t g x y t
t x x y y

                    
. 

 

В результаті отримаємо, що функція  , ,u O x y t  задовольняє рівняння 
 

   , , , ,Lu x y t g x y t      (3.25) 
 

з відомою правою частиною  , ,g x y t . Якщо u  – побудована вказаним вище 

методом функція, то вона є точним розв’язком відповідної початково-крайової 

задачі. 

Якщо розв’язувати задачу (3.25) при відповідних початковій і граничній 

умовах іншим методом (наприклад, класичним МСЕ або методом сіток), то 

зможемо апостеріорно оцінити похибку наближення, порівнюючи наближений 

розв’язок з точним. 

 

3.4 Деякі аспекти розв’язання задач нестаціонарної теплопровідності 

запропонованим ІМСЕ за допомогою суперкомп’ютера 

 

Запропонований ІМСЕ розв’язання нестаціонарної задачі 

теплопровідності з двома просторовими змінними зводить цю задачу до 
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розв’язання задачі Коші для систем ЗДР. В цьому методі вузли, в яких 

знаходяться невідомі параметри наближеного розв’язку, залежні від змінної t , 

розміщені в точках сітки, побудованої з використанням двох сіток: одна сітка з 

кроком 1/ n , а друга – з кроком 21 / n . При цьому при чисельній реалізації цього 

методу виникають питання з організації обчислень, оскільки матриці 

відповідної системи ЗДР є рідко заповненими, що, природно, бажано 

враховувати. 

Розглянемо наступну задачу 
 

( , , ), ( , ) , 0,u u f x y t x y t
t


    


 

( , ,0) ( , ), ( , ) ,u x y x y x y   

( , , ) ( , , )u x y t x y t

 , 

 

де ( , ,0) ( , )x y x y 
 
 ;  ( , ) : 0 1, 0 1x y x y      ;   – межа 

області   (задача сформульована в безрозмірних змінних: 
2

2
0

, , ,x y u a tx y u t
u

   
  

  
, 2a – коефіцієнт температуропровідності,   – 

лінійний розмір пластини, 0u  має розмірність температури, x , y , u , t  – 

вихідні змінні). 

Методом скінченних елементів задача зводиться до задачі Коші для 

системи лінійних ЗДР першого порядку:    dCA B C t F t
dt

    ,   00C C , де   

A  і B  – матриці,   F t  – вектор, C  – вектор шуканих значень температури у 

вузлових точках. 

При розв’язанні такої задачі для більшості чисельних методів кількість 

арифметичних операцій на одному кроці інтегрування в основному 

визначається кількістю операцій, необхідною для обчислення правих частин 

системи рівнянь [80]. Тому в першу чергу в більшості чисельних методів 

розпаралелюється обчислення правих частин. На основі цього 
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розпаралелювання автоматично розпаралелюється і обчислення матриці Якобі. 

Проте, якщо кількість арифметичних операцій, яка необхідна для обчислення 

вектору правих частин, незначна, то обчислення розв’язку задачі Коші для 

системи ЗДР доцільно проводити на одному або двох процесах. 

Кількість компонент вектор-функції, яка повинна обчислюватися при 

паралельних обчислюваннях в одному процесі, визначається так: обчислюється 

число n g
p

 
 

 
, де  a  − ціла частина числа a , n  – порядок системи рівнянь, p  

– кількість процесів, які виконуються на MIMD-комп’ютері; потім 

обчислюється величина  1s p g n   , тоді в останніх s  процесах праві 

частини будуть обчислюватися блоками по q g  рівнянь, а в перших p s  

процесах − блоками по  1q g   рівнянь. Це дозволяє автоматично 

розподіляти обчислювання компонент вектор-функції системи ЗДР на p  

процесів. 

Шаблоном для написання програми обчислювання компонент вектор-

функції правих частин системи ЗДР на мові Си може бути наступний: 

Void diffun (int n, int l, int m, double t, double *y, double *f) 

{ . . . . . 

for (i=1; i<m; i++) { 

… 

}}. 

Кожний процес обчислює від  -ї до  1m  -ї компоненти вектор-функції. 

При цьому  , 1 1l kq m k q    , де k – логічний номер процесу, 0, 1k p  ; 

t  − незалежна змінна; y  − залежна змінна (розв’язок); f – значення тих 

компонент вектор-функції в точці t , які обчислювалися в k -му процесі. 

Для всіх відомих чисельних методів інтегрування  системи ЗДР повинна 

бути задана наступна вхідна інформація в такому порядку: порядок системи 

звичайних диференціальних рівнянь; кількість точок виводу; початкова та 

кінцева точки інтервалу інтегрування; потрібна точність розв’язку; похибка 
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завдання початкових умов  та обчислення правих частин; початкові значення 

вектору розв’язку; масив, який містить координати точок виводу розв’язку. 

Наведеним методом розв’язана наступна задача: 
 

 
2 2

2 2 , ,u u u f x y t
t x y

   
      

 ,x y  , 0t  ,    0,1 0,1   , 

     , ,0 1 1u x y x x y y   ,  , , 0u x y t

 , 

         , , 2 1 2 1 1 1tf x y t e x x y y x x y y         , 

 

точний розв’язок          2 2, , 0,5 0,5 1 1 0,25tu x y t e x y x x y y           . 

 

Проведено порівняння наближених розв’язків, отриманих 

інтерлінаційним методом скінченних елементів та класичним методом 

скінченних елементів. Для оцінки точності наближеного розв’язку проводилося 

порівняння з точним розв’язком. Порівняння продемонструвало наступне: 

ІМСЕ для досягнення точності  2O   вимагає розв’язання на порядок меншого 

числа диференціальних рівнянь порівняно з класичним МСЕ. 

 

Висновки до розділу 3 

 

У розділі досліджено деякі аспекти чисельної реалізації ІМСЕ 

розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності. 

1. Досліджено вплив способу нумерації вузлів в ІМСЕ на вигляд матриць 

в системі ЗДР, що виникає при наближеному розв’язанні нестаціонарної задачі 

теплопровідності. 

2. Вперше при чисельній реалізації розв’язання нестаціонарних задач 

теплопровідності запропоновано використовувати спеціальну нумерацію вузлів 

елементів, яка дозволяє в системі звичайних диференціальних рівнянь 

   A C t B C t D    , що виникає при застосуванні ІМСЕ, зберегти блочно-
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трьохдіагональну структуру матриць А і В. Це спрощує обчислювальну 

реалізацію, оскільки робота буде виконуватись з відомими типами матриць, для 

яких існують ефективні обчислювальні схеми. Використання системи нумерації 

вузлів у запропонованому ІМСЕ, тісно пов’язаною зі структурою наближеного 

розв’язку, дозволяє зменшити час розвязання задачі Коші для системи ЗДР. 

3. Вперше для тестування наближуючих та обчислювальних властивостей 

ІМСЕ розроблено метод побудови точних розв’язків нестаціонарних задач 

теплопровідності для областей складної форми, що дозволяє провести аналіз 

похибки наближення шляхом порівняння з точним розв'язком. 

4. Викладено покроковий алгоритм знаходження наближеного розв’язку 

нестаціонарної задачі теплопровідності з використанням ІМСЕ. 

Основні результати розділу 3 опубліковано у роботах [55, 58, 60, 82, 101]. 
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РОЗДІЛ 4  

ОПИС РЕЗУЛЬТАТІВ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ 

 

 

В цьому розділі наведено опис та аналіз результатів обчислювального 

експерименту при розв’язанні нестаціонарної задачі теплопровідності за 

допомогою ІМСЕ для різних областей. 

 

4.1 Дослідження нестаціонарного температурного поля в прямокутній  

пластині 

 

Розглянемо наступну задачу. Знайти розподіл температури  , ,u x y t  в 

довільний момент часу  0,t T  всередині однорідної квадратної пластини 

 0 1, 0 1D x y     , якщо її границя підтримується при нульовій 

температурі, початковий розподіл температури визначається функцією  ,x y , 

а інтенсивність внутрішніх джерел тепла – функцією  , ,f x y t . 

Шукана функція  , ,u x y t  є розв’язком наступного рівняння 

теплопровідності 
 

   2 , , , ,u a u x y t f x y t
t


  


  0 1, 0 1, 0x y t       (4.1) 

   , , 0, ,u x y t x y  ,      (4.2) 

   , ,0 ,u x y x y ,       (4.3) 
 

де  0, 0 1; 1, 0 1; 0, 0 1; 1, 0 1x y x y y x y x               – 

границя області D . 

Знайдемо наближений розв’язок задачі інтерлінаційним методом 

скінченних елементів. 
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Розіб’ємо область D  на скінченні елементи прямими лініями 

, 0,kx x k n   та , 0,y y n   . В результаті область D  розіб’ється на 

прямокутні елементи 
 

 1 1, ,i j i i j jx x y y D       , 0, 1i n  , 0, 1j n  . 
 

Наближений розв’язок задачі (4.1) – (4.3) шукаємо у вигляді: 
 

             
2 21 1 1 1

2 2
, ,

1 1 1 1
, ,

n n n n

kn j i n
k j i

u x y t C t h nx k h n y j C t h n x i h ny
   

   

        


   

     
1 1

,
1 1

n n

kn n
k

C t h nx k h ny
 

 
   


 .    (4.4) 

 

Позначимо: в першій сумі    2
,kn jh nx k h n y j    , ,2 ,...j n n , в другій 

сумі    2
,i nh n x i h ny     , ,2 ,...i n n , в третій сумі    h nx k h ny    

,kn n  . Отримаємо: 

 

       
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , ,
1 1, ,2 ,... 1 1, ,2 ,... 1 1

, ,
n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn n
k j j n n i i n n k

u x y t C t C t C t  
     

       

         
 

 

 (4.5) 

Згідно з методом локального потенціалу та теорією варіаційного 

числення, сформульована задача еквівалентна варіаційній задачі для 

функціоналу 
 

     2 2
2 , , , ,

,
D

u x y t u x y t
J u t a

x y

                    
  

     , ,
2 , , , ,

u x y t
f x y t u x y t dxdy

t
 

     
   (4.6) 

 

на класі функцій  , ,u x y t , диференційованих в області D , задовольняючих 

умову (4.3) і таких, що  , 0J u t t    , тобто задачі про знаходження 
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функції, яка належить вказаному класу функцій і на якій функціонал приймає 

мінімальне значення. При мінімізації виразу (4.4) доданок  , ,u x y t
t




 не 

підлягає варіації. 

 

 ,J C t   

        
2 2

2

1 1 1 1 1 1
2

, , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn nx xx
k j i kD

j n n i n n

a C t C t C t  
     

     
 

               

        
 

        
2 2

2

1 1 1 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn ny yy
k j i k

j n n i n n

C t C t C t  
     

     
 

 
           

       
 

 

       
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

2 , ,
n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn n
k j i k

j n n i n n

C t C t C t f x y t  
     

     
 

 
         
 
       

 
 

     
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

min
n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn n Ck j i k
j n n i n n

C t C t C t dxdy  
     

     
 

 
       

       
 

. 

 

Для спрощення запису в подальшому будемо вважати 2 1a  , що 

досягається введенням безрозмірних змінних. 

Застосовуючи необхідні умови екстремуму функції багатьох змінних 
 

 

 

 

2

,

2

,

,

,
0, 1, 1, 1, 1, ,2 ,...,

,
0, 1, 1, 1, 1, ,2 ,...,

,
0, 1, 1, 1, 1,

k n j

i n

k n n

J C t
k n j n j n n

C

J C t
n i n i n n

C

J C t
k n n

C

 

 

 


        

         
      










 

 

отримуємо: 
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2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

k n j k n j i n i n k n n k n n k n j xx x x
k j i kD

j n n i n n

C t C t C t   
     

 
     

 

 
         

        
 

          
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

k n j k n j i n i n k n n k n n k n j yy y y
k j i k

j n n i n n

C t C t C t   
     

 
     

 

 
         

 
       

 

       
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

, , 0
n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn n k n j
k j i k

j n n i n n

C t C t C t f x y t dx dy   
     

 
     

 

 
            

       
 

21, 1; 1, 1, ,2 ,...k n j n j n n        

          
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

k n j k n j i n i n k n n k n n i n xx x x
k j i kD

j n n i n n

C t C t C t   
     

 
     

 

 
         

         
 

          
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

k n j k n j i n i n k n n k n n i n yy y y
k j i k

j n n i n n

C t C t C t   
     

 
     

 

 
         

 
        

 

       
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

, , 0
n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn n i n
k j i k

j n n i n n

C t C t C t f x y t dx dy   
     

 
     

 

 
            

        
 

21, 1; 1, 1, ,2 ,...n i n i n n        

          
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

k n j k n j i n i n k n n k n n k n n xx x x
k j i kD

j n n i n n

C t C t C t   
     

 
     

 

 
         

         
 

          
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n n n

k n j k n j i n i n k n n k n n k n n yy y y
k j i k

j n n i n n

C t C t C t   
     

 
     

 

 
         

 
        

 

       
2 21 1 1 1 1 1

, , , , , , ,
1 1 1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

, , 0
n n n n n n

kn j kn j i n i n kn n kn n k n n
k j i k

j n n i n n

C t C t C t f x y t dx dy   
     

 
     

 

 
            

        
 

1, 1; 1, 1,k n n      
 

або  

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

k n j k n j k n j k n j k n jx yx y
k j D

j n n

C t dxdy   
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21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

i n i n k n j i n k n jx yx y
i D

i n n

C t dxdy   
 

   
 



       
    


 

         
1 1

, , , , ,
1 1

n n

k n n k n n k n j k n n k n jx yx y
k D

C t dxdy   
 

   
 

       
   


 

   
2 21 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n

k n j k n j k n j i n i n k n j
k j iD D

j n n i n n

C t dxdy C t dx dy   
   

   
   

 

        


 

   
1 1

, , , ,
1 1

, ,
n n

k n n k n n k n j k n j
k D D

C t dxdy f x y t dxdy  
 

   
 

    


, 

21, 1; 1, 1, ,2 ,...k n j n j n n        

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

k n j k n j i n k n j i nx yx y
k j D

j n n

C t dxdy   
 

   
 



      
      

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

i n i n i n i n i nx yx y
i D

i n n

C t dxdy   
 

   
 



       
      


 

         
1 1

, , , , ,
1 1

n n

k n n k n n i n k n n i nx yx y
k D

C t dxdy   
 

   
 

       
     


 

   
2 21 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n

k n j k n j i n i n i n i n
k j iD D

j n n i n n

C t dxdy C t dx dy   
   

   
   

 

          


 

   
1 1

, , , ,
1 1

, ,
n n

k n n k n n i n i n
k D D

C t dxdy f x y t dxdy  
 

   
 

      


, 

21, 1; 1, 1, ,2 ,...n i n i n n        

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

k n j k n j k n n k n j k n nx yx y
k j D

j n n

C t dxdy   
 

   
 



      
      

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

i n i n k n n i n k n nx yx y
i D

i n n

C t dxdy   
 

   
 



       
      


 

         
1 1

, , , , ,
1 1

n n

k n n k n n k n n k n n k n nx yx y
k D

C t dxdy   
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2 21 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n

k n j k n j k n n i n i n k n n
k j iD D

j n n i n n

C t dxdy C t dxdy   
   

   
   

 

          


 

   
1 1

, , , ,
1 1

, ,
n n

k n n k n n k n n k n n
k D D

C t dxdy f x y t dxdy  
 

   
 

      


, 

1, 1; 1, 1k n n     . 

Таким чином, одержуємо неоднорідну систему лінійних диференціальних 

рівнянь першого порядку: 
 

   
2 21 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n

k n j k n j k n j i n i n k n j
k j iD D

j n n i n n

C t dxdy C t dxdy   
   

   
   

 

       


 

   
1 1

, , , ,
1 1

, ,
n n

k n n k n n k n j k n j
k D D

C t dxdy f x y t dxdy  
 

   
 

     


 

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

k n j k n j k n j k n j k n jx yx y
k j D

j n n

C t dxdy   
 

   
 



       
    

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

i n i n k n j i n k n jx yx y
i D

i n n

C t dxdy   
 

   
 



       
    


 

         
1 1

, , , , ,
1 1

n n

k n n k n n k n j k n n k n jx yx y
k D

C t dxdy   
 

   
 

      
   


, 

21, 1; 1, 1, ,2 ,...k n j n j n n        

   
2 21 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n

k n j k n j i n i n i n i n
k j iD D

j n n i n n

C t dxdy C t dxdy   
   

   
   

 

         


 

   
1 1

, , , ,
1 1

, ,
n n

k n n k n n i n i n
k D D

C t dxdy f x y t dxdy  
 

   
 

       


 

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

k n j k n j i n k n j i nx yx y
k j D

j n n

C t dxdy   
 

   
 



       
      

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

i n i n i n i n i nx yx y
i D

i n n

C t dxdy   
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1 1

, , , , ,
1 1

n n

k n n k n n i n k n n i nx yx y
k D

C t dxdy   
 

   
 

      
     


, 

21, 1; 1, 1, ,2 ,...n i n i n n        

   
2 21 1 1 1

, , , , , ,
1 1 1 1

,2 ,... ,2 ,...

n n n n

k n j k n j k n n i n i n k n n
k j iD D

j n n i n n

C t dxdy C t dxdy   
   

   
   

 

         


 

   
1 1

, , , ,
1 1

, ,
n n

k n n k n n k n n k n n
k D D

C t dxdy f x y t dxdy  
 

   
 

       


 

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

k n j k n j k n n k n j k n nx yx y
k j D

j n n

C t dxdy   
 

   
 



       
      

         
21 1

, , , , ,
1 1

,2 ,...

n n

i n i n k n n i n k n nx yx y
i D

i n n

C t dxdy   
 

   
 



       
      


 

         
1 1

, , , , ,
1 1

n n

k n n k n n k n n k n n k n nx yx y
k D

C t dxdy   
 

   
 

      
     


, 

1, 1; 1, 1k n n     . 
 

Розв’язок цієї системи, знайдений будь-яким методом, наприклад, 

методом Рунге–Кутта, визначає температуру в будь-який момент часу у 

вибраних вузлах сітки, а також дозволяє обчислити температуру в довільній 

точці пластини за формулою (4.5) у вибраний момент часу. 

Щоб продемонструвати ефективність запропонованого інтерлінаційного 

методу скінченних елементів для нестаціонарної задачі теплопровідності, 

розв’яжемо цю ж задачу (4.1) – (4.3) класичним методом скінченних елементів. 

Аналогічно попередньому, розіб’ємо область D  на скінченні елементи 

прямими лініями i
ix x

M
  , j

jy y
N

  , 0,i M , 0,j N , де M , N  – цілі 

додатні числа (в загальному випадку M N ). В результаті отримаємо типові 

прямокутні елементи  1 1, ,i j i i j jx x y y D       . Сформульована задача 

еквівалентна варіаційній задачі (4.6).  
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Шукаємо розв’язок у вигляді: 
 

       
1 1

1 1
, ,

M N

i j
i j

u x y t C t h Mx i h Ny j

 

 

   , 1, 1, 1, 1i M j N    , 

де    0,5 1 2 1h z z z z     , а функції  i jC t  підлягають визначенню. 

Маємо:  , , 0u x y t  ,  ,x y  . 

 
1, ,

0, , ;
p

i

якщо x x
h Mx p

якщо x x i p


  

 
  

1, ,

0, , .
q

j

якщо x x
h Ny q

якщо x x j q
    

  

Звідси    , ,i j i ju x y t C t  , 1, 1i M  , 1, 1j N  , де  ,i jx y  – вузлові 

точки розбиття D  на прямокутники, 1,i M , 1,j N . 

Враховуючи властивості функцій  h Mx i  і  h Ny j , можна довести, 

що    , i jJ u t C t     , 1, 1i M  , 1, 1j N  . Підставляємо u  у (4.6): 

 

       
21 1 1 1

2

1 10 0

,
M N

i j x
i j

J u t a C t h Mx i h Ny j

 

 

 
    

 
  

     
2

1 1

1 1

M N

i j y
i j

C t h Mx i h Ny j dxdy
 

 

 
     

  
  

       
1 1 1 1

1 10 0

2 , ,
M N

i j
i j

C t h Mx i h Ny j f x y t
 

 

 
     

 
  

     
1 1

1 1

M N

i j
i j

C t h Mx i h Ny j dxdy
 

 

   . 

 

Застосовуючи необхідні умови екстремуму 0
pq

F
C





, 1, 1p M  , 

1, 1q N  , одержуємо систему диференціальних рівнянь: 

         
1 1 1 1

2

1 10 0

2
M N

i j x x
i j

a C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q
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1 1

1 1

M N

i j y y
i j

C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy
 

 

 
       

  
  

           
1 1 1 1

1 10 0

2 , , 0
M N

i j
i j

C t h Mx i h Ny j f x y t h Mx p h Ny q dxdy
 

 

 
       

 
 , 

1, 1p M  , 1, 1q N  , 

або 

         
1 11 1

2

1 1 0 0

M N

i j x x
i j

a C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy
 

 


     


   

         
1 11 1

1 1 0 0

M N

i j y y
i j

C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy
 

 


      


   

         
1 11 1

1 1 0 0

M N

i j
i j

C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy
 

 

        

     
1 1

0 0

, , 0f x y t h Mx p h Ny q dxdy     , 1, 1p M  , 1, 1q N  .   (4.7) 

 

Враховуючи фінітність функцій  h Mx p ,  h Ny q , зазначимо, що в 

кожній з подвійних сум системи рівнянь (4.7) залишиться не більше дев’яти 

доданків. В результаті одержимо: 
 

         
1 11 1

2

1 1 0 0

p q

i j x x
i p j q

a C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy
 

   


     


    

         
1 11 1

1 1 0 0

p q

i j y y
i p j q

C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy
 

   


      


    

         
1 11 1

1 1 0 0

p q

i j
i p j q

C t h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy
 

   

         

     
1 1

0 0

, , 0f x y t h Mx p h Ny q dxdy     , 1, 1p M  , 1, 1q N  .    (4.8) 

 

Якщо ввести позначення: 
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1 1

0 0
1 1

0 0

1 1

0 0

,

,

, , ,

pqij

pqij x x

y y

pq

h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy

h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q

h Mx i h Ny j h Mx p h Ny q dxdy

t f x y t h Mx p h Ny q dxdy








    




       

      

   


 

 

 

 

 

то систему диференціальних рівнянь (4.8) можна представити у вигляді: 
 

     
1 1 1 1

2

1 1 1 1

M N M N

pqij ij pqij ij pq
i j i j

C t a C t t  
   

   

     , 1, 1p M  , 1, 1q N  . (4.9) 

 

Зазначимо, що p q i j  і p q i j  обчислюються аналітично. 

Отримана система (4.9) – це система   1 1M N   лінійних 

диференціальних рівнянь першого порядку відносно  i jC t . Початкові умови 

розглядуваної задачі мають вигляд: 
 

   0 ,i j i jC x y ,  1, 1i M  , 1, 1j N  .    (4.10) 

 

Таким чином, для знаходження невідомих функцій  i jC t  потрібно 

розв’язати задачу Коші (4.9)–(4.10) будь-яким із відомих методів. 

Як ілюстрація до викладеного, розглянемо наступні задачі. 

Задача 4.1. Знайти наближений розв’язок початково-крайової задачі 
 

2 2
2

2 2 ( , , )u u ua f x y t
t x y

   
      

,  , , 0x y t  , [0,1] [0,1]   , 

( , ,0) (1 ) (1 )u x y x x y y   , 

( , , ) 0u x y t   , 

 2( , , ) 2 (1 ) (1 ) (1 ) (1 )tf x y t e a x x y y x x y y            
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( ,a   – деякі сталі), точний розв’язок  якої ( , , ) (1 ) (1 ) tu x y t x x y y e    . 

В таблиці 4.1 наведені значення наближеного розв’язку, отриманого 

ІМСЕ, та точного  розв’язку в точках пластини   0.5,0.5  (другий, третій та 

четвертий стовпці), та  0.5,0.75  (четвертий, п’ятий та шостий стовпці) в 

моменти часу  0,001; 0,01; 0,1t   при 1, 1a   .  

При застосуванні ІМСЕ розрахунки проводилися з використанням лише 

п’яти вузлів (див. рис. 4.1), тобто при 2n  .  
 

Таблиця 4.1 – Значення наближеного та точного розв’язків в точках 

пластини 

Час Точка (0,5; 0,5) Точка (0,5; 0,75) 

t 
Точний 

розв’язок 

Наближений 
розв’язок 

ІМСЕ 

Наближений 
розв’язок 

МСЕ 

Точний 
розв’язок 

Наближений 
розв’язок 

ІМСЕ 

Наближений 
розв’язок 

МСЕ 

0,001 0,06244 0,06200 0,06246 0,04683 0,04696 0,04687 

0,01 0,06188 0,05973 0,06224 0,04641 0,04739 0,04681 

0,1 0,05655 0,05677 0,05890 0,04241 0,04570 0,04426 

 

 
Рисунок 4.1 – Вузли розбиття області [0,1] [0,1]    

 

Для порівняння наближений розв’язок отриманий також класичним МСЕ 

при розбитті області інтегрування на елементи прямими , , , 1,3
4 4
i jx y i j   . 

Тобто в класичному варіанті МСЕ розв’язувалась задача Коші для системи 9 

диференціальних рівнянь з 9 невідомими функціями ( )i jC t . В методі ІМСЕ, 
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запропонованому в даній роботі, ці дані порівнювались з даними, отриманими 

при розв’язанні всього 5 диференціальних рівнянь з 5 невідомими функціями 

(0.5,0.5, ), (0.5,0.25, ), (0.5,0.75, ), (0.25,0.5, ), (0.75,0.5, )u t u t u t u t u t . На рис. 4.2 

наведені графіки точного і наближеного (отриманого ІМСЕ) розв’язків у точках 

(0,5; 0,5), (0,5; 0,75). 

 
                     а)                                                          б)  

Рисунок 4.2 – Графіки точного і наближеного (отриманого ІМСЕ) 

розв’язків: а) у точці (0,5; 0,5); б) у точці (0,5; 0,75) 
 

Опис програми обчислювальної реалізації цієї задачі в комп’ютерній 

системі MathCAD наведено в додатку А. 

Задача 4.2. Знайти наближений розв’язок початково-крайової задачі 
 

2 2
21 1 1 1 1 1

1 12 2
1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )u x y t u x y t u x y ta f x y t
t x y

   
      

, (4.11) 

   1 1( , ) 0, 0, 0x y t     , 

1 1 1 1( , ,0) ( , )u x y x y , 1 1( , )x y  ,    (4.12) 

1 1( , , ) 0 0u x y t t

   .     (4.13) 

 

Для безрозмірних змінних 
2

*1 1
2

0

, , ,x y a t ux y Fo u
u

   
  

 ( 0u  – стала, 

яка має розмірність температури) задача (4.11) – (4.13) набуває вигляду: 
 

* 2 * 2 *
*

2 2
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )u x y Fo u x y Fo u x y Fo f x y Fo

Fo x y
  

  
  

, 
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   * *( , ,0) ( , ), ( , ) 0,1 0,1u x y x y x y G    , 

*( , , ) 0 0
G

u x y Fo Fo

   . 

 

Для випадку *( , ) (1 ) (1 )x y A x x y y     , 

         * , , 1 1 2 1 2 1Fof x y Fo e x x y y y x x             

 

точний розв’язок задачі: *( , , ) (1 ) (1 )Fou x y Fo A e x x y y     . 

В табл. 4.2 – 4.5 наведено результати обчислювального експерименту при 

розв’язанні цієї задачі запропонованим методом (ІМСЕ) та класичним методом 

(МСЕ) при умові, що відповідні системи диференціальних рівнянь 

розв’язувались методом Рунге-Кутта з фіксованим кроком Fo : Fo =0,001 

(при M=3, N=3), Fo =0,0001 (при M=4, N=4) при 1  . 
 

Таблиця 4.2 – Значення максимальних похибок наближення шуканого 

розв’язку у вузлах інтерлінації та на всьому прямокутнику при M=3, N=3 

Похибки у вузлах 
Похибки на 

прямокутнику A  
Число 
Фур’є 

ІМСЕ МСЕ ІМСЕ МСЕ 

1 

0,01 
0,1 
0,5 
1,0 

0,00056 
0,00047 
0,00038 
0,00023 

0,000074 
0,000428 
0,000344 
0,000209 

0,00174 
0,00104 
0,00060 
0,00036 

0,00145 
0,00096 
0,00059 
0,00036 

10 

0,01 
0,1 
0,5 
1,0 

0,00563 
0,00468 
0,00375 
0,00228 

0,000737 
0,00428 
0,003441 
0,002087 

0,01740 
0,01041 
0,00602 
0,00365 

0,01446 
0,0096 

0,00586 
0,00355 

20 

0,01 
0,1 
0,5 
1,0 

0,01126 
0,00937 
0,00750 
0,00455 

0,001474 
0,008561 
0,006882 
0,004174 

0,03480 
0,02083 
0,01203 
0,00730 

0,02892 
0,01919 
0,01172 
0,00711 
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Таблиця 4.3 – Значення максимальних похибок наближення шуканого 

розв’язку у вузлах інтерлінації та на всьому прямокутнику при M=4, N=4 

Похибки у вузлах 
Похибки на 

прямокутнику A  
Число 

Фур’є 
ІМСЕ МСЕ ІМСЕ МСЕ 

1 

0,01 

0,1 

0,5 

1,0 

0,000192 

0,000168 

0,000146 

0,000089 

0,000023 

0,000137 

0,00011 

0,000067 

0,000560 

0,000322 

0,000181 

0,000110 

0,00046 

0,0003 

0,00019 

0,00011 

10 

0,01 

0,1 

0,5 

1,0 

0,001921 

0,001685 

0,001460 

0,000886 

0,000231 

0,001367 

0,001104 

0,00067 

0,005643 

0,003220 

0,001808 

0,001096 

0,00457 

0,00304 

0,00185 

0,00112 

20 

0,01 

0,1 

0,5 

1,0 

0,003842 

0,003369 

0,002920 

0,001771 

0,000462 

0,002734 

0,002209 

0,00134 

0,011287 

0,006440 

0,003615 

0,002192 

0,00914 

0,00607 

0,00370 

0,00224 

 

Таблиця 4.4 – Значення максимальних відносних похибок наближення 

шуканого розв’язку у вузлах інтерлінації та на всьому прямокутнику при M=3, 

N=3 

Похибки у вузлах  
Похибки на 

прямокутнику A  
Число 

Фур’є 
ІМСЕ МСЕ ІМСЕ МСЕ 

1 

0,01 

0,1 

0,5 

1,0 

0,011516 

0,023580 

0,025813 

0,025814 

0,005210 

0,011519 

0,012691 

0,012692 

0,226475 

0,215373 

0,213797 

0,213796 

0,189633 

0,184547 

0,183603 

0,183602 
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Таблиця 4.5 – Значення максимальних відносних похибок наближення 

шуканого розв’язку у вузлах інтерлінації та на всьому прямокутнику при M=4, 

N=4 

Похибки у вузлах  
Похибки на 

прямокутнику A  
Число 

Фур’є 
ІМСЕ МСЕ ІМСЕ МСЕ 

1 

0,01 

0,1 

0,5 

1,0 

0,007290 

0,012166 

0,012908 

0,012908 

0,003042 

0,005743 

0,006243 

0,006243 

0,125516 

0,121060 

0,120475 

0,120475 

0,100520 

0,098098 

0,097650 

0,097650 

 

Аналіз результатів обчислювального експерименту дозволяє зробити 

наступні висновки: 

1) максимальна похибка при 1A   дорівнює добутку значень A  і 

максимальної похибки при 1A  ; 

2) похибка зменшується при збільшенні числа Фур’є Fo  (це можна 

пояснити тим, що праві частини в системі диференціальних рівнянь 

зменшуються при збільшенні числа Фур’є) у 
*Foe   разів, якщо задача Коші для 

системи звичайних диференціальних рівнянь розв’язується точно; 

3) похибка  310O   при 3M N   досягалася при використанні в 2,4 

рази більшої кількості диференціальних рівнянь в МСЕ (класичному) порівняно 

з ІМСЕ (інтерлінаційним) та при 4M N   в 2,8 рази більшої кількості 

диференціальних рівнянь в МСЕ порівняно з  ІМСЕ. В загальному випадку 

інтерлінаційний МСЕ вимагає    21 2 1n n   кількості рівнянь, що на порядок 

менше, ніж в класичному МСЕ –  22 1n   рівнянь. 

Опис програми обчислювальної реалізації цієї задачі в комп’ютерній 

системі MathCAD наведено в додатку Б. В додатку В – опис програмної 

реалізації розв’язання задачі нестаціонарної теплопровідності класичним МСЕ. 
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На рис. 4.3, 4.4 представлені графіки точного та наближеного розв’язків.  

   

Рисунок 4.3 – Графічне зображення точного (ZT) та наближеного (ZN) 

розв’язків  при 4M N  , 0,5Fo   
 

   

Рисунок 4.4 – Графічне зображення ліній рівня точного (ZT) та  

наближеного (ZN) розв’язків при 4M N  , 0,5Fo   
 

Отже, при розв’язанні задачі нестаціонарної теплопровідності для 

квадратної пластини з похибкою  2O   класичним МСЕ необхідно 

розв’язувати задачу Коші для системи 4n  звичайних диференціальних рівнянь. 

Використання сплайн-інтерполяції функції    2,2,, ,u x y t C G R    за 

просторовими змінними x , y , побудованої на основі сплайн-інтерлінації цих 

функцій, дозволяє зменшити на порядок кількість диференціальних рівнянь для 

досягнення тієї самої за порядком точності. Зокрема, для прямокутної області 

замість розв’язання 4n  диференціальних рівнянь достатньо розв’язати 32n  

диференціальних рівнянь, наприклад, при 10n   в 5 раз меншу кількість 

рівнянь. 
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4.2 Застосування ІМСЕ для дослідження процесу поширення тепла в 

області, що є об’єднанням прямокутників зі сторонами, паралельними осям 

координат 

 

Задача 4.3. Знайти наближений розв’язок початково-крайової задачі 
 

     2 , , , , , , , 0u a u x y t f x y t x y G t
t


    


,   (4.14) 

   0, ,0 ,u x y x y ,     (4.15) 

 , , 0
G

u x y t

 ,      (4.16) 

 

де область G  – Т-подібна область – вертикальний переріз балки (рис. 4.5). 

Функція  , ,f x y t  має вигляд (при 1a  ): 

      , , , ,tf x y t e w x y w x y     , 

де 

        1 2,, , ,x yw x y x y x y   ,    (4.17) 

     2 2
1 ,x y a x y b y    ,       2 2

2 ,x y c x y d y    , 

2 2 2u v u v u v u v       , 2 2 2u v u v u v u v       , 

  2 2

1,
1

u v
u v

  
 

. 

Згідно з методом R -функцій [83], функції u v  і u v  є R -

диз’юнкцією  і R -кон’юнкцією відповідно, тобто функція  ,w x y  буде мати 

властивості:  , 0w x y  , якщо  ,x y G ;  , 0w x y  , якщо  ,x y G . 

Враховуємо наступні властивості R -операцій: 
 

0u v  , якщо 0u   або 0v  , 

0u v  , якщо 0u   і 0v  , 

0u v  , якщо 0, 0u v   або 0, 0v u  . 
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а)      б) 

Рисунок 4.5 – Область  інтегрування: а) Т-подібна область – вертикальний 

переріз балки; б) область 1 2G    ,    1 , 0,a a b    ,    2 , 0,c c d     
 

Враховуючи, що в формулі (4.17)  1 , 0x y   і   2 , 0x y   не тільки в 

прямокутниках 1  і 2 , то  , 0w x y   не тільки в області G . Але на границі 

області G  вона дорівнює нулю, тобто    , 0, ,w x y x y G  . Це дозволяє 

стверджувати, що  , 0w x y  , якщо  ,x y G , і  , 0w x y  , якщо  ,x y G , 

тобто функція  ,w x y  може розглядатися, як точний розв’язок поставленої 

задачі.  

Для наближеного розв’язання задачі 4.3 область інтегрування 

розбивалася на прямокутні елементи прямими kx x , 11,k M  та  y y  , 

21, M ,  1 2,M M M , 
11 2 ... Ma x x x a      ; 

21 20 ... My y y d     . При 

цьому , : ;k kk k x c x c       та : y b  . 

Схема розбиття області G  на прямокутники зображена на рис. 4.6. 

Згідно з методом, наближений розв’язок шукаємо у вигляді: 

         
1 21 1

1 0 1 0
, , , ,

M M

M k s k s p p
k s p

u x y t y t h x x t H y 
   

     


 

     
1 21 1

1 0 1 0

M M

k s p k s p
k s p

C t h x H y
   

  


, 

де невідомі функції  ,k y t ,  ,x t  знаходяться у вигляді: 
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1

1
1

, ,
M

q q q
q

x t C t h x h x h M x q


    , 

         
2

2
1

, ,
M

k k m m m
m

y t C t H y H y h M y m


   , 

 

0, 1,
1 , 1 0,
1 , 0 1,
0, 1.

z
z z

h z
z z
z

 
        
 

 

 

Зокрема, якщо 1 2 5M M  , то 
 

 1 , 0x t  ,                1 , 0y t  , 

     
4

2 2
2

, q q
q

x t C t h x


 ,                 22 2 1 3
2

3 5

,
,

0,
C t H y y y y

y t
y y y


  

 
 

     
1 2

3
33 3 2 4

0,
,

,
x x x

x t
C t h x x x x


    

          
4

3 3 1 5
2

, ,r r
r

y t C t H y y y y


   , 

     4 34 3 2 4, ,x t C t h x x x x    ,            4 43 2 1 3, ,y t C t H y y y y    , 

 5 , 0x t  ,       5 , 0y t  . 
 

Таким чином, наближений розв’язок в явній формі можна записати: 
 

               
1 24 4

2 2 1 1
, , , ,

M M

M k k k k
k k

u x y t y t h x x t H y C t h x H y 
   

       
 

. 

 

При проведенні обчислювального експерименту вважаємо, що 

 , , 0f x y t   в точках, які не належать області інтегрування. 

При чисельній реалізації інтерлінаційного методу для нестаціонарної 

задачі теплопровідності, що досліджується в даній роботі, важливу роль 

відіграє нумерація вузлів. Нумерація вузлів проводиться так, як описано в 

пункті 3.1, а також представлено на рис. 4.6. 
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Рисунок 4.6 – Схема розбиття області G  на прямокутники 

та нумерація вузлів при застосуванні ІМСЕ 
 

Знайдений наближений розв’язок за допомогою ІМСЕ порівнювався з 

точним розв’язком  ,w x y  та наближеним, знайденим класичним МСЕ у 

вигляді: 
 

       
1 21 1

1 0 1 0
, ,

M M

k s p k s p
k s p

u x y t C t h x H y
   

  


  . 

 

Для практичної реалізації зручно базисні функції  ijh x  визначати на 

кожному з підінтервалів окремо з умов, щоб   , ,
s
k s k k k s sh x  

   , 0 , 1s s  , 

, 1,k k M  . Явні вирази для цих функцій на кожному з підінтервалів  1,m mx x  , 

11, 1M M  : 

   
 

 
 

2

2 30 1

1 1

21 m
m m

m m m m

x x
h x x x

x x x x

 

     
   

, 

   
 

 
 

 
 

2

2 3 30 1 1

1 1 1

21 22 m
m m m

m m m m m m

x x
h x x x x x

x x x x x x 

  

               
        

, 

 0 1m mh x  ,  0 1 0m mh x   ,  0 0m mh x  ,  0 1 0m mh x 
  , 
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2

21 1

1

1
m m m

m m

h x x x x x
x x



      
  

,   1 0m mh x  ,  1 1 0m mh x   , 

 
 

     2

21 1 1

1

1 2m m m m

m m

h x x x x x x x
x x  



     


, 

 1 0m mh x  ,  1 1 0m mh x   ,  1 1m mh x  ,  1 1 0m mh x 
  , 

   
 

 
 

2 1
2 31, 0

1 1

21 m
m m

m m m m

x x
h x x x

x x x x




 

     
   

, 

 
 

  31,0 1

1

6
m m m

m m

h x x x x x
x x 



    


, 

 1,0 0m mh x  ,  1,0 1 1m mh x   ,  1,0 0m mh x
  ,  1,0 1 0m mh x 

  , 

     
 

2
2

21, 1 1

1

m
m m

m m

x x
h x x x

x x 




 


, 

 1,1 0m mh x  ,  1,1 1 0m mh x   ,  1,1 0m mh x
  ,  1,1 1 1m mh x 

  . 
 

Запишемо основні формули розв’язання задачі класичним МСЕ. 

Розіб’ємо область D  на скінченні елементи прямими лініями i
ax x i
M

   

, j
cy y j
N

  , 1, 1i M  , 1, 1j N   таким чином, щоб прямі x d , x a d   і 

y b  входили в множину вказаних прямих: 1
ax d M
M

   , 1
cy b N
N

   , 

10 1M M   , 10 1N N    (див. рис. 4.7). В результаті отримаємо типові 

прямокутні елементи 1 1[ , ] [ , ]i j i i j jx x y y D     . 

Маємо: 8M  , 1 2M  , 2 2M  , 7N  , 1 3N  . При розбитті отримуємо 26  

внутрішніх вузлів. Нумерація вузлів проводиться зліва направо і знизу вверх по 

кожній лінії. 
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Рисунок 4.7 –  Схема розбиття області G  на прямокутники  

(застосування МСЕ) 
 

Шукаємо розв’язок у вигляді: 
 

             
1 1 2

1

1 1 1

1 1 1 1
, ,

M N M M N

i j k
i j k M

u x y t C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    

         


  

     
1

2

11

1

NM

m n
m M M n

C t h Mx m h Ny n


  

    . 

 

Згідно з методом локального потенціалу та теорією варіаційного 

числення, задача (4.14) – (4.16) еквівалентна варіаційній задачі для функціоналу 
 

       
1 1 1

2

1 1
,

M N

i j x
i jD

J u t a C t h Mx i h Ny j


 

    

  

           
2 1

1 2

21 11 1

1 1 1

M M NN M

k x m n x
k M m M M n

C t h Mx k h Ny C t h Mx m h Ny n
   

     


       


   


  

           
1 1 2

1

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j y k y
i j k M

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


       


   


  

     
1

2

211

1

NM

m n y
m M M n

C t h Mx m h Ny n dx dy


  

    
 

   

           
1 1 2

1

1 1 1

1 1 1 1
2

M N M M N

i j k
i j k MD

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
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1

2

11

1
, ,

NM

m n
m M M n

C t h Mx m h Ny n f x y t


  


    


   

           
1 1 2

1

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j k
i j k M

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


      

   


  

     
1

2

11

1
min

NM

m n Cm M M n
C t h Mx m h Ny n dxdy



  


   


  , 

 

внаслідок чого для визначення невідомих функцій  i jC t ,  kC t ,  m nC t  

отримуємо наступну систему лінійних диференціальних рівнянь: 
 

           
1 1 2

2

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j k
i j k MD

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


      


   


  

         
1

2

11

1

NM

m n
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx p h Ny q dx dy


  


      


   

           
1 1 2

2

1 1 1
2

1 1 1 1

M N M M N

i j x k x
i j k MD

a C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    

         

   


  

         
1

2

11

1

NM

m n x x
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx p h Ny q


  


       


   

           
1 1 2

2

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j y k y
i j k M

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


       


   


  

         
1

2

11

1

NM

m n y y
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx p h Ny q dxdy


  

        
 

   

     , ,
D

f x y t h Mx p h Ny q dx dy   , 11,p M , 11, 1q N  ; 

           
1 1 2

2

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j k
i j k MD

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


      


   


  

         
1

2

11

1

NM

m n
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx r h Ny s dxdy
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1 1 2

2

1 1 1
2

1 1 1 1

M N M M N

i j x k x
i j k MD

a C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    

         

   


  

         
1

2

11

1

NM

m n x x
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx r h Ny s


  


       


   

           
1 1 2

2

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j y k y
i j k M

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


       


   


  

         
1

2

11

1

NM

m n y y
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx r h Ny s dxdy


  

        
 

   

     , ,
D

f x y t h Mx r h Ny s dxdy   , 1 21, 1r M M M    , 1, 1s N  ; 

           
1 1 2

2

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j k
i j k MD

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


      


   


  

         
1

2

11

1

NM

m n
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx t h Ny z dxdy


  


      


   

           
1 1 2

2

1 1 1
2

1 1 1 1

M N M M N

i j x k x
i j k MD

a C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    

         

   


  

         
1

2

11

1

NM

m n x x
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx t h Ny z


  


       


   

           
1 1 2

2

1 1 1

1 1 1 1

M N M M N

i j y k y
i j k M

C t h Mx i h Ny j C t h Mx k h Ny
   

    


       


   


  

         
1

2

11

1

NM

m n y y
m M M n

C t h Mx m h Ny n h Mx t h Ny z dxdy


  

        
 

   

     , ,
D

f x y t h Mx t h Ny z dxdy   , 2 , 1t M M M   , 11, 1z N  . 

В таблиці 4.6 наведено результати обчислювального експерименту при 

4M N  , 1 2 1M M  . Наведено результати обчислення точного розв’язку 

розподілу температури  , ,u x y t  та результати обчислення наближеного 

розв’язку, знайдені ІМСЕ, для різних значень часу t  ( 1 0,01t t  , 2 0,1t t  ). В 



 

 

124 

силу симетрії точного і наближеного розв’язків в таблиці розміщені результати 

лише для частки точок розбиття.  
 

Таблиця 4.6 – Результати обчислювального експерименту при 4M N  , 

1 2 1M M   

Точний розв’язок 
Наближений 

розв’язок (ІМСЕ) 
Номери  
точок 

1 0,01t   0,1t   1 0,01t   0,1t   

2 0,201 0,168 0,208 0,174 
14 0,268 0,224 0,277 0,230 
3 0,345 0,288 0,355 0,297 

15 0,460 0,384 0,475 0,394 
4 0,431 0,360 0,443 0,368 

16 0,574 0,480 0,596 0,492 
8 0,144 0,120 0,150 0,126 
9 0,268 0,224 0,279 0,232 

10 0,373 0,312 0,386 0,320 
1 0,459 0,384 0,471 0,388 

11 0,527 0,440 0,523 0,430 
12 0,574 0,480 0,523 0,468 
20 0,603 0,504 0,615 0,503 
13 0,613 0,512 0,640 0,525 
5 0,431 0,360 0,441 0,361 

17 0,576 0,481 0,582 0,472 
6 0,345 0,288 0,334 0,271 

18 0,575 0,480 0,540 0,435 
7 0,201 0,168 0,173 0,139 

19 0,603 0,504 0,593 0,480 
36 0,268 0,224 0,239 0,193 
37 0,459 0,384 0,453 0,368 
38 0,574 0,480 0,594 0,484 
34 0,613 0,512 0,652 0,531 
35 0,603 0,504 0,631 0,519 
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Продовження таблиці 4.6 

Точний розв’язок 
Наближений 

розв’язок (ІМСЕ) 
Номери  
точок 

1 0,01t   0,1t   1 0,01t   0,1t   

43 0,574 0,480 0,590 0,490 
44 0,526 0,440 0,530 0,442 
42 0,459 0,383 0,447 0,374 
48 0,201 0,168 0,211 0,177 
49 0,344 0,288 0,350 0,294 
50 0,430 0,359 0,429 0,360 
45 0,373 0,311 0,369 0,311 
46 0,267 0,223 0,269 0,226 
47 0,143 0,119 0,145 0,123 

 

На рис. 4.8 зображено точний розв’язок задачі (4.14) – (4.16), 

побудований за допомогою R-функцій, та наближений розв’язок задачі при 

0,01t  . Зауважимо, що максимальна похибка між розв’язками, наведеними на  

рис. 4.8, не перевищує 0,04.  
 

  
а)      б) 

 

Рисунок 4.8 – Точний та наближений розв’язки задачі при 0,01t  : а) точний 

розв’язок, побудований за допомогою R-функцій; б) наближений розв’язок 
 

На рис. 4.9 зображено графіки точного і наближеного (знайденого ІМСЕ) 

розв’язків (при 4M N  ) на лініях 2 0,25y y  , 1 5x x x   (рис. 4.9 а), 
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3 0,5y y  , 1 5x x x   (рис. 4.9 б), 4 1 50,75,y y x x x     (рис. 4.9 в) при 

0,01t  . 

   
а) б) в) 

 

Рисунок 4.9 – Графіки точного і наближеного розв’язків задачі при 0,01t  , 

1 5x x x   на лініях: а) 2 0,25y y  , б) 3 0,5y y  , в) 4 0,75y y   

 

На рис. 4.10 зображено графіки точного і наближеного (знайденого 

ІМСЕ) розв’язків (при 4M N  ) на лініях 2 0,25x x  , 1 5y y y   (рис. 4.10 а), 

3 0,5x x  , 1 5y y y   (рис. 4.10 б), 4 0,75x x  , 1 5y y y   (рис. 4.10 в) при 

0,01t  . 

 

   

а) б) в) 
 

Рисунок 4.10 – Графіки точного і наближеного розв’язків задачі при 0,01t  , 

1 5y y y   на лініях: а) 2 0,25x x  , б) 3 0,5x x  , в) 4 0,75x x   

 

Зауважимо, що максимальна похибка між точним та наближеним 

розв’язками по всій області не перевищує  2O h   (при умові, що розв’язок 

задачі Коші для системи ЗДР проводиться з такою ж похибкою), що збігається з 

теоретичними твердженнями стосовно похибки наближення диференційовних 

функцій операторами сплайн-інтерлінації [74]. 
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Аналіз результатів обчислювального експерименту показує, що 

досліджуваний в роботі ІМСЕ розв’язання нестаціонарних задач дозволяє 

значно зменшити порядок системи ЗДР, до яких зводиться початково-крайова 

задача, при досягненні такої ж самої точності. Це означає також, що для його 

обчислювальної реалізації потрібно використовувати меншу кількість часу, і 

при цьому можна отримувати меншу загальну похибку заокруглення. 

Опис програми обчислювальної реалізації задачі 4.3 в комп’ютерній 

системі MathCAD наведено в додатку Г. 

 

4.3 Дослідження нестаціонарного температурного поля за допомогою 

ІМСЕ в області у вигляді рівнобічної трапеції 

 

Задача 4.4. Розглянемо задачу нестаціонарної теплопровідності в області 

G , яка являє собою рівнобічну трапецію. 
 

    1tu x yu e x y x y
t

                 
 

   3 34 1 4 1
2 2

x y x yx y                      
,   (4.18) 

 , 0x y G t  , 

   ( , ,0) 1 x yu x y x y x y            
,   (4.19) 

 , , 0
G

u x y t

 ,     (4.20) 

( , ) 0, 1 0, ,x yG x y x y x y           
  

. 

 

Розіб’ємо область G  осями координат на три трикутники (див. рис. 4.11): 

1 2 3G T T T   . 

  1 , | 0,T x y x x y        , 

  2 , | 0, 0,T x y x y x y      , 
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   3 , | 0 , 0T x y x x y       . 

 
Рисунок 4.11 – Розбиття області G  осями координат на трикутники 1T , 2T , 3T  

 

Позначимо:    0, , ,u y t y t ,    ,0, ,u x t x t . Враховуючи симетрію 

задачі, отримаємо    , ,x t x t  . Побудуємо функцію  , ,u x y t : 
 

 

   

       

   

1 , 1 , , 0, ,

, , 1 , 1 , , , , 0, 0, ,

1 , 1 , , 0 , 0.

x yy t x t x x y

x y x yu x y t y t x t y t x t x y x y

y xx t y t x x y

 

   

 

                     
                          
                   

 

Ця функція задовольняє однорідним граничним умовам незалежно від 

вибору функції  ,x t  і збігається з  ,x t  на лінії 0y   та з функцією  ,y t  

на лінії 0x  , якщо  0, 0t  ,  , 0t    0t  . 

Будемо шукати функцію ( , )x t  у вигляді сплайна першого степеня: 
 

1

1

( , ) ( ) ( )
M

k k
k

x t C t h Mx k




  , 1( ) ( 1 2 1)
2

h z z z z     . 

 

Функції ( ), 1, 1kC t k M   знайдемо, мінімізуючи вираз  
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22

2 , ,
G

u u uJ u f x y t u dxdy
x y t

                       
 , 

 

з використанням методу локального потенціалу (згідно з яким варіація виразу 

 J u  за функцією u  проводиться так, що члену uu
t




 у рівнянні Ейлера 

відповідає u
t




). Це приводить до системи ЗДР відносно ( ), 1, 1kC t k M  :  

 

     , 0
dC t

A BC t F t t
dt

   ,  

        0 1 10 , ,..., MC C C t C t C t  . 

 

Матриці A , B , F  знаходяться шляхом інтегрування по області G  виразів 
  

   , ,i jw x y w x y
x x
 


 

,       , ,i jw x y w x y
y y
 


 

,  

   , ,i jw x y w x y ,       , , ,f x y t w x y   , 1, 1i j M  .  

 

Вважається, що      
1

1

, , ,
M

i i
i

u x y t C t w x y




 . Конкретні явні вирази для 

функцій  ,iw x y  опускаємо. 

Для цієї задачі (4.18) – (4.20) проведено обчислювальний експеримент, 

результати якого наведено нижче.  

При 0,5  , 5M   отримані наступні значення наближеного розв’язку, 

знайденого за допомогою ІМСЕ (табл. 4.7) та точного розв’язку (табл. 4.8).  

Також наведено значення наближеного розв’язку  ; ;0,001i ju x y  

(табл. 4.9) та точного розв’язку  ; ;0,001i jut x y  (табл. 4.10) у вузлах сітки 

 1ix i
M


    ,  1jy j
M


    , 1,2 1, 1,2 1i M j M    , які належать 

області G . 
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Таблиця 4.7 – Значення наближеного розв’язку, знайденого ІМСЕ 

t u (0,1; 0; t) u (0,2; 0; t) u (0,3; 0; t) u (0,4; 0; t) 

0 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0001 0,0159 0,0181 0,0121 0,0041 

0,0002 0,0159 0,0181 0,0122 0,0041 

0,0003 0,0158 0,0182 0,0122 0,0042 

0,0004 0,0157 0,0182 0,0123 0,0043 

0,0005 0,0157 0,0183 0,0124 0,0043 

0,0006 0,0156 0,0184 0,0125 0,0044 

0,0007 0,0156 0,0184 0,0126 0,0045 

0,0008 0,0155 0,0185 0,0126 0,0046 

0,0009 0,0155 0,0185 0,0127 0,0046 

0,001 0,0154 0,0186 0,0128 0,0047 
 

 

Таблиця 4.8 – Значення точного розв’язку 

t ut (0,1; 0; t) ut (0,2; 0; t) ut (0,3; 0; t) ut (0,4; 0; t) 

0 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0001 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0002 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0003 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0004 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0005 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0006 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0007 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0008 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,0009 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 

0,001 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 
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Таблиця 4.9 – Значення наближеного розв’язку  ; ;0,001i ju x y  у вузлах 

сітки 

i    j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1           0 
2          0 0 
3         0 -0,0007 0 
4        0 0,0002 -0,0009 0 
5       0 0,0056 0,0041 0,0007 0 
6      0 0,0154 0,0186 0,0128 0,0047 0 
7     0 0,0154 0,0228 0,0197 0,0099 0  
8    0 0,0056 0,0186 0,0197 0,0120 0   
9   0 0,0002 0,0041 0,0128 0,0099 0    

10  0 -0,0007 -0,0009 0,0007 0,0047 0     
11 0 0 0 0 0 0      

 

Таблиця 4.10 – Значення точного розв’язку  ; ;0,001i ju x y  у вузлах 

сітки 

i    j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1           0 
2          0 0 
3         0 0,0064 0 
4        0 0,0112 0,0084 0 
5       0 0,0144 0,0144 0,0072 0 
6      0 0,0160 0,0180 0,0120 0,0040 0 
7     0 0,0160 0,0192 0,0144 0,0064 0  
8    0 0,0144 0,0180 0,0144 0,0072 0   
9   0 0,0112 0,0144 0,0120 0,0064 0    

10  0 0,0064 0,0084 0,0072 0,0040 0     
11 0 0 0 0 0 0      
 

Аналізуючи результати цього прикладу, можна зробити висновок, що 

узагальнення запропонованого ІМСЕ розв’язання нестаціонарної задачі 

теплопровідності на випадок областей складної форми може бути проведено за 
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стандартною технологією для різних областей, що зручно для чисельної 

реалізації. 

Опис програми обчислювальної реалізації задачі 4.4 в комп’ютерній 

системі MathCAD наведено в додатку Д. 

 

4.4 Побудова точних розв’язків тестових задач в областях, складених з 

прямокутників 

 

Задача 4.5. Розглянемо задачу нестаціонарної теплопровідності в області 

D , яка має форму швелера (див. рис. 4.12).  

Побудувати точний розв’язок  , ,u x y t  початково-крайової задачі 
 

 , ,u u f x y t
t


  


,    ,x y D , 0t  ,   (4.21) 

   0, ,0 ,u x y x y ,     (4.22) 

 , , 0
D

u x y t

       (4.23) 

 

Область 1 2\D П П , де    1 , 0,П a a b   ,    2 , ,П c c d b   . 

 
Рисунок 4.12 – Область  D  у формі швелера 

 

Розіб’ємо область D  на прямокутні елементи прямими , 0,kx x k m  , 

, 0,y y n   , 
1 1 2 20 1 1 1... ... ...m m m m ma x x x c x x c x x a                ,  

1 1 10 1 1 1 10 ... ...n n n n ny y y y d y y y b             . 

Наближений розв’язок  задачі (4.21) – (4.23) шукаємо у вигляді: 
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1 1

1

2 1

1 11 1

1 1 1

1 1

1

, ,

,

n mm n

k k k k
k k n

m n

k k
k m n

u x y t C t h x H y C t h x H y

C t h x H y

  

   

 

  

  



 

 

   
 

 


  (4.24) 

де  , , 0x y D t  . 

 

1

1
1

1

1
1

1

1

0, ,

, ,

, ,

0, .

k

k
k k

k k
k

k
k k

k k

k

x x
x x x x x
x x

h x
x x x x x
x x

x x
















   


    
 




 

 

Аналогічно визначаються функції  H y . 
 

  1 1 1 2 1, 1 1; 1 1; 1 1; 1; 1 1; 1k k m n k m n n m k m n n                         

 

Позначимо: 1 2 3     , де   1 1, 1 1; 1 1k k m n         , 

  2 1 1, 1 1; 1k k m n n         ,   3 2 1, 1 1; 1k m k m n n           

Функції    ,kC t k    знаходимо, мінімізуючи вираз  J u  з 

використанням методу локального потенціалу, що приводить до системи ЗДР 

відносно  kC t . 
 

   
22

2 , ,
D

u u uJ u f x y t u dxdy
x y t

                       
 . 

 

Запишемо (4.24) у вигляді: 
 

     
 

 
,

, , k k
k

u x y t C t h x H y


   


. 

 

Тоді для визначення  kC t  отримаємо систему: 
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, ,

, 0p q k k p q k k p q
k k

a C t b C t f t t
 

       
 

 ,   ,p q  , (4.25) 

де  

       p q k p q k
G

a h x H y h x H y dx dy   , 

               p q k p q k p q k
G

b h x H y h x H y h x H y h x H y dx dy
x x y y

    
        
   , 

       , ,p q p q
G

f t h x H y f x y t dxdy  . 

 

Проведемо сумування по кожній множині 1 , 2 , 3  окремо. Отримаємо 

замість (4.25) систему диференціальних рівнянь: 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
1 2 3

1 2 3

, , ,

, , ,
, 0,

p q k k p q k k p q k k
k l k k

p q k k p q k k p q k k pq
k k k

a C t a C t a C t

b C t b C t b C t f t t
  

  

  

     

  

  

     
 

     
  

  

 (4.26) 

   0 ,k kC x y  . 

 

Систему (4.26) запишемо у матричному вигляді  , 0dCA BC D t t
dt

    

шляхом заміни чотиривимірних масивів p q ka  , p q kb   на матриці A , B  та 

матриці вільних членів  p qf t  на вектор  D t , матрицю  kC t  на вектор  C t  

згідно з описаним нижче алгоритмом. 

При формуванні результуючої матриці A , що відповідає написаним вище 

трьом матрицям, поступаємо наступним чином: 
 

     1 11 , 1 1 1 , 1 1 1A A m n m n            , 

            
1 1 1 1 1 11 1 , 1 1 2 , 1 1 1 , 1 1 1m n m nA A m n n m n n                    , 

            1 1 1 1 1 11 1 1 1 , 1 1 1 1 3m n m n n m n m n nA A                 , 

     2 1 1 2 11 1 1 , 1 1 1m m n n m m n n             . 
 



 

 

135 

Аналогічно формуємо матрицю B . 

Побудуємо точний розв’язок задачі (4.21) – (4.23) для тестового прикладу 

з використанням сплайн-інтерлінації функцій. Необхідно, щоб точний 

розв’язок  належав до класу функцій, які мають неперервну похідну по t  і 

неперервні другі похідні xxu , yyu . Для цього будемо шукати точний розв’язок 

тестового прикладу у вигляді п’яти різних формул у п’яти різних підобластях 

ID , IID , IIID , IVD , VD  розбиття (рис. 4.13).  

 
Рисунок 4.13 – Розбиття області D  на підобласті та граничні умови 

на частинах границі області, де I II III IV VD D D D D D      
 

Будемо вважати, що точний розв’язок на лініях 0y  , y d , y b  

визначається наступними формулами:  
 

 0,
0

,
s

ss
y

ut x t
y








,    1, ,

s

ss
y d

ut x t
y








,    2, ,

s

ss
y b

ut x t
y








,  0,2s  . 

 

Точний розв’язок на лініях x a  , x c  , x c , x a  визначається 

такими формулами:  
 

 0, ,
s

ss
x a

ut y t
x








,   1, ,

s

ss
x c

ut y t
x








,  

 2, ,
s

ss
x c

ut y t
x








,   4, ,

s

ss
x a

ut y t
x








,  0,2s  . 
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При цьому  
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     2,2
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,

0, ,
y t y d

y t
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де  , , 0,2ks x t k  ,  , , 0,3p y t   , 0 , 2s p   – довільні функції, які 

задовольняють умови С.М. Нікольського [44] у кутових точках. Зокрема, в 

точці  ,0a  мають вигляд        0, 0,, 0,p s
s pa t t   , 0 , 2s p  , що є наслідком 

незалежності мішаних похідних від порядку диференціювання: 
 

   ,0 ,0

s p p s

p s s p
a a

ut ut
x y y x

 

 

 


   
, 0 , 2s p  . 

 

Згідно з твердженням праці [34], в кутових точках області D  точний 

розв’язок крайової задачі для диференціального рівняння Лапласа має 

особливість sinr

 


  (  ,r r x y  – відстань від точки  ,x y D  до кутової 

точки,   – вхідний кут,   – полярний кут). 

Враховуючи однорідність граничних умов, в загальному випадку 

частинні похідні першого порядку в кутових точках  ,0a ,  ,a b ,  ,c b , 
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 ,c b ,  ,a b ,  ,0a  повинні дорівнювати нулю. Мішані похідні в цих точках не 

дорівнюють нулю. Частинні похідні другого порядку у цих точках теж 

дорівнюють нулю. Мішані похідні другого порядку у цих точках не 

дорівнюють нулю.  

В точках з вхідними кутами, тобто в точках  ,c d  і  ,c d , розв’язок 

 , ,u x y t  дорівнює нулю, в загальному випадку частинні похідні першого та 

другого порядку і мішані похідні      , , 0 , 2p qu x y p q   не дорівнюють нулю. 

Але у частинному випадку вони (або деякі похідні) можуть дорівнювати нулю. 

Точний розв’язок  , ,u x y t  шукаємо у вигляді: 
 

( , , ), ( , )
( , , ), ( , )

( , , ) ( , , ), ( , )
( , , ), ( , )

( , , ), ( , )

I I

II II

III III

IV IV

V V

u x y t x y D
u x y t x y D

u x y t u x y t x y D
u x y t x y D
u x y t x y D


  
 



 

 

де функції u , , , , ,I II III IV V   задовольняють умови на границях між 

сусідніми областями D , що забезпечують виконання властивості  2,2,1 3u C R . 

Зокрема,  
 

2 2 1 2

, , , ,
1 0 0 0

( , , ) ( , ) 1 ( ) ( , ) 2 ( )I k p k p q q
k p q

u x y t x t S y y t S x 
   

     


 

2 2 1 2
( , )

, ,
1 0 0 0

( , , ) 2 ( ) 1 ( )q p
k q k p

k p q
u x y t S x S y

   

  


. 

 

При побудові тестового прикладу використовуємо лише два підходи (для 

побудови допоміжних функцій). 

Підхід 1.  ,1k pS y  будуємо у вигляді поліномів 5-го степеня, якщо 

вимагаємо, щоб у формулі інтерлінації використовувались і сліди функцій, і  

сліди перших та других похідних (в цьому випадку по змінній y  маємо всього 
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3 вузлових точки 0 0y  ,  1y d , 2y b ). Якщо в формулі Ерміта 

використовуються сліди функцій і перших похідних по y , то кожна така 

допоміжна функція буде поліномом 5-го степеня (6 коефіцієнтів можуть бути 

однозначно знайдені з 6 інтерполяційних умов). Якщо ж використовуємо 

формули, які при 0y y , 1y y , 2y y  мають задані сліди та задані сліди 

першої і другої похідних, то потрібно використовувати для побудови 

допоміжних функцій  ,1k pS y  поліноми степеня 8, які мають 9 коефіцієнтів.  

Аналогічно по змінній x . Якщо в кожній точці інтерполюємо лише 

функцію і похідну, то потрібно використовувати поліноми 7-го степеня, 

оскільки в 4-х точках буде задано 8 умов. Якщо ж в кожній точці інтерполяції 

по x  задана функція та перша і друга похідна, то на 4-х точках по x  нам 

потрібно задовольнити 12 умовам. Таку кількість умов можна задовольнити 

поліномом 11-го степеня. 

Підхід 2. Якщо використовуємо в якості допоміжних функцій сплайни, то 

при умові, що нам необхідно, щоб точний розв’язок належав класу  1C  , 

достатньо взяти сплайни 3-го степеня, оскільки в цьому випадку на кожному 

інтервалі  1,k kx x   в точці kx  та в точці 1kx   можемо відновити значення функції 

та її перших похідних (4 умови). 

Якщо хочемо, щоб тестова функція належала класу  2C  , потрібно 

використовувати сплайни 5-го степеня, оскільки в точці kx  та в точці 1kx   

будуть задані значення слідів функції, першої та другої похідних (6 умов). 

Тобто, на цьому інтервалі можемо скористатися поліномом 5-го степеня, який 

має 6 коефіцієнтів. 

Функції    , ,1 , 2 , 0,2, 0,3, 0,2k p pS y S x k p     є відповідними 

базисними поліномами Ерміта, їх похідні відповідного степеня повинні 

задовольняти визначені умови у вузлових точках. При визначенні цих функцій 

використовується позначення  
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Зокрема,  0,01S y  – поліном 3-го степеня з властивостями: 
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Припустимо, що точний розв’язок задачі має вигляд:  
 

   , , ,tu x y t e u x y  . 
 

При цьому права частина рівняння теплопровідності: 
 

      , , , ,tf x y t e u x y u x y      . 

 

Графік функції  , ,f x y t  при 0t  , 2  ,  яка визначає щільність 

розподілу точкових джерел тепла у пластині, зображено на рис. 4.14. 
 

 
Рисунок 4.14 – Графік функції  , ,f x y t  при 0t  , 2   

 

Проведений обчислювальний експеримент показав, що відхилення 

наближеного розв’язку крайової задачі з вказаною правою частиною  , ,f x y t  
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має в рівномірній нормі похибку  2O h  , де h  – крок розбиття, згідно з 

теоретичними твердженнями, що задовольняє співвідношенню 
 

         112
00

0

t
ttS k

tu t u t C h u t e u e u d    
    

 
 , 

 

при умові, що задача Коші для системи ЗДР розв’язується (наприклад, методом 

Рунге-Кутта) з точністю, яка має такий же або менший порядок точності.  

Таким чином, запропонований метод побудови точних розв’язків 

нестаціонарної задачі теплопровідності в областях, складених з прямокутників, 

дозволяє використовувати ці розв’язки для випадків, коли 

    2,2,1, , 0,u x y t C D   . 

Опис програми обчислювальної реалізації задачі 4.5 в комп’ютерній 

системі MathCAD наведено в додатку Ж. 

 

4.5 Загальна похибка наближеного розв’язку нестаціонарної задачі 

теплопровідності, отриманого ІМСЕ 

 

Як відомо, загальна похибка [102], що виникає при розв’язанні задачі, 

складається з трьох типів похибок  
 

N M з      , 
 

де N  – неусувна похибка, або похибка початкових даних;  

      M  – похибка методу; 

      з  – похибка заокруглення. 

Неусувна похибка N  виникає, коли початкові дані є даними, що 

отримуються шляхом вимірювання, і її вплив на кінцевий результат знищити не 

можна. В досліджуваній задачі експериментальні дані, які використовуються, 

пов’язані з завданням початкової функції  0 ,u x y , граничних функцій, які 
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задані лише в точках границі області, та при створенні початкових даних при 

розв’язанні задачі Коші для системи ЗДР. 

Похибка M  методу в даній роботі визначається похибкою сплайн-

інтерполяції, побудованої на  основі сплайни-інтерлінації. Як було доведено в 

роботі, ця похибка    2 2 2
1 2M O O       при умові, що задача Коші для 

системи ЗДР розв’язується точно, або розв’язується з похибкою, меншою, ніж 

ця похибка. Крім того, похибка методу включає в себе похибку, яка виникає 

при зведенні системи ЗДР    A C t B C t D     до системи 

   1 1C t A B C t A D       . Тут похибка пов’язана не тільки з алгоритмом 

обернення матриці A , але й з множенням 1A B   та 1A D  . 

Похибка з  заокруглення виникає, якщо обчислення проводяться з 

невеликою кількістю розрядних чисел при виконанні арифметичних операцій. 

Цю похибку на даний час можна зменшити за допомогою проведення 

обчислень з більшою кількістю розрядів [6]. Така опція є в системах 

комп’ютерної математики Mathematica, MathCAD, Maple, Mathlab. 

 

Висновки до розділу 4 

 

У розділі описано та проведено аналіз результатів обчислювального 

експерименту при розв’язанні нестаціонарної задачі теплопровідності за 

допомогою ІМСЕ для прямокутника та деяких областей складної форми (Т-

 подібної області, рівнобічної трапеції, швелера). 

Аналізуючи результати обчислювального експерименту, можна зробити 

наступні висновки. 

1. При розв’язанні задачі нестаціонарної теплопровідності для квадратної 

пластини з похибкою  2O   класичним МСЕ необхідно розв’язувати задачу 

Коші для системи 4n  звичайних диференціальних рівнянь. Використання 

сплайн-інтерполяції функції    2,2,, ,u x y t C G R    за просторовими 
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змінними x , y , побудованої на основі сплайн-інтерлінації цих функцій, 

дозволяє зменшити на порядок кількість диференціальних рівнянь для 

досягнення тієї самої за порядком точності. Зокрема, для прямокутної області 

замість розв’язання 4n  диференціальних рівнянь достатньо розв’язати 32n  

диференціальних рівнянь, наприклад, при 10n   в 5 раз меншу кількість 

рівнянь. 

2. Досліджуваний в роботі інтерлінаційний метод скінченних елементів 

розв’язання крайових задач теплопровідності дозволяє значно зменшити 

порядок системи диференціальних рівнянь, до яких зводиться крайова задача, 

при досягненні такої ж самої точності. Це означає також, що для його 

обчислювальної реалізації потрібно використовувати меншу кількість часу, і 

при цьому можна отримувати меншу загальну похибку заокруглення. 

3. Узагальнення запропонованого ІМСЕ розв’язання нестаціонарної 

задачі теплопровідності на випадок областей складної форми може бути 

проведено за стандартною технологією для різних областей, що зручно для 

чисельної реалізації. 

Основні результати розділу 4 опубліковано у роботах [45, 60, 65, 62, 124]. 
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 ВИСНОВКИ  

 

 

В дисертаційній роботі одержано результати, які в сукупності є 

подальшим розвитком теорії інтерлінації функцій трьох змінних за двома 

просторовими змінними, методу лінійних інтегро-диференціальних рівнянь 

(ЛІДР) розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності, запропонованого в 

роботі Сергієнка І. В., Литвина О. М. 

1. На основі сплайн-інтерлінації функцій розроблено та досліджено 

новий метод (інтерлінаційний метод скінченних елементів – ІМСЕ) розв’язання 

нестаціонарної задачі теплопровідності з двома просторовими змінними у 

випадку областей складної геометричної форми, що дозволяє зберегти високу 

точність методу ЛІДР на основі заміни слідів відповідними сплайнами і 

зберегти можливість точного задовільнення граничним умовам. 

2. Вперше для тестування наближуючих та обчислювальних 

властивостей ІМСЕ розроблено метод побудови точних розв’язків 

нестаціонарних задач теплопровідності для областей складної форми, що 

дозволяє провести аналіз похибки наближення шляхом порівняння з точним 

розв'язком.  

3. Вперше проведено чисельну реалізацію запропонованого ІМСЕ 

розв’язання нестаціонарних задач про поширення тепла в областях складної 

форми та порівняльний аналіз розв’язків, отриманих ІМСЕ, класичним МСЕ та 

точних розв’язків. Це дозволяє підтвердити теоретичне твердження про те, що 

метод ІМСЕ зберігає похибку 2( )O   при розбитті області інтегрування на 

прямокутні елементи системою 2M  взаємно перпендикулярних прямих, в той 

час, як класичний метод МСЕ для досягнення такої ж похибки вимагає 

розбиття області інтегрування на  22M  взаємно перпендикулярних прямих.   

4. Вперше при чисельній реалізації розв’язання нестаціонарних задач 

теплопровідності запропоновано використовувати спеціальну нумерацію вузлів 

елементів, яка дозволяє в системі звичайних диференціальних рівнянь 
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   A C t B C t D    , що виникає при застосуванні ІМСЕ, зберегти блочно-

трьохдіагональну структуру матриць А і В. Це спрощує обчислювальну 

реалізацію, оскільки робота буде виконуватись з відомими типами матриць, для 

яких існують ефективні обчислювальні схеми. 

5. Проведене теоретичне обґрунтування інтерлінаційних та 

апроксимаційних властивостей наближеного розв’язку  за допомогою 

наведених теорем  підтверджене результатами обчислювального експерименту, 

проведеного для областей різної геометричної форми з використанням програм, 

створених дисертантом. Це дозволяє зробити висновок про високу 

ефективність запропонованого і розробленого ІМСЕ. 
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ДОДАТКИ  

 

 

Додаток А  

Опис програмної реалізації ІМСЕ розв’язання нестаціонарної задачі 

теплопровідності в прямокутній пластині в середовищі MathCAD 

 
2 2

2
2 2 ( , , )u u ua f x y t

t x y
   

      
,  , , 0x y t  , [0,1] [0,1]   , 

( , ,0) (1 ) (1 )u x y x x y y   , 

( , , ) 0u x y t   , 

 2( , , ) 2 (1 ) (1 ) (1 ) (1 )tf x y t e a x x y y x x y y            

( ,a   – деякі сталі). 

( , , ) (1 ) (1 ) tu x y t x x y y e     – точний розв’язок.  

 

ORIGIN 1  
Кількість вузлів, в яких знаходиться розв’язок задачі: : 5q   
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Побудова координатних функцій та їх похідних: 
 k x y( ) h x 2 1( ) h y 4 2( ) h x 4 2( ) h y 2 1( ) h x 2 1( ) h y 2 1( ) k 1if

h x 2 1( ) h y 4 1( ) k 2if

h x 2 1( ) h y 4 3( ) k 3if

h x 4 1( ) h y 2 1( ) k 4if

h x 4 3( ) h y 2 1( ) k 5if
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Px k x y( ) Ph x 2 1( ) h y 4 2( ) Ph x 4 2( ) h y 2 1( ) Ph x 2 1( ) h y 2 1( ) k 1if

Ph x 2 1( ) h y 4 1( ) k 2if

Ph x 2 1( ) h y 4 3( ) k 3if

Ph x 4 1( ) h y 2 1( ) k 4if

Ph x 4 3( ) h y 2 1( ) k 5if



 
Py k x y( ) h x 2 1( ) Ph y 4 2( ) h x 4 2( ) Ph y 2 1( ) h x 2 1( ) Ph y 2 1( ) k 1if

h x 2 1( ) Ph y 4 1( ) k 2if

h x 2 1( ) Ph y 4 3( ) k 3if

h x 4 1( ) Ph y 2 1( ) k 4if

h x 4 3( ) Ph y 2 1( ) k 5if



 
Обчислення матриць системи ЗДР: 
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as r
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r 1 qfor

s 1 qfor
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r 1 qfor
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f x y t( ) e t 2x 1 x( ) 2y 1 y( ) x 1 x( ) y 1 y( )[ ]

f0 x y( ) 2 x 1 x( ) 2 y 1 y( ) x 1 x( ) y 1 y( )

F

fs
0

1
y

0

1
xf0 x y( )  s x y( )





d




d

s 1 qfor
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D4 y1( ) A2 B5 y1( ) D5 t y1( ) D3 t( ) D4 y1( )  
Початковий розподіл температури в пластині: 

up x y( ) x 1 x( ) y 1 y( )  
Формування матриці-стовпця початкових умов: 
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y01 up 0.5 0.5( ) y02 up 0.5 0.25( )

y03 up 0.5 0.75( ) y04 up 0.25 0.5( )

y05 up 0.75 0.5( )         

Наближений розв’язок задачі: u rkfixed y0 0 0.1 1000 D5( )  

 

Точний розв’язок задачі: ut x y t( ) x 1 x( ) y 1 y( ) e t  

ut1 y0 e 0.001 ut2 y0 e 0.01 ut3 y0 e 0.1  

 

 
Рисунок А.1 –  Графіки точного і наближеного розв’язків 
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Додаток Б 

Опис та фрагменти програмної реалізації дослідження чисельної ефективності 

ІМСЕ для нестаціонарної задачі теплопровідності в середовищі MathCAD 

 

       
2 2

2 2

, , , , , ,
, ,

u x y Fo u x y Fo u x y Fo
f x y Fo

Fo x y
  

  
  

,   

   ( , ,0) ( , ), ( , ) 0,1 0,1u x y x y x y G    ,     

 , , 0 0
G

u x y Fo Fo

   . 

     , 1 1x y a x x y y     , 

         , , 1 1 2 1 2 1Fof x y Fo e x x y y y x x           . 

Точний розв’язок задачі має вигляд:      , , 1 1Fou x y Fo a e x x y y     . 

 

ORIGIN 1  
M 4 N 4  

MN1 M 1( ) N 1( ) MN2 M 1( ) M N( )  

Q M 1( ) N 1( ) N M2 1  N 1( )   
 

Кількість вузлів, в яких знаходиться розв’язок задачі: 81Q   
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Обчислення координат вузлів сітки: 
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Побудова координатних функцій та їх похідних. 
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Значення функції  ,x y  
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Формули для знаходження значень подвійних інтегралів (формули 

отримані аналітично): 

J1 M M2 i j( )
3 M 1

3 M3


j i Mif

1

6 M3


j i 1( ) M j i 1( ) Mif

i 1( ) M j

M3
i M j i 1( ) Mif

j i 1( ) M

M3
i 1( ) M j i Mif

0 j i 1( ) M j i 1( ) Mif

 J M i j( )
2

3 M
i jif

1
6 M

i j 1 i j 1if

0 i j 1 i j 1if



 
J2 M i j( ) 2M i jif

M i j 1 i j 1if

0 i j 1 i j 1if

 J3 M M2 i j( ) 2M j i Mif

M j i 1( ) M j i 1( ) Mif

0 i M j i 1( ) M i 1( ) M j i Mif

0 j i 1( ) M j i 1( ) Mif



 
 

Результат формування матриці А із застосуванням формул для подвійних 

інтегралів. 

 
Результат формування матриці В. 
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A4 A 1           A2 A4 B  

f x y t( ) e t 2x 1 x( ) 2y 1 y( ) x 1 x( ) y 1 y( )[ ]

f0 x y( ) 2 x 1 x( ) 2 y 1 y( ) x 1 x( ) y 1 y( )  

F

fs
0

1
y

0

1
xf0 x y( )  x y( )s 1





d




d

s 1 Qfor

f



   
 

D2 t( ) e t F D12 A4 F D3 t( ) D12 e t  
 

B5 y1( )

cii y1ii

ii 1 Qfor

c



 
 

D4 y1( ) A2 B5 y1( ) D5 t y1( ) D3 t( ) D4 y1( )  
Початковий розподіл температури в пластині: 

up x y( ) x 1 x( ) y 1 y( )    

nn 1 Q y0nn up Xnn Ynn  n 1000  
Наближений розв’язок задачі:  

u rkfixed y0 0 0.5 n D5( )  
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Формули точного і наближеного (ІМСЕ) розв’язків: 

UT x y t( ) e t x 1 x( ) y 1 y( ) UN x y( )

1

Q

mm

un 1 mm 1  x y( )mm 1 




 
Обчислення похибки наближення: 

ii 1 Q ZZii UT Xii Yii 0.5  UN Xii Yii   

i 1 101 j 1 101 XXXi
i 1
100

 YYYj
j 1
100


 

ZTi j UT XXXi YYYj 0.5  ZNi j UN XXXi YYYj 
 

 
POXi j ZNi j ZTi j  

    

 
 

Максимальна похибка дорівнює 0,000181 в момент часу 0,5t   при 100 х 

100 точках (при 1000 кроках в rkfixed). Максимальна похибка у вузлах 

дорівнює 0,000146. 

.Максимальна похибка дорівнює 0,00056 в момент часу 0,01t   при 100 х 

100 точках (при 100 кроках в rkfixed). Максимальна похибка у вузлах дорівнює 

0,000192. 

Максимальна похибка дорівнює 0,00032 в момент часу 0,1t   при 100 х 

100 точках (при 1000 кроках в rkfixed). Максимальна похибка у вузлах 

дорівнює 0,000168. 
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Додаток В 

Опис програмної реалізації МСЕ розв’язання нестаціонарної задачі 

теплопровідності для однорідної пластини в середовищі MathCAD 
 

2 2
2

2 2 ( , , )u u ua f x y t
t x y

   
      

,  , , 0x y t  , [0,1] [0,1]   , 

  ( , ,0) 2 (1 ) 2 (1 ) 1 1u x y x x y y x y x y          , 

( , , ) 0u x y t   , 

 ( , , ) 2 (1 ) 2 (1 ) (1 )(1 )tf x y t a e x x y y x y x y          

( ,a   – деякі сталі). 

( , , ) (1 ) (1 ) tu x y t a x x y y e     – точний розв’язок.  

 
ORIGIN 1

M 16 N 16 a1 20  1

hh x M i( ) M x i 1
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M
if

M x i 1
i

M
x

i 1
M

if

0 otherwise



 
 

Q M 1( ) N 1( )  – кількість вузлів, в яких знаходиться розв’язок. 
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n 10000 u rkfixed y0 0 1.0 n D5( )  
Формула точного розв’язку:  

UT x y t( ) a1 e  t x 1 x( ) y 1 y( )  
Формула наближеного розв’язку (ІМСЕ):  
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M 1
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Обчислення максимальної похибки наближення у вузлах сітки: 

ii 1 M 1 jj 1 N 1 POX1ii jj UT
ii 1
M

jj 1
N

 1.0





UN
ii 1
M

jj 1
N









 
Обчислення максимальної похибки наближення по всій пластині: 

i 1 101 j 1 101 XXXi
i 1
100

 YYYj
j 1
100


 

ZTi j UT XXXi YYYj 1.0  ZNi j UN XXXi YYYj 
 

POXi j ZNi j ZTi j  

 
Графічна ілюстрація отриманих чисельних результатів. 

  
а) б) 

Рисунок В.1 – Розподіл температури в момент часу t=0,1: 

а) на лінії y=0,5; б) на лінії x=0,5 
 

 
Рисунок В.2 – Залежність температури від часу в точці (0,5; 0,5) пластини 
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Додаток Г 

Опис програмної реалізації ІМСЕ розв’язання нестаціонарної задачі 

теплопровідності для Т-подібної області в середовищі MathCAD 
 

     2 , , , , , , , 0u a u x y t f x y t x y G t
t


    


, 

   0, ,0 ,u x y x y , 

 , , 0
G

u x y t

 , 

G  – Т-подібна область – вертикальний переріз балки, 

1 2G    ,    1 , 0,a a b    ,    2 , 0,c c d    . 

      , , , ,tf x y t e w x y w x y     , 

       1 2,, , ,x yw x y x y x y   , 

     2 2
1 ,x y a x y b y    ,      2 2

2 ,x y c x y d y    , 
2 2 2u v u v u v u v       , 2 2 2u v u v u v u v       . 

  2 2

1,
1

u v
u v

  
 

 

 
ORIGIN 1  2 M 4 N 4  
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0 otherwise
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0 otherwise

 Dhh x M i( ) M
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0 otherwise



a 1.0 b 0.5 c 1 d 0.25
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al u v( )
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1 u2 v2


 

1 x y( ) x a x( ) b y( ) y[ ] 2 x y( ) x d( ) y c y( ) a d x( )  
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w x y( ) 1 x y( ) 2 x y( ) 1 x y( )2
2 x y( )2

 2 al 1 x y( ) 2 x y( )  1 x y( ) 2 x y( ) 
 

f0 x y( ) 2x
w x y( )d

d

2

2y
w x y( )d

d

2
  w x y( )







 0 x 1( ) 0 y 0.5( )[ ] 0.25 x 0.75( ) 0.5 y 1( )[ ]if

0 otherwise



 

Побудова координатних функцій та їх похідних. 

 x y k( ) hh x M 1( ) hh y N2 N  hh x M2 M  hh y N 1( ) hh x M 1( ) hh y N 1( ) k 1if

hh x M 2( ) hh y N2 N  hh x M2 2 M  hh y N 1( ) hh x M 2( ) hh y N 1( ) k 13if

hh x M 3( ) hh y N2
 N  hh x M2

 3 M  hh y N 1( ) hh x M 3( ) hh y N 1( ) k 22if

hh x M 2( ) hh y N2
 2 N  hh x M2

 2M  hh y N 2( ) hh x M 2( ) hh y N 2( ) k 34if

hh x M 2( ) hh y N2
 3 N  hh x M2

 2M  hh y N 3( ) hh x M 2( ) hh y N 3( ) k 42if

hh x M 1( ) hh y N2
 k 1  2 k 4if

hh x M 1( ) hh y N2
 k  5 k 7if

hh x M2
 k 7  hh y N 1( ) 8 k 10if

hh x M2
 k 6  hh y N 1( ) 11 k 12if

hh x M 2( ) hh y N2
 k 13  14 k 16if

hh x M 2( ) hh y N2
 k 12  17 k 19if

hh x M2
 k 13  hh y N 1( ) k 20if

hh x M2 k 12  hh y N 1( ) k 21if

hh x M 3( ) hh y N2 k 22  23 k 25if

hh x M 3( ) hh y N2 k 21  26 k 28if

hh x M2
 k 19  hh y N 1( ) 29 k 30if

hh x M2
 k 18  hh y N 1( ) 31 k 33if

hh x M 2( ) hh y N2
 k 26  k 35if

hh x M2
 k 31  hh y N 2( ) 36 k 38if

hh x M2
 k 30  hh y N 2( ) 39 k 41if

hh x M 2( ) hh y N2
 k 33  43 k 44if

hh x M 2( ) hh y N2
 k 32  45 k 47if

hh x M2
 k 43  hh y N 3( ) 48 k 50if

hh x M2
 k 42  hh y N 3( ) 51 k 53if
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Dx x y k( ) Dhh x M 1( ) hh y N2 N  Dhh x M2 M  hh y N 1( ) Dhh x M 1( ) hh y N 1( ) k 1if

Dhh x M 2( ) hh y N2 N  Dhh x M2 2 M  hh y N 1( ) Dhh x M 2( ) hh y N 1( ) k 13if

Dhh x M 3( ) hh y N2 N  Dhh x M2 3 M  hh y N 1( ) Dhh x M 3( ) hh y N 1( ) k 22if

Dhh x M 2( ) hh y N2 2 N  Dhh x M2 2M  hh y N 2( ) Dhh x M 2( ) hh y N 2( ) k 34if

Dhh x M 2( ) hh y N2 3 N  Dhh x M2 2M  hh y N 3( ) Dhh x M 2( ) hh y N 3( ) k 42if

Dhh x M 1( ) hh y N2 k 1  2 k 4if

Dhh x M 1( ) hh y N2 k  5 k 7if

Dhh x M2 k 7  hh y N 1( ) 8 k 10if

Dhh x M2 k 6  hh y N 1( ) 11 k 12if

Dhh x M 2( ) hh y N2 k 13  14 k 16if

Dhh x M 2( ) hh y N2 k 12  17 k 19if

Dhh x M2 k 13  hh y N 1( ) k 20if

Dhh x M2 k 12  hh y N 1( ) k 21if

Dhh x M 3( ) hh y N2 k 22  23 k 25if

Dhh x M 3( ) hh y N2 k 21  26 k 28if

Dhh x M2 k 19  hh y N 1( ) 29 k 30if

Dhh x M2 k 18  hh y N 1( ) 31 k 33if

Dhh x M 2( ) hh y N2 k 26  k 35if

Dhh x M2 k 31  hh y N 2( ) 36 k 38if

Dhh x M2 k 30  hh y N 2( ) 39 k 41if

Dhh x M 2( ) hh y N2 k 33  43 k 44if

Dhh x M 2( ) hh y N2 k 32  45 k 47if

Dhh x M2 k 43  hh y N 3( ) 48 k 50if

Dhh x M2 k 42  hh y N 3( ) 51 k 53if
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Dy x y k( ) hh x M 1( ) Dhh y N2 N  hh x M2 M  Dhh y N 1( ) hh x M 1( ) Dhh y N 1( ) k 1if

hh x M 2( ) Dhh y N2 N  hh x M2 2 M  Dhh y N 1( ) hh x M 2( ) Dhh y N 1( ) k 13if

hh x M 3( ) Dhh y N2 N  hh x M2 3 M  Dhh y N 1( ) hh x M 3( ) Dhh y N 1( ) k 22if

hh x M 2( ) Dhh y N2 2 N  hh x M2 2M  Dhh y N 2( ) hh x M 2( ) Dhh y N 2( ) k 34if

hh x M 2( ) Dhh y N2 3 N  hh x M2 2M  Dhh y N 3( ) hh x M 2( ) Dhh y N 3( ) k 42if

hh x M 1( ) Dhh y N2 k 1  2 k 4if

hh x M 1( ) Dhh y N2 k  5 k 7if

hh x M2 k 7  Dhh y N 1( ) 8 k 10if

hh x M2 k 6  Dhh y N 1( ) 11 k 12if

hh x M 2( ) Dhh y N2 k 13  14 k 16if

hh x M 2( ) Dhh y N2 k 12  17 k 19if

hh x M2 k 13  Dhh y N 1( ) k 20if

hh x M2 k 12  Dhh y N 1( ) k 21if

hh x M 3( ) Dhh y N2 k 22  23 k 25if

hh x M 3( ) Dhh y N2 k 21  26 k 28if

hh x M2 k 19  Dhh y N 1( ) 29 k 30if

hh x M2 k 18  Dhh y N 1( ) 31 k 33if

hh x M 2( ) Dhh y N2 k 26  k 35if

hh x M2 k 31  Dhh y N 2( ) 36 k 38if

hh x M2 k 30  Dhh y N 2( ) 39 k 41if

hh x M 2( ) Dhh y N2 k 33  43 k 44if

hh x M 2( ) Dhh y N2 k 32  45 k 47if

hh x M2 k 43  Dhh y N 3( ) 48 k 50if

hh x M2 k 42  Dhh y N 3( ) 51 k 53if



 

Побудова матриць системи ЗДР, записаної в матричному вигляді. 
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Визначення вузлів сітки: 
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up x y( ) 20w x y( ) jj 1 53 y0jj up XXjj YYjj   

Розв’язання системи ЗДР. u Rkadapt y0 0 0.1 100 D5( )  
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Точний розв’язок задачі: 

Ut x y t( ) 20e  t w x y( ) p 1 53 zp Ut XXp YYp 0.1   

pp 1 53 upppp zpp u101 pp 1  

 
Максимальна похибка між розв’язками 

 
Графічна ілюстрація отриманих чисельних результатів. 

Utt x y( ) Ut x y 0.1( ) 0 x 1( ) 0 y 0.5( )[ ] 0.25 x 0.75( ) 0.5 y 1( )[ ]if

0 otherwise



kk 1 53 UUkk u101 kk 1    

UN x y( )

1

53

kk

u101 kk 1  x y kk( ) 
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Рисунок Г.1 – Точний (побудований за допомогою R-функцій) 
 та наближений розв’язки задачі 

 
Рисунок Г.2 – Графіки точного і наближеного розв’язків задачі при 0,1t    

на різних лініях 
UU x y( ) Ut x y 0.1( ) 0 x 1( ) 0 y 0.5( )[ ] 0.25 x 0.75( ) 0.5 y 1( )[ ]if

0 otherwise



UUU x y( ) UN x y( ) 0 x 1( ) 0 y 0.5( )[ ] 0.25 x 0.75( ) 0.5 y 1( )[ ]if

0 otherwise



ii 1 201 jj 1 201 XXii
ii 1
200

 YYjj
jj 1
200

 WWWii jj UUU XXii YYjj 
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Додаток Д 

Опис програмної реалізації ІМСЕ розв’язання нестаціонарної теплопровідності 

для області у вигляді рівнобічної трапеції в середовищі MathCAD 
 

        3 31 4 1 4 1
2 2

tu x y x y x yu e x y x y x y
t
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 , , 0x y G t  , 
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Точний розв’язок задачі: 
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Обчислення елементів матриці-стовпця Г. 
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Обчислення елементів матриці А. 
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A4 A 1
 D12 A4  D3 t( ) D12 e t

 A2 A4 B  

D4 C( ) A2 B5 C( ) D5 t C( ) D3 t( ) D4 C( )  
Початковий розподіл температури: 

up x y( ) x y( ) x   y   1
x



y









 

p1 1 N 1 C0p1 up
p1
N

 0






         

i 1 1001 j 1 N 1  

u rkfixed C0 0 0.01 1000 D5( ) Zi j ut


N
j 0 0.00001 i 1( )






 

          
Формула для знаходження наближеного розв’язку задачі: 
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ORIGIN 1       n 2 N  
Обчислення похибки наближення до точного розв’язку  
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i 1 n 1 xxi 
2
n

i 1( ) yyi 
2
n

i 1( )
 

ZZ

ai k ut xxi yy k 0.01 
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i 1
n
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kk n ii 2 n ii 2
n
2

for

ii
n
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2 n 1for
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 ZZN

ai k un xxi yy k 1001 

k n i 2 n 1for

i 1
n
2
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aii kk un xxii yykk 1001 

kk n ii 2 n ii 2
n
2

for

ii
n
2

2 n 1for
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i 1 n 1 j 1 n 1 POHi j ZZi j ZZNi j  

 
Точний розв’язок: 

 
Наближений розв’язок: 
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Додаток Ж 

Опис програмної реалізації побудови точного розв’язку задачі нестаціонарної 

теплопровідності для області, що має форму швелера, в середовищі MathCAD 
 

 , ,u u f x y t
t


  


,    ,x y D , 0t  , 

   0, ,0 ,u x y x y , 

 , , 0
D

u x y t

 , 

Область 1 2\D П П , де    1 , 0,П a a b   ,    2 , ,П c c d b   . 

x0 0 x1
1
3

 x2
2
3

 x3 1 y0 0 y1 0.5 y2 1
 

C0110 10 C0011 5 C1211 2 C3111 5

C3110 10 C3011 5 C0111 5 C2211 2

C1011 15 C2011 15 C1001 10 C2001 10

C1111 15 C2111 15 C3211 25 C0211 25  
 

H00 x( ) x x1( )2 1

x0 x1( ) 2
2 x0 x( )

x0 x1( )3









 H00p x( )
x

H00 x( )d
d



 
H01 x( ) x x1( ) 2 x x0

x0 x1( ) 2
 x0 x x1if

0 otherwise

 H01p x( )
x

x x1( ) 2 x x0

x0 x1( ) 2









d
d

x0 x x1if

0 otherwise



 

H10 x( ) x x0( )2 x1 x0 2 x1 x( )

x1 x0( )3








 x0 x x1if

x x2( )2 x1 x2 2 x1 x( )

x1 x2( )3








 x1 x x2if

 H10p x( )
x

x x0( )2 x1 x0 2 x1 x( )

x1 x0( )3
















d
d

x0 x x1if

x
x x2( )2 x1 x2 2 x1 x( )

x1 x2( )3
















d
d

x1 x x2if



 

H11 x( ) x x0( )2 x x1

x1 x0( ) 2
 x0 x x1if

x x2( )2 x x1

x1 x2( ) 2
 x1 x x2if

 H11p x( )
x

x x0( ) 2 x x1

x1 x0( ) 2









d
d

x0 x x1if

x
x x2( ) 2 x x1

x1 x2( ) 2









d
d

x1 x x2if



H11 x1( )  H11 x0( )  H11 x2( )  
H20 x( ) x x1( )2 x2 x1 2 x2 x( )

x2 x1( )3








 x1 x x2if

x x3( )2 x2 x3 2 x2 x( )

x2 x3( )3








 x2 x x3if

 H20p x( )
x

x x1( )2 x2 x1 2 x2 x( )

x2 x1( )3
















d
d

x1 x x2if

x
x x3( )2 x2 x3 2 x2 x( )

x2 x3( )3
















d
d

x2 x x3if
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H21 x( ) x x1( )2 x x2

x2 x1( ) 2
 x1 x x2if

x x3( )2 x x2

x2 x3( ) 2
 x2 x x3if

 H21p x( )
x

x x1( ) 2 x x2

x2 x1( ) 2









d
d

x1 x x2if

x
x x3( ) 2 x x2

x2 x3( ) 2









d
d

x2 x x3if



 

H30 x( ) x x2( )2 1

x3 x2( ) 2
2 x3 x( )

x3 x2( )3









 H30p x( )
x

H30 x( )d
d



 
 

H31 x( ) x x2( )2 x x3

x3 x2( ) 2
 x2 x x3if

0 otherwise

 H31p x( )
x

H31 x( )d
d



 
 

h00 y( ) y y1( )2 1

y0 y1( ) 2
2 y0 y( )

y0 y1( )3









 h00p y( )
y

h00 y( )d
d



 
 

h01 y( ) y y1( )2 y y0

y0 y1( ) 2
 h01p y( )

y
h01 y( )d

d


 
 

h10 y( ) y y0( )2 1

y1 y0( ) 2
2 y1 y( )

y1 y0( )3









 h10p y( )
y

h10 y( )d
d



 
 

h10 y( ) y y0( ) 2 y1 y0 2 y1 y( )

y1 y0( ) 3








 y0 y y1if

y y2( ) 2 y1 y2 2 y1 y( )

y1 y2( ) 3








 y1 y y2if

 h10p y( )
y

y y0( ) 2 y1 y0 2 y1 y( )

y1 y0( ) 3
















d
d

y0 y y1if

y
y y2( ) 2 y1 y2 2 y1 y( )

y1 y2( ) 3
















d
d

y1 y y2if



 
 

h11 y( ) y y0( ) 2 y y1

y1 y0( )2
 y0 y y1if

y y2( ) 2 y y1

y1 y2( )2
 y1 y y2if

 h11p y( )
y

y y0( )2 y y1

y1 y0( ) 2









d
d

y0 y y1if

y
y y2( )2 y y1

y1 y2( ) 2









d
d

y1 y y2if



 
 

h20 y( ) y y1( )2 1

y2 y1( ) 2
2 y2 y( )

y2 y1( )3









 h20p y( )
y

h20 y( )d
d



 
 

h21 y( ) y y1( )2 y y2

y2 y1( ) 2
 h21p y( )

y
h21 y( )d

d


 
 

YY x( ) C2011 H21 x( ) C2001 H20 x( ) C3011 H31 x( )

XX x( ) C0011 H01 x( ) C1001 H10 x( ) C1011 H11 x( )  
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01 x( ) C0011 H01 x( ) C1001 H10 x( ) C1011 H11 x( ) x0 x x1if

C1001 H10 x( ) C1011 H11 x( ) C2011 H21 x( ) C2001 H20 x( ) x1 x x2if

C2011 H21 x( ) C2001 H20 x( ) C3011 H31 x( ) x2 x x3if



01p x( ) C0011 H01p x( ) C1001 H10p x( ) C1011 H11p x( ) x0 x x1if

C1001 H10p x( ) C1011 H11p x( ) C2011 H21p x( ) C2001 H20p x( ) x1 x x2if

C2011 H21p x( ) C2001 H20p x( ) C3011 H31p x( ) x2 x x3if



 

10 x( )
C0110 x x0( ) x x1( )2

x0 x1( )2
x0 x x1if

C3110 x x3( ) x x2( )2

x3 x2( )2
x2 x x3if

0 otherwise

 10p x( )
x

C0110 x x0( ) x x1( )2

x0 x1( ) 2
d
d

x0 x x1if

x
C3110 x x3( ) x x2( )2

x3 x2( ) 2
d
d

x2 x x3if

0 otherwise



 
11 x( ) C0111 H01 x( ) C1111 H11 x( ) x0 x x1if

C1111 H11 x( ) C2111 H21 x( ) x1 x x2if

C2111 H21 x( ) C3111 H31 x( ) x2 x x3if

 11p x( ) C0111 H01p x( ) C1111 H11p x( ) x0 x x1if

C1111 H11p x( ) C2111 H21p x( ) x1 x x2if

C2111 H21p x( ) C3111 H31p x( ) x2 x x3if



 
21 x( ) C0211 H01 x( ) C1211 H11 x( ) x0 x x1if

C2211 H21 x( ) C3211 H31 x( ) x2 x x3if

0 otherwise

 21p x( ) C0211 H01p x( ) C1211 H11p x( ) x0 x x1if

C2211 H21p x( ) C3211 H31p x( ) x2 x x3if

0 otherwise



 

01 y( ) C0011 h01 y( ) C0110 h10 y( ) C0111 h11 y( ) y0 y y1if
C0110 h10 y( ) C0111 h11 y( ) C0211 h21 y( ) y1 y y2if



 
 

10 y( )
C1001 y y0( ) y y1( )2

y0 y1( )2
y0 y y1if

0 otherwise

 10p y( )
y
10 y( )d

d


 
 

11 y( ) C1011 h01 y( ) C1111 h11 y( ) y0 y y1if

C1111 h11 y( ) C1211 h21 y( ) y1 y y2if

 11p y( ) C1011 h01p y( ) C1111 h11p y( ) y0 y y1if

C1111 h11p y( ) C1211 h21p y( ) y1 y y2if



 

20 y( )
C2001 y y0( ) y y1( )2

y0 y1( ) 2
y0 y y1if

0 otherwise

 20p y( )
y

C2001 y y0( ) y y1( ) 2

y0 y1( ) 2
d
d

y0 y y1if

0 otherwise



 
21 y( ) C2011 h01 y( ) C2111 h11 y( ) y0 y y1if

C2111 h11 y( ) C2211 h21 y( ) y1 y y2if

 21p y( ) C2011 h01p y( ) C2111 h11p y( ) y0 y y1if

C2111 h11p y( ) C2211 h21p y( ) y1 y y2if



 

31 y( ) C3011 h01 y( ) C3110 h10 y( ) C3111 h11 y( ) y0 y y1if
C3110 h10 y( ) C3111 h11 y( ) C3211 h21 y( ) y1 y y2if



 
 
31p y( ) C3011 h01p y( ) C3110 h10p y( ) C3111 h11p y( ) y0 y y1if

C3110 h10p y( ) C3111 h11p y( ) C3211 h21p y( ) y1 y y2if
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C3211

U11 x y( ) 01 x( ) h01 y( ) 10 x( ) h10 y( ) 11 x( ) h11 y( )

U12 x y( ) 01 y( ) H01 x( ) 10 y( ) H10 x( ) 11 y( ) H11 x( )

U13 x y( ) C0011 H01 x( ) h01 y( ) C1001 H10 x( ) h01 y( ) C1011 H11 x( ) h01 y( )

U14 x y( ) C0110 H01 x( ) h10 y( ) C0111 H01 x( ) h11 y( ) C1111 H11 x( ) h11 y( )

UU1 x y( ) U11 x y( ) U12 x y( ) U13 x y( ) U14 x y( )  
U21 x y( ) 01 x( ) h01 y( ) 11 x( ) h11 y( )

U22 x y( ) 10 y( ) H10 x( ) 20 y( ) H20 x( ) 21 y( ) H21 x( ) 11 y( ) H11 x( )

U23 x y( ) C1001 H10 x( ) h01 y( ) C1011 H11 x( ) h01 y( ) C2001 H20 x( ) h01 y( )

U24 x y( ) C2011 H21 x( ) h01 y( ) C1111 H11 x( ) h11 y( ) C2111 H21 x( ) h11 y( )

UU2 x y( ) U21 x y( ) U22 x y( ) U23 x y( ) U24 x y( )

U31 x y( ) 01 x( ) h01 y( ) 10 x( ) h10 y( ) 11 x( ) h11 y( )

U32 x y( ) 20 y( ) H20 x( ) 21 y( ) H21 x( ) 31 y( ) H31 x( )
U33 x y( ) C2001 H20 x( ) h01 y( ) C2011 H21 x( ) h01 y( ) C3011 H31 x( ) h01 y( )

U34 x y( ) C3110 H31 x( ) h10 y( ) C2111 H21 x( ) h11 y( ) C3111 H31 x( ) h11 y( )  
UU3 x y( ) U31 x y( ) U32 x y( ) U33 x y( ) U34 x y( )

U41 x y( ) 10 x( ) h10 y( ) 11 x( ) h11 y( ) 21 x( ) h21 y( )

U42 x y( ) 01 y( ) H01 x( ) 11 y( ) H11 x( )

U43 x y( ) C0110 H01 x( ) h10 y( ) C0111 H01 x( ) h11 y( ) C1111 H11 x( ) h11 y( )

U44 x y( ) C0211 H01 x( ) h21 y( ) C1211 H11 x( ) h21 y( )

UU4 x y( ) U41 x y( ) U42 x y( ) U43 x y( ) U44 x y( )

U51 x y( ) 10 x( ) h10 y( ) 11 x( ) h11 y( ) 21 x( ) h21 y( )

U52 x y( ) 21 y( ) H21 x( ) 31 y( ) H31 x( )

U53 x y( ) C3110 H31 x( ) h10 y( ) C2111 H21 x( ) h11 y( ) C3111 H31 x( ) h11 y( )

U54 x y( ) C2211 H21 x( ) h21 y( ) C3211 H31 x( ) h21 y( )

UU5 x y( ) U51 x y( ) U52 x y( ) U53 x y( ) U54 x y( )  
 

Формула точного розв’язку сформульованої задачі: 
 
UU x y( ) UU1 x y( ) x0 x x1 y0 y y1if

UU2 x y( ) x1 x x2 y0 y y1if
UU3 x y( ) x2 x x3 y0 y y1if

UU4 x y( ) x0 x x1 y1 y y2if
UU5 x y( ) x2 x x3 y1 y y2if

0 otherwise
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D2xUU1 x y( ) 2x
UU1 x y( )d

d

2
 D2xUU2 x y( ) 2x

UU2 x y( )d
d

2
 D2xUU3 x y( ) 2x

UU3 x y( )d
d

2


D2xUU4 x y( ) 2x
UU4 x y( )d

d

2
 D2xUU5 x y( ) 2x

UU5 x y( )d
d

2


D2yUU1 x y( ) 2y
UU1 x y( )d

d

2
 D2yUU2 x y( ) 2y

UU2 x y( )d
d

2


D2yUU4 x y( ) 2y
UU4 x y( )d

d

2
 D2yUU5 x y( ) 2y

UU5 x y( )d
d

2
 D2yUU3 x y( ) 2y

UU3 x y( )d
d

2


 
f x y t( ) e  t  UU1 x y( ) D2xUU1 x y( ) D2yUU1 x y( )  x0 x x1 y0 y y1if

e  t  UU2 x y( ) D2xUU2 x y( ) D2yUU2 x y( )  x1 x x2 y0 y y1if

e  t  UU3 x y( ) D2xUU3 x y( ) D2yUU3 x y( )  x2 x x3 y0 y y1if

e  t  UU4 x y( ) D2xUU4 x y( ) D2yUU4 x y( )  x0 x x1 y1 y y2if

e  t  UU5 x y( ) D2xUU5 x y( ) D2yUU5 x y( )  x2 x x3 y1 y y2if

0 otherwise



 
 

i 0 20 j 0 20 Xi i 0.05 Yj j 0.05        Zi j UU Xi Yj   
 
Точний розв’язок задачі:  

    

 
Рисунок Ж.1 – Точний розв’язок задачі 
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Додаток К 

Акти впровадження 
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