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АНОТАЦIЯ

Пiчугiна О.С. Моделювання евклiдових комбiнаторних конфiгурацiй. –

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.05.02 – математичне моделювання та обчислювальнi

методи. – Харкiвський нацiональний унiверситет радiоелектронiки, Нацiо-

нальний аерокосмiчний унiверситет iменi М. Є. Жуковського «Харкiвський

авiацiйний iнститут», Мiнiстерство освiти i науки України, Харкiв, 2018.

Дисертацiю присвячено питанню формалiзацiї екстремальних задач

комбiнаторного характеру як задач оптимiзацiї на скiнченних точкових кон-

фiгурацiях у евклiдовому просторi. У нiй представлено новий погляд на

комбiнаторнi конфiгурацiї як математичнi об’єкти i на його основi запропо-

новано iнновацiйнi пiдходи до моделювання цих конфiгурацiй i застосування

в областi оптимiзацiї.

Неухильне ускладнення реальних задач, якi потребують вирiшення на

даний час, висуває новi вимоги до їх математичного моделювання та адаптацiї

до застосування наявного математичного апарату. Це викликає необхiднiсть

введення нових математичних об’єктiв, якi дозволяють формалiзувати цi

задачi, з огляду на їх дискретно-неперервний i екстремальний характер.

Такi об’єкти, з одного боку, повиннi вiдображати комбiнаторнi структури,

якi видiляються у цих задачах, з iншого – повиннi встановлювати зв’язок

мiж комбiнаторними просторами, що виникають при цьому, i неперервними,

такими, як евклiдiв, для того щоб весь арсенал сучасної теорiї оптимiзацiї

став застосовним до розв’язання екстремальних комбiнаторних задач.

Метою роботи є розробка загальної методологiї дослiдження екстре-

мальних задач на множинах комбiнаторних конфiгурацiй, вiдображених у

евклiдiв простiр. Для досягнення поставленої мети в дисертацiї були вирiшенi
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наступнi завдання.

– аналiз пiдходiв до вiдображення комбiнаторних конфiгурацiй в евклi-

дiв простiр та видiлення нових математичних об’єктiв – евклiдових комбiна-

торних конфiгурацiй, що є результатом даного вiдображення;

– аналiз i класифiкацiя екстремальних задач на множинах евклiдових

комбiнаторних конфiгурацiй залежно вiд вигляду допустимої областi та

заданих на нiй функцiй;

– формування типологiї множин евклiдових комбiнаторних конфiгура-

цiй та дослiдження алгебро-топологiчних i тополого-метричних властивостей

рiзних класiв таких множин;

– аналiз i побудова аналiтичних моделей множин евклiдових комбiна-

торних конфiгурацiй;

– дослiдження властивостей функцiй, заданих на множинах евклiдових

комбiнаторних конфiгурацiй, включаючи пошук шляхiв побудови опуклих

продовжень та оцiнки мiнiмумiв функцiй для спецiальних класiв множин i

функцiй;

– побудова та дослiдження математичних моделей екстремальних ком-

бiнаторних задач як оптимiзацiйних задач на множинах евклiдових комбiна-

торних конфiгурацiй;

– розроблення методологiї дослiдження екстремальних задач на мно-

жинах евклiдових комбiнаторних конфiгурацiй та її реалiзацiя на модельних

задачах.

Особливий клас математичних моделей екстремальних комбiнаторних

задач (COPs) утворюють евклiдовi постановки, допустимої областю яких

є скiнченi точковi конфiгурацiї у евклiдовому просторi. Їх перевагою є мо-

жливiсть застосування до їх розв’язання: властивостей евклiдова простору;

переходу вiд дискретної множини до розгляду континуальних, таких, як

опукла оболонка та описана гiперповерхня; поєднання класичних методiв

дискретного та нелiнiйного програмування зi специфiкою допустимої обла-
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стi. Евклiдова постановка вiдома на сьогоднiшнiй день для вузького класу

комбiнаторних задач, а для тих, для яких вона вiдома, вона визначена нео-

днозначно в силу дискретностi допустимої областi. Вiдповiдно, з’являється

вибiр математичної моделi, отже, i методу розв’язання поставленої задачi.

З точки зору комплексного застосування методiв дискретного i непе-

рервного програмування, особливий iнтерес представляють евклiдовi по-

становки задач комбiнаторної оптимiзацiї в алгебраїчнiй формi (так званi

неперервнi формулювання), коли допустима дискретна область аналiтично

зображується скiнченою кiлькiстю функцiональних залежностей, формуючи

таким чином її «неперервну» модель. Тому актуальним є розширення числа

евклiдових постановок, побудова рiзних їх форм, у тому числi, неперервних,

порiвняння ефективностi розв’язання COPs у рiзних евклiдових постановках.

У данiй роботi детально розглянуто першi два аспекти для множин

комбiнаторних конфiгурацiй за К. Бержем, елементами яких є вiдображення

скiнченої множини у скiнчену множину векторiв однакової розмiрностi. Такi

множини часто виникають у теоретичних i практичних областях. Так, у

задачах геометричного проектування (GD) геометрична iнформацiя про

об’єкти зазвичай задається саме у такiй формi. Класичнi геометричнi конфi-

гурацiї точок та лiнiй на площинi також представляються впорядкованими

вибiрками булевих векторiв i т. д.

У рамках видiлення комбiнаторної структури в GD-задачах та пошуку

їх формулювань як задач математичного програмування, що передбачають

вiдображеннi (занурення) в евклiдiв простiр, Ю.Г. Стояном було видiлено

клас так званих евклiдових комбiнаторних множин (e-множин), що дозво-

ляють таке занурення без втрати сутi задачi. Згодом дослiдження екстре-

мальних задач на образах e-множини сформувалося в напрям «Евклiдова

комбiнаторна оптимiзацiя» (ECO), в якому видiляються окремi напрямки –

моделювання практичних задач у формi задач ECO (ECOPs), дослiдження

властивостей образiв комбiнаторних множин, вивчення поведiнки заданих
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на них функцiй, розроблення на їх основi методiв комбiнаторної оптимiза-

цiї. Дана робота продовжує дослiдження в областi ECO у всiх зазначених

напрямках, а також у вивченнi можливостей їх поєднання.

На основi аналiзу сучасних проблем математичного моделювання ре-

альних задач у формi задач ECO та з метою їх розв’язання було введено

новий клас математичних об’єктiв – евклiдовi комбiнаторнi конфiгурацiї

(e-конфiгурацiї) – i множини е-конфiгурацiй (C–множини), якi об’єднують по-

няття конфiгурацiй за К. Бержем та e-множин. C–множина представляється

композицiєю вiдображень, що переводять скiнчену множину довiльної комбi-

наторної природи у скiнчену точкову конфiгурацiю (FPC). Дослiджено рiзнi

способи таких вiдображень як способи моделювання C–множин, включаючи

тi, що зберiгають iнформацiю про усi параметри конфiгурацiй.

Видiлено основнi характеристики C–множин – iндукуюча мультимно-

жина (IM), твiрна множина (GS) та розмiрнiсть простору n, в якому їх

задано. Дослiдження впливу комбiнацiї IM/GS/n на властивостi C–множин

покладено в основу першого напряму дослiдження C–множин – структур-

ного аналiзу (С-A). Другим напрямком є вивчення алгебро-топологiчних i

тополого-метричних властивостей C–множин i пов’язаних з ними об’єктiв,

таких, як C–многогранник i C–граф (геометричний аналiз, G-A).

Представлено вичерпну типологiю C–множин, що ґрунтується на

С-А, видiлено основнi комбiнаторнi типи (T ) e-конфiгурацiй, що потребують

рiзних пiдходiв до моделювання. Серед них, e-конфiгурацiї перестановок,

перестановок зi знаком та розмiщень. Крiм цього, представленi їх узагаль-

нення – e-конфiгурацiй полiперестановок i полiрозмiщень, перестановок та

розмiщень векторiв, а також спецiальнi класи – e-конфiгурацiї з повторення-

ми i без повторень, булевi, трiйковi, парнi i т.п. З числа C–множин, видiлено

клас базових (Cb–множини), що володiють найбiльш вираженою комбiнатор-

ною структурою серед C–множин, заданих параметрами IM/GS/n/T , i тому

дозволяють моделювання в термiнах лише цих параметрiв.
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Запропоновано типологiю C–множин на основi їх G-A, ключовим фа-

ктором якої є встановлення зв’язку мiж C–множиною як FPC, її опуклою

оболонкою та описаними строго опуклими поверхнями. Зокрема, видiлено

класи вершинно- (VLSs), поверхнево розташованих (SLSs), полiедрально-

поверхневих (PSSs) та багаторiвневих C–множин, а також встановлено взає-

мозв’язок мiж ними. Видiлення VLS-класу та акцент на його дослiдженнi

пов’язанi з їх специфiчними властивостями, зокрема, з можливiстю застосува-

ння теорiї опуклих продовжень (ОП) функцiй, заданих на VLSs. Серед PSSs,

особливe увагe придiлено полiедрально-сферичним C–множинам (PSpSs) як

таким, що характеризуються специфiкою при розв’язаннi ECOPs на них.

Дослiджено питання моделювання Cb–множин за допомогою розби-

ття, теоретико-множинних операцiй та лiнiйних перетворень над iншими

Cb–множинами. Так, у рамках вивчення питання моделювання цих множин

як об’єднання iнших Cb–множин, запропоновано типологiю способiв їх де-

композицiй залежно вiд мети моделювання та викладено загальнi пiдходи до

декомпозицiї C–множин на базi C-A i G-A. Здiйснено C-A шляхiв розбиття

е-множин на класи еквiвалентностi за їх комбiнаторною iзоморфнiстю. До-

слiджено властивостi класiв PSpSs та VLSs, а також запропоновано шляхи

зведення дослiдження будь-якої FPC до розгляду VLS, зокрема PSpS.

Як основний метод моделювання C–множин було обрано їх представ-

лення як C–множин з додатковими функцiональними обмеженнями або як

результат теоретико-множинних операцiй над iншими C–множинами. Тому

дослiдженню властивостей видiлених класiв Cb—множин та екстремальних

властивостей функцiй, заданих на цих множинах, придiлено особливу увагу.

Було поставлено ряд G-A-задач на C–множинах i розв’язано їх для класiв,

введених вперше. Крiм цього, було узагальнено i розвинуто результати даного

напрямку для розглянутих ранiше образiв e-множин. Зокрема, було розгля-

нуто задачу побудови H-представлень C–многограннiков та пошуку описаних

сильно опуклих поверхонь, що є складовими полiедральних-поверхневих
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представлень (PSRs) C–множин. У рамках дослiдження екстремальних вла-

стивостей функцiй, заданих на C–множинах, було дослiджено поведiнку

кiлькох класiв функцiй, таких, як лiнiйнi, квадратичнi, опуклi. Крiм цьо-

го, буда адаптована до C–множин та отримала подальший розвиток теорiя

оцiнок мiнiмумiв функцiй.

Дослiджено способи моделювання C–множин у аналiтичнiй формi в

термiнах декартових координат. З цiєю метою введено поняття неперерв-

ного функцiонального представлення (f-представлення) C–множини як її

зображення системою функцiональних залежностей. Представлено типоло-

гiю f-представлень залежно вiд кiлькостi та вигляду складових обмежень.

Зокрема, видiлено клас строгих f-представлень (SRs), якi описують цi мно-

жини системами рiвнянь; нестрогих f-представлень, в якому присутнi тiльки

нерiвностi; та змiшаних (MRs). За допомогою апарату дiйсної алгебраїчної

геометрiї, узагальненого з кiльця полiномiв на кiльце неперервних функцiй,

сформульовано основнi методи побудови f-представлень C–множин i їх еквiва-

лентних перетворень з акцентом на тих, що ґрунтуються на C-A i G-A. Серед

незвiдних SRs, акцент зроблено на двох класах – n-компонентних (пересiчнi,

ISRs) та опуклих двокомпонентних (дотичнi f-представлення, TSRs), серед

MRs – на PSRs. Iнтерес до ISRs викликаний можливiстю їх побудови на осно-

вi C-A. TSRs цiкавi тим, що вони мiстять мiнiмальну кiлькiсть обмежень для

визначення дискретної множини за допомогою обмежень-рiвностей, заданих

опуклими функцiями. Для зображення VLSs PSRs привабливi тим, що поро-

джують два типи релаксацiй – полiедральну та поверхневу, комбiнацiя яких

дозволяє формувати ефективнi методи розв’язання ECOps. Для введених

класiв C–множин побудовано ряд f-представлень, зокрема, ISRs, TSRs та

PSRs, i проведено їх порiвняльний аналiз.

Отримала подальший розвиток теорiя ОП у таких напрямках – дослi-

дження умов iснування ОП, введення нових класiв продовжень функцiй,

узагальнення iснуючих i пошук нових конструктивних способiв побудови
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ОП, що ґрунтуються на C-A i G-A, видiлення класiв функцiй, для яких ОП

будуються в явному виглядi. Зокрема, запропоновано загальну методоло-

гiю побудови ОП квадратичних функцiй з PSpSs. Для класу Cb–множин

перестановок встановлено iснування ОП полiномов у формi позiномов.

Встановлено зв’язок рiзних класiв продовжень функцiй з f-представлен-

нями C–множин. Отриманi результати застосованi до математичного моделю-

вання COPs як задач ECOPs. Так, побудовано гнучку математичну модель,

що включає рiзнi комбiнацiй мiж прямими та функцiональними обмеження-

ми, а також мiж залученими у нiй C–множинами. Це дозволило застосування

до розв’язання ECOPs на видiлених класах C–множин, крiм класичного апа-

рату дискретного програмування, методiв нелiнiйної оптимiзацiї, а також

спецiальних пiдходiв, якi використовують встановленi властивостi C–множин.

Теорiя ОП застосована у виробленнi загальної концепцiї використання ме-

тодiв опуклої оптимiзацiї до розв’язання COPs. Продемонстровано широку

застосовнiсть отриманих результатiв побудови SRs i PSpSs у формуваннi

продовжень функцiй з C–множин та оптимiзацiї на них.

Застосовнiсть отриманих результатiв до моделювання задач практи-

чного та теоретичного змiсту показано на прикладi: задачi розмiщення

об’єктiв, заданих однаковим числом метричних характеристик, рядi задач

теорiї графiв, а також SAT-задачi. Також деякi з вiдомих ранiше евклiдових

постановок задач на образах е-множин переформульовано в термiнах екстре-

мальних задач на C– та Cb–множинах. У сукупностi з можливiстю вибору

математичних моделей Cb–множин з числа побудованих та запропонованих

способiв продовжень з них, це дозволило суттєво розширити сферу засто-

сування рiзних оптимiзацiйних методiв, як класичних, так i спецiальних,

вiдповiдно, свiдчити про полiпшення результатiв для вiдомих класiв ECOPs

та можливiсть розв’язання деяких нових класiв задач комбiнаторної опти-

мiзацiї. За результатами проведеного дослiдження формалiзовано загальну

методологiю вивчення та розв’язання COPs через еквiвалентнi ECOPs.
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SUMMARY

Pichugina O.S. Modeling of Euclidean combinatorial configurations. –

Qualification scientific study with manuscript copyright.

A thesis submitted in fulfillment of the requirements for the degree of

Doctor of Science in Physics and Mathematics in specialty 01.05.02 – mathemati-

cal modelling and numerical methods. – Kharkiv National University of Radi-

oelectronics, National Aerospace University named after N. E. Zhukovsky "Kharkiv

Aviation InstituteMinistry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2018.

The thesis is dedicated to a formalization of extreme problems of a combi-

natorial nature as optimization problems on finite point configurations in Eucli-

dean space. It presents a new perspective on combinatorial configurations as

mathematical objects underlying innovative approaches to modeling the confi-

gurations and their applications in optimization.

The steady increase in complexity of the modern real-world problems that

need solving today puts forward the new requirements for their mathematical

modeling and adaptation for the application of existing mathematical tools. This

necessitates the introduction of new mathematical objects, allowing formalization

of these problems, given their discrete-continuous and extreme nature. Such

objects, on the one hand, should reflect the combinatorial structures that can be

singled out in these problems, and on the other hand, should establish a connection

between the combinatorial spaces arising in this case and the continuous spaces,

such as Euclidean, in order to make the whole arsenal of contemporary theoretical

optimization tools applicable to solving the extreme combinatorial problems.

The goal of this work is to develop a general methodology for studying

extreme problems on combinatorial configuration sets mapped into Euclidean

space. To achieve this goal, the following tasks were solved in the thesis:

– analysis of approaches to the mapping of combinatorial configurations
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into Euclidean space and singling out new mathematical objects – Euclidean

combinatorial configurations – as a result of this mapping;

– analysis and classification of extreme problems on Euclidean combinatorial

configurations’ sets depending on their admissible domain type and functions

given on it;

– typology formation of Euclidean combinatorial configurations’ of sets and

the study of algebraic topological and metric topological properties of different

classes of the sets;

– analysis and construction of analytic models of Euclidean combinatorial

configurations sets;

– investigating properties of functions given on Euclidean combinatorial

configurations’ sets including a search for approaches to constructing convex

extensions and estimates of functions’ minima for special classes of the sets and

functions;

– construction and study of mathematical models of extreme combinatorial

problems as optimization problems on Euclidean combinatorial configurations’

sets and their exploring;

– the development of a methodology for investigating extreme problems on

sets of Euclidean combinatorial configurations and its implementation for test

problems.

A special class of mathematical models of extreme combinatorial problems

(COPs) is a collection of their Euclidean statements, where an admissible domain

is a finite point configuration in Euclidean space. Their advantage is the possibility

of applying to their solving: properties of Euclidean space; a transition from a

discrete set to considering continual ones, such as a convex hull or a circumsurface;

combining discrete and nonlinear optimization techniques with properties of the

admissible domain. By now, a Euclidean formulation is known for a narrow

class of combinatorial problems, and for those for which it is available, such

a formulation is defined ambiguously due to the discreteness of the domain.
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Respectively, there is a choice of the mathematical model and, therefore, there is

an alternative of methods to solve the optimization problem.

Regarding combining discrete and continuous optimization methods, Eucli-

dean formulations of extreme combinatorial problems in algebraic form (conti-

nuous formulations) are of particular interest, where the admissible discrete

domain is described by a finite set of functional dependencies, thereby generating

its “continuous” model. Therefore, it is relevant to expand the class of Eucli-

dean statements; to construct their various forms, including continuous ones;

to compare the efficiency of solutions of COPs depending on the Euclidean

statement form chosen.

In this work, we consider in detail the first two aspects for sets of combi-

natorial configurations according to C. Berge, whose elements are mappings of

a finite set into a finite set of vectors of the same dimension. Such sets often

arise in theoretical and practical areas. For instance, in problems of Geometric

Design (GD), geometric information on objects is often given in this form; classic

geometric configurations on a plane are represented by ordered samples of Boolean

vectors, etc.

In the scope of detecting combinatorial structure in GD-problems and a

search for their formulations as problems of mathematical programming, a class of

so-called Euclidean combinatorial sets (e-sets) was singled out by Yu. G. Stoyan,

allowing their immersion into the Euclidean space without losing the problem

essence. Study of extreme problems on e-sets’ images resulted in the formation

of a new area of combinatorial optimization called Euclidean combinatorial

optimization (ECO). In ECO, some directions are singled out, such as modeling

combinatorial problems in the form of ECO-problems, investigating properties

of the images, studying the behavior of functions defined on them, developing

methods of combinatorial optimization based on results of the study.

Based on the analysis of modern problems of mathematical modeling of

real problems in the form of ECO-problems and in order to solve them, a new
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class of mathematical objects, called Euclidean combinatorial configurations

(e-configurations), as well as e-configuration sets (C–sets), ware introduced, which

combine the concepts of Berge’s configurations and e-sets. A C–set is represented

by a composition of mappings transforming a finite set of arbitrary combinatorial

nature into a finite point configuration (FPC). Various methods of the mappings as

approaches to modeling C–sets are studies, including those that keep information

about all parameters Berge’s configurations.

The following main characteristics of C–sets are identified: an inducing

multiset (IM), a generating set (GS), and the dimension of the space n, where

they are given. The study of an effect of an IM/GS/n-combination on properties

of C–sets underlies the first direction of C–sets’ study called a constructive

analysis (C-A). The second one is investigating algebraic topological and metric

topological properties of C–sets and related objects, such as a C–polytope and a

C–graph called a geometric analysis (G-A).

An exhaustive typology of C–sets based on C-A is presented. Main combi-

natorial types (T ) of e-configurations that require different approaches to modeling

are singled out. Among them, e-configurations of permutations, signed permutati-

ons, and partial permutations. Besides, their generalizations are presented,

such as e-configurations of polypermutations and polypartial permutations,

permutations and partial permutations of vectors, as well as their special classes,

e.g., e-configurations with and without repetitions, Boolean, ternary, even e-

configurations, etc. Among C–sets, a class of basic C–sets (Cb-sets) was singled

out. It has the most identified combinatorial structure among C–sets with gi-

ven parameters IM/GS/n/T. Therefore, it allows modeling in terms of these

parameters only.

A typology of C–sets based on their G-A is proposed, which key factor is

establishing a connection between a C–set as an FPC, its convex hull, and strictly

convex circumsurfaces. In particular, classes of vertex- (VLSs), surface-located,

polyhedral-surfaced (PSSs), and multi-level C–sets are singled out, and their
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interconnection is established. The selection of the VLS-class and emphasis on its

study is caused by specific properties of VLSs, such as the possibility of applying

the theory of convex extensions (CE) of functions defined on such sets. Among

the PSSs, special attention is paid to polyhedral-spherical C–sets (PSpSs) due to

their specifics in solving COPs on them.

An issue of modeling Cb-sets by partitions, set-theoretic operations, and

linear transformations over other Cb-sets is investigated. In the scope of studyi-

ng an issue of modeling these sets as a union of other Cb-sets, a typology of

decomposition methods depending on a purpose of modeling, as well as some

general approaches to the decomposition based on C-A and G-A are offered.

C-A of ways for partitioning Cb-sets into equivalence classes in terms of their

combinatorial isomorphism was conducted. Properties of PSpSs and VLSs are

explored, and ways of converting exploring an arbitrary FPC to the consideration

of PSpSs and VLSs are offered.

As primary methods of mathematical modeling of C–sets, their representati-

on as Cb-sets subject to additional functional constraints or as a result of set-

theoretic operations over other Cb-sets are chosen. Therefore, special attention is

paid to the study of peculiarities of the introduced Cb-sets’ classes and extreme

properties of functions defined on them. A number of problems to study the

algebraic topological and metric topological properties of Cb-sets are posed.

These problems are solved for the introduced Cb-sets’ classes and the relevant

results for known e-sets’ images were generalized and further developed. In

particular, a problem of constructing compact H-representations of Cb-polytopes

was considered, including extended ones, and a search for the strongly convex

circumsurfaces. They are both form a basis of polyhedral-surfaced representations

(PSRs) of Cb-sets. In the scope of a study of extreme properties of functions defi-

ned on Cb-sets, the behavior of some classes of function such as linear, quadratic,

convex, were investigated. Besides, the theory of minima estimates was adapted

to C-sets and further developed.
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Approaches to modeling Cb-sets in analytic form and terms of Cartesian

coordinates are investigated. For this purpose, a concept of a continuous functional

representation (an f-representation) of a C–set as its representation in the form of

a nonlinear system of constraints is introduced. A typology of f-representations

depending on the number and type of constraints involved is offered. In particular,

classes of strict f-representations (SRs) defining C–sets by systems of equations;

non-strict f-representations where only inequalities are involved; and mixed (MRs)

are distinguished. With the help of tools of real algebraic geometry, generalized to

a set of continuous functions, methods of constructing f-representations and their

transformations are developed, both for C-sets and for particular classes of Cb-sets.

Among SRs, the emphasis is made on two classes – intersecting (ISRs) and tangent

(TRs), various methods for constructing them are offered, and a connection

between them is established. Interest in ISRs is due to the possibility of their

construction by IM/GS/n/T-analysis (IM/GS/n/T-A). Interest in TRs is due to

the fact that the representations contain the minimum number of constraints for

defining a discrete set by equality constraints given by convex functions. For the

introduced classes of Cb-sets, various f-representations were constructed, such as

ISRs, TRs, PSs, and their comparative analysis was performed.

The theory of CEs was further developed in the following directions: a study

of conditions on existence of CEs; an introduction of new classes of functions’

extensions; the generalization of existing and a search for new constructive

methods of forming CEs based on C-A; single outing classes of functions and

extension domain types for which CEs are built explicitly. In particular, a general

methodology for constructing CEs of quadratic functions from PSpSs is presented.

For the class of Cb-sets of permutations, the existence of a CE for polynomials in

the form of posynomials is established.

An interconnection of various classes of functions’ extensions from C–sets

and f-representations of the sets is established. The results of the study are

applied to mathematical modeling of COPs as ECO-problems, e.g., a flexible
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mathematical model, including various variations between direct and functional

constraints, as well as Cb-sets involved in it, was built which allows using discrete

programming techniques and nonlinear optimization methods, as well as special

approaches that utilize the derived properties of Cb-sets. CE theory is applied in

the development of a general concept of applying convex optimization methods

to solve COPs. The wide applicability of the results of constructing SRs and

PSpSs in a formation of extensions of functions from the corresponding C–sets

and optimization on them is demonstrated.

The applicability of the study results for modeling problems from practical

and theoretical domains is shown for examples of a layout problem for objects

given by the same number of metric characteristics, some Graph Theory problems,

as well as for the SAT problem. Besides, some of the known Euclidean statements

of problems on images of e-sets are reformulated in terms of ECO-problems on

C–and Cb-sets. Combined with the possibility of choosing a mathematical model

of Cb-sets from a list of the models constructed with the offered ways of functions

extending from them, this significantly expands the scope of applications of

various optimization methods, both classical and specific. Respectively, this

allows expecting improving results for well-known classes of COPs as well as

providing a possibility of solving new classes of such problems. Based on the

results of the research, the general methodology for study and solving COPs

with the help of ECOPs was formalized.

Key words : combinatorial configuration, Euclidean combinatorial confi-

guration, permutation, partial permutation, extreme combinatorial problem,

Euclidean combinatorial set, Euclidean combinatorial optimization, convex extensi-

on, continuous functional representation, combinatorial polytope, polyhedral-

surfaced set, decomposition, relaxation.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Суттєве ускладнення реальних задач, що по-

требують вирiшення на даний момент, висувають новi вимоги до їх матема-

тичного моделювання i адаптацiї до застосування наявного математичного

апарату. Це викликає необхiднiсть введення нових математичних об’єктiв, якi

б дозволили формалiзувати цi задачi, враховуючи їх дискретно-неперервний

та екстремальний характер. Такi об’єкти, з одного боку, мають вiдображати

комбiнаторнi структури, що видiляються в задачах, а з iншого, – мають

сполучати комбiнаторнi простори, що при цьому виникають, з неперервними,

такими, як евклiдiв простiр, для того, щоб весь арсенал сучасної теорiї

оптимiзацiї став застосовним до розв’язання поставлених задач.

Так, класичними математичними об’єктами, що подають комбiнаторнi

структури у формi вiдображень, є конфiгурацiї за К. Бержем. Крiм цього,

в рамках видiлення комбiнаторної структури в задачах геометричного про-

ектування свого часу Ю. Г. Стояном були введенi евклiдовi комбiнаторнi

множини (e-множини) як математичнi об’єкти, розв’язання екстремальних за-

дач на яких можливе шляхом оптимiзацiї на образах e-множин у евклiдовому

просторi. Згодом дослiдження екстремальних комбiнаторних задач на обра-

зах e-множин видiлилася у напрямок «евклiдова комбiнаторна оптимiзацiя»

(Euclidean combinatorial optimization, ECO), яка займається комплексним

дослiдженням властивостей образiв e-множин, заданих на них функцiй, роз-

робленням на їх основi методiв оптимiзацiї та проблемами моделювання

реальних задач як задач евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї.

Таким чином, для вирiшення проблем моделювання екстремальних

комбiнаторних задач як задач оптимiзацiї актуальним є введення нових мате-

матичних об’єктiв, що поєднують конфiгурацiї за К. Бержем з e-множинами,

а також пошук нових iнструментальних засобiв розв’язання цих задач ме-
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тодами нелiнiйної, зокрема дискретної, оптимiзацiї. Тому важливим є як

подальший розвиток евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї у зазначених на-

прямках, так i поєднання її з класичною теорiєю оптимiзацiї. Все це приво-

дить до необхiдностi вирiшення актуальної проблеми розроблення загальної

методологiї дослiдження екстремальних задач на множинах комбiнаторних

конфiгурацiй, вiдображених у евклiдiв простiр.

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є матема-

тичне моделювання комбiнаторних конфiгурацiй при їх вiдображеннях у

евклiдiв простiр та дослiдження екстремальних задач на евклiдових комбi-

наторних конфiгурацiях.

Досягнення мети роботи пов’язано iз постановкою та розв’язанням

таких задач:

– аналiз пiдходiв до вiдображення комбiнаторних конфiгурацiй в евклi-

дiв простiр та видiлення нових математичних об’єктiв – евклiдових комбiна-

торних конфiгурацiй, що є результатом даного вiдображення;

– аналiз i класифiкацiя екстремальних задач на множинах евклiдових

комбiнаторних конфiгурацiй залежно вiд вигляду допустимої областi та

заданих на нiй функцiй;

– формування типологiї множин евклiдових комбiнаторних конфiгура-

цiй та дослiдження алгебро-топологiчних i тополого-метричних властивостей

рiзних класiв таких множин;

– аналiз i побудова аналiтичних моделей множин евклiдових комбiна-

торних конфiгурацiй;

– дослiдження властивостей функцiй, заданих на множинах евклiдових

комбiнаторних конфiгурацiй, включаючи пошук шляхiв побудови опуклих

продовжень та оцiнки мiнiмумiв функцiй для спецiальних класiв множин i

функцiй;

– побудова та дослiдження математичних моделей екстремальних ком-

бiнаторних задач як оптимiзацiйних задач на множинах евклiдових комбiна-
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торних конфiгурацiй;

– розроблення методологiї дослiдження екстремальних задач на мно-

жинах евклiдових комбiнаторних конфiгурацiй та її реалiзацiя на модельних

задачах.

Методи дослiдження. У роботi використанi методи комбiнаторно-

го аналiзу, моделювання, теорiї множин, функцiонального аналiзу (для

формалiзацiї понять e конфiгурацiй i C-множин та їх дослiдження), ме-

тоди декомпозицiї, комбiнаторного аналiзу, моделювання, теорiї множин

(для проведення структурного аналiзу C-множин), методи евклiдової i афiн-

ної геометрiї, декомпозицiї, полiедральної комбiнаторики (для здiйснення

геометричного аналiзу C-множин), методи алгебраїчної геометрiї, алгебраї-

чної комбiнаторики, загальної алгебри, евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї,

функцiонального аналiзу (для викладення теорiї f-представлень), методи

комбiнаторного i функцiонального аналiзу, опуклого програмування, теорiї

алгоритмiв (для дослiдження поведiнки функцiй на C-множинах, форма-

лiзацiї положень iз розвитку теорiї опуклих продовжень функцiй), методи

моделювання, функцiонального аналiзу, евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї,

нелiнiйного, зокрема опуклого та дискретного, програмування, полiедраль-

ної комбiнаторики, алгебраїчної комбiнаторики, математичної логiки (для

демонстрацiї сфери застосування е-конфiгурацiй, викладення загальної ме-

тодологiї дослiдження екстремальних комбiнаторних задач та її реалiзацiї

для модельних прикладiв).

Наукова новизна отриманих результатiв.

1. Вперше видiлено клас евклiдових комбiнаторних множин (Ec-множин),

що утворюють спецiальний клас множин конфiгурацiй за К. Бержем, поро-

джених векторами однакової розмiрностi, якi дозволяють будувати матема-

тичнi моделi, еквiвалентнi широкому класу практичних задач.

2. Вперше описано новi математичнi об’єкти – евклiдову комбiнаторну

конфiгурацiю (е-конфiгурацiю) та множину е-конфiгурацiй (C–множину),
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що дозволяють застосування iнструментарiю вiдображень та властивостей

евклiдова простору у математичному моделюваннi образiв Ec-множин.

3. Вперше здiйснено структурну та геометричну класифiкацiю C–мно-

жин, яка комплексно використовує конструктивнi особливостi їх формування,

специфiку вiдображень та властивостi евклiдова простору у моделюваннi

цих множин, що дозволяє розширити математичний апарат, застосовуваний

до розв’язання екстремальних задач на Ec-множинах.

4. Вперше видiлено клас базових C–множин (Cb-множин), комбiнаторну

структуру яких можна виразити засобами C-A. З його допомогою здiйснено

систематизацiю наявних вiдомостей iз теорiї комбiнаторних конфiгурацiй i

е-множин i доповнено цi результати. Видiлено ряд нових класiв Cb-множин,

дослiджено алгебро-топологiчнi та тополого-метричнi їх властивостi. Це до-

зволяє розвинути ECO в напрямку вивчення властивостей образiв e-множин

i можливостей їх застосування у розв’язаннi екстремальних задач як у

комбiнаторних, так i у евклiдових постановках.

5. Вперше систематизовано, доповнено та адаптовано до C–множин

основнi положення теорiї оцiнок мiнiмумiв функцiй на образах е-множин.

Дослiджено поведiнку та обґрунтовано властивостi лiнiйних, квадратичних

та опуклих функцiй на рiзних класах Cb-множин. Цi результати розвивають

ECO у напрямку вивчення екстремальних властивостей функцiй, заданих на

Cb-множинах, та є необхiдною складовою органiзацiї схем аналiзу варiантiв

розв’язання екстремальних задач на вiдповiдних C–множинах.

6. Вперше запропоновано єдиний пiдхiд до аналiтичного опису C–мно-

жин як способу їх математичного моделювання шляхом побудови їх непе-

рервних функцiональних представлення (f–представлень), запропоновано

типологiю, методи побудови та перетворень f–представлень. Це дозволяє бу-

дувати еквiвалентнi математичнi моделi екстремальних задач на C–множинах

як задач нелiнiйного програмування.

7. Вперше побудовано f-представлення скiнченних точкових конфiгура-
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цiй як математичнi моделi ряду Cb-множин, що дозволило запропонувати новi

iнструментальнi засоби оптимiзацiї на цих множинах методами нелiнiйного

програмування.

8. Теорiя опуклих продовжень набула подальшого розвитку у таких на-

прямках як: побудова загальної методологiї формування опуклих продовжень

iз полiедрально-сферичних множин; адаптацiя теорiї опуклих продовжень до

C–множин як областей продовжень; розроблення нових пiдходiв до побудови

опуклих продовжень з образiв е-множин; розширення класiв продовжуваних

функцiй; створення єдиної методологiї побудови продовжень функцiй на

базi використання f–представлень C–множин, що є областями продовжень;

поєднання моделювання C–множин iз побудовою f–представлень вiдповiдних

Cb-множин та продовженнями функцiй з них. Це дозволяє розвинути ECO у

напрямках дослiдження поведiнки функцiй на образах е-множин, поєднання

теорiї опуклих продовжень та f–представлень з можливiстю формування

еквiвалентних моделей екстремальних комбiнаторних задач, у яких беруть

участь опуклi функцiї.

9. Вперше запропоновано та теоретично обґрунтовано концепцiю побу-

дови еквiвалентних математичних моделей екстремальних комбiнаторних

задач, яка доводить можливiсть застосування опуклого програмування у

процесi їх розв’язаннi.

10. Вперше побудовано ряд евклiдових постановок модельних задач

як задач оптимiзацiї на C–множинах. Серед них задачi геометричного про-

ектування, формування евклiдових постановок яких ґрунтується на видi-

леннi комбiнаторної структури нової природи, використаннi e-конфiгурацiй

як математичних моделей геометричних об’єктiв складної структури та

f–представлень вiдповiдних C–множин як математичних моделей видiлених

комбiнаторних структур.

11. Дослiдженi властивостi екстремальних задач на C–множинах ви-

користанi при вдосконаленнi та створеннi нових iнструментальних засобiв
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евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї.

Особистий внесок здобувача. У роботах, написаних у спiвавторствi, у

[25] автору належать постановка задачi ECO (ECOP) та методи розв’язання

однопараметричних лiнiйних задач на образах е-множин (s-множинах) пере-

становок i розмiщень; у [5, 25] – постановка задачi двопараметричної оптимi-

зацiйної задачi на s-множинi та методи розв’язання однопараметричних лiнiй-

них задач на s-множинах перестановок i розмiщень; у [4] – конструктивний

метод побудови опуклого продовження полiномiв iз множин полiперестановок

та оцiнка його обчислювальної складностi; у [28, 36] – математичнi моделi

задачi розташування модулiв на чiпi i метод ECO її розв’язання; у [37] –

частина, що стосується полiедрально-сферичної оптимiзацiї; у [1] – системати-

зацiя та розвиток результатiв дослiдження тополого-метричних властивостей

образiв е-множин (s-множин) перестановок, вивчення властивостей графiв їх

багатогранникiв; у [31] – метод штрафних функцiй розв’язання задач ECO

(ECOPs) iз використанням опуклих продовжень функцiй; у [12] – введення

поняття f-представлення s-множини, основна термiнологiя з f-представлень,

побудова f-представлень загальної s-множин перестановок; у [9] – аналiти-

чний метод побудови опуклого продовження квадратичної функцiї з булевої

множини Bn, полiедрально-сферичний метод гiлок та меж (B&B PSpM)

квадратичної оптимiзацiї на дворiвневих полiедрально-сферичних множинах

(PSpSs); узагальнення B&B PSpM на полiедрально-поверхневi множини i

довiльну цiльову функцiю; у [8] – основнi положення теорiї f-представлень

s-множин; у [14] – дослiдження образу множини матриць Πn перестановок як

PSpS, аналiтичний вигляд опуклого продовження квадратичних функцiй iз

Πn; у [29] – математична модель харчового меню як ECOP та ECO-пiдходи

до її розв’язання; у [38] – математична модель людської комунiкацiї у со-

цiальних мережах як ECOP на Bn; у [15] – основнi пiдходи до побудови

f-представлень вершинно-розташованих множин та їх реалiзацiя для окремих

класiв s-множин; у [19] – математична модель однiєї задачi оптимiзацiї теле-
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комунiкацiйних мереж як ECOP на s-множинi перестановок i Bn iз опуклими

цiльовою функцiєю функцiональними обмеженнями; у [18] – концепцiя засто-

сування опуклого програмування у ECOPs на PSpSs на базi використання

опуклих продовжень; у [40] – основнi пiдходи до полiедрально-сферичної

оптимiзацiї та дослiдження її специфiки для деяких класiв Cb-множин; у [17]

– введення поняття е-конфiгурацiї, постановка задачi оптимiзацiї на множинi

е-конфiгурацiй; у [2] – введення поняття Ec-, C- i Cb-множин, геометричний

аналiз C-множин i окремих класiв Cb-множин; у [3] – формалiзацiя основних

положень теорiї f-представлень C-множин i її реалiзацiя для окремих кла-

сiв Cb-множин; у [20] – методи побудови опуклих продовжень полiномiв iз

загальної Cb-множини перестановок; у [43] – видiлення ряду класiв PSpSs

на основi структурного аналiзу C-множин та дослiдження їх властивостей

як полiедрально-сферичних точкових конфiгурацiй; у [20] – математична

модель задачi кластерного аналiзу у багатошаровiй мережi як квадратична

ECOP i метод розв’язання, що ґрунтується на побудовi опуклих продовжень.

Роботи [6, 7, 11, 13, 16, 22-24, 26, 27, 30, 32-35, 39, 41, 42, 44-46] опублiковано

без спiвавторiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiй-

ної роботи доповiдались на 44 наукових конференцiях, серед яких: The

Southwestern Ontario Graduate Mathematics and Statistics Conference (Guelph,

Canada, 2014), Conference on Graph Theory, Matrix Theory and Interactions

(Kingston, Canada, 2014), Conference on Optimization, Transportation and Equi-

librium in Economics (Toronto, Canada, 2014), The 2014 CMS Winter Meeting

(Hamilton, Canada, 2014), Statistical and Computational Challenges in Networks

and Cybersecurity Workshop (Montreal, Canada, 2015), The 2015 AMMCS-

CAIMS Congress (Waterloo, Canada, 2015), Industrial-Academic Workshop on

Optimization in Finance and Risk Management (Toronto, Canada, 2015), 12th

International Conference on ICT in Education, Research and Industrial Appli-

cations. Integration, Harmonization and Knowledge Transfer (Kyiv, Ukraine,
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2016), 6th Polish Combinatorial Conference (Bedlewo, Poland, 2016), The 14th

ESICUP Meeting (Liege, Belgium, 2017), 2017 IEEE First Ukraine Conference

on Electrical and Computer Engineering Kyiv, Ukraine, 2017), 4th International

Scientific-Practical Conference «Problems of Infocommunications, Science and

Technology» (Kharkiv, Ukraine, 2017), International Conference on Control, Arti-

ficial Intelligence, Robotics and Optimization (Prague, Czech Republic, 2018),

29th European Conference On Operational Research (Valencia, Spain, 2018),

International Conference on Innovations in Engineering, Technology and Sciences

(Karnataka, India, 2018), IX International Conference Optimization and Appli-

cations (Petrovac, Montenegro, 2018), IEEE First International Conference on

System Analysis & Intelligent Computing (Kyiv, Ukraine, 2018). Результати ро-

боти обговорювалися на наукових семiнарах кафедри прикладної математики

Харкiвського нацiонального унiверситету радiоелектронiки (2013-2017 рр.),

вiддiлу методiв негладкої оптимiзацiї Iнституту кiбернетики iменi В. М.

Глушкова НАН України (2016 р.), кафедрi iнформатики Нацiонального

аерокосмiчного унiверситету iм. М. Є. Жуковського (2018 р.). У повному

обсязi робота доповiдалася на 20-му мiжнародному науково-практичному

семiнарi «Комбiнаторнi конфiгурацiї та їх застосування» (Кропивницький,

Україна, 13-14 квiтня 2018 р.) та на 7-iй мiжнароднiй науково-технiчнiй

конференцiї «Iнформацiйнi системи та технологiї» (Коблево, Україна, 10-15

вересня 2018 р.).

Публiкацiї. Матерiали дисертацiї достатньо повно викладенi у 46 науко-

вих роботах [1-46]. З них – 3 монографiї [1-3], 30 статей у наукових фахових

виданнях [4-33] (iз них 15 статей у виданнях iноземних держав або вида-

ннях, що включенi у провiднi мiжнароднi наукометричнi бази [5, 8-12, 15,

16, 20, 21, 26, 30-33], 16 статей у виданнях, уключених МОН України до

перелiку фахових видань з фiзико-математичних наук [4-8, 13, 14, 16-20,

22-24], i 4 статтi у iнших виданнях [25, 27-29]), а також 13 тез i матерiалiв

мiжнародних конференцiй [34-46].
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Структура й обсяг роботи. Дисертацiйна робота є рукописом i скла-

дається зi вступу, восьми роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел

з 381 найменування i п’яти додаткiв. Повний обсяг роботи становить 484

сторiнки, обсяг основного тексту становить 327 сторiнок, обсяг додаткiв

становить 85 сторiнок.

Теоретичне та практичне значення одержаних результатiв. Резуль-

тати, отриманi в дисертацiї, є важливими як з теоретичної, так i з практичної

точок зору. Вони розвивають теорiю евклiдової оптимiзацiї в основних її

напрямках – розширення класу евклiдових комбiнаторних множин i до-

слiдження властивостей їх образiв у евклiдовому просторi, дослiдження

екстремальних властивостей функцiй, заданих на них, розроблення нових

методiв оптимiзацiї, адаптацiя та вдосконалення iснуючих пiдходiв, мате-

матичне моделювання практичних задач як задач евклiдової комбiнаторної

оптимiзацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, гранта-

ми. Дисертацiйну роботу виконано в перiод з 2013 р. по 2018 р. на кафедрi

прикладної математики Харкiвського нацiонального унiверситету радiоеле-

ктронiки та кафедрi iнформатики Нацiонального аерокосмiчного унiверсите-

ту iм. М. Є. Жуковського «Харкiвський авiацiйний iнститут». Дисертацiйну

роботу виконано вiдповiдно до плану науково-дослiдних робiт Харкiвського

нацiонального унiверситету радiоелектронiки та наказу Мiнiстерства освiти

i науки України в рамках держбюджетної теми № 293 «Розробка методо-

логiї i математичних моделей соцiально-економiчних систем при реалiзацiї

їх стiйкого розвитку», роздiл №293-4 «Розробка математичних моделей i

методiв управлiння стiйким розвитком ЖКГ мiста» (№ ДР 0115U001522), в

якiй дисертант був одним iз спiввиконавцiв. У рамках виконаних робiт як

виконавця автором дослiджено новi властивостi евклiдових комбiнаторних

множин, розроблено методи евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї, побудова-

но математичнi моделi практичних задач як задач евклiдової комбiнаторної
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оптимiзацiї.

Впровадження результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної

роботи впроваджено у наукову роботу та у навчальний процес унiверситетiв

України, що пiдтверджується вiдповiдними актами:

– Нацiональний аерокосмiчний унiверситет iм. М. Є. Жуковського

«Харкiвський авiацiйний iнститут» (акти впровадження вiд 03.05.2018 р. та

10.05.2018 р.);

– Полтавський нацiональний технiчний унiверситет iменi Юрiя Кон-

дратюка (акт впровадження вiд 12.06.2018 р.);

– Харкiвський нацiональний унiверситет радiоелектронiки (акт впро-

вадження вiд 15.11.2018 р.).

Результати роботи використовувалися в лекцiйних курсах, курсових

i дипломних (ОКР магiстра та бакалавра) роботах студентiв факультету

систем управлiння лiтальних апаратiв Нацiонального аерокосмiчного унi-

верситету iм. М. Є. Жуковського «Харкiвський авiацiйний iнститут» за

спецiальностями 122 «Комп’ютернi науки та iнформацiйнi технологiї», 113

«Прикладна математика». Вони також використанi при виконаннi фундамен-

тальних держбюджетних тем (номер держреєстрацiї 0115U001522).



45

1 СУЧАСНИЙ СТАН ПРОБЛЕМИ

Сучасний стан комбiнаторної оптимiзацiї дозволяє сказати, що най-

бiльш перспективним є пошук евклiдових постановок екстремальних комбi-

наторних задач, зокрема, моделювання допустимих дискретних областей як

пiдобластей евклiдова простору, що передбачає їх вiдображення у цей простiр,

яке також називають "зануренням"("embedding") у евклiдiв простiр. Можли-

вiсть евклiдових формулювань тiсно пов’язана з комбiнаторною природою

допустимих областей, а також iз можливiстю адекватного їх представлення

скiнченними послiдовностями числових параметрiв. Так, це можливо для

багатьох задач геометричного проектування, адже об’єкти та область роз-

мiщення задаються кортежами геометричних iнформацiй [358], якi часто

можуть вважатися числовими.

У евклiдових постановках задач оптимiзацiї дискретнiсть допустимої

областi дозволяє достатню гнучкiсть форм запису математичної моделi та

можливiсть переходу вiд однiєї форми до iншої, вiдповiдно, i вiд однiєї групи

застосовуваних методiв оптимiзацiї до iншої, що дає можливiсть вибору бiльш

ефективних у тих чи iнших випадках. Серед еквiвалентних формулювань

особливу роль вiдiграють так званi "неперервнi"або "алгебраїчнi"постановки,

у яких допустима область представляється аналiтично, вiдповiдно, з’являє-

ться можливiсть застосовувати до її розв’язання класичнi методи нелiнiйне

програмування. У свою чергу, особливе значення мають тi з них, що дозволя-

ють вважати цiльову функцiю та функцiональнi обмеження опуклими. Коли

занурення здiйснено, стає можливим розглядати про неперервнi релаксацiї,

такi, як полiедральна, яка одержується замiною умови належностi дискре-

тнiй областi умовою належностi багатограннику, що є її опуклою оболонкою.

Вiдповiдно, виникає потреба дослiдження властивостей комбiнаторних ба-

гатогранникiв, їх аналiтичного опису та граневої структури. У свою чергу,
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останнє передбачає дослiдження властивостей графу багатогранника.

1.1 Задачi геометричного проектування та евклiдовi комбiнаторнi

множини

Пiд основною задачею геометричного проектування (a geometric design

problem, GDP) розумiється задача пошуку заданих параметрiв розмiщення та

метричних характеристик об’єктiв розмiщення та областi/областей розмiще-

ння з метою оптимiзацiї деякого критерiю та за умови виконання обмежень

для об’єктiв/областей розмiщення на їх взаємне розташування та розмiщен-

ня об’єктiв в областi/областях розмiщення. При цьому передбачається, що

об’єкти i область/областi розмiщення задано геометричною iнформацiєю

〈s,m,p〉, де s – форма (a shape), m – метричнi характеристики (metric

characteristics), p – параметри розмiщення (placement parameters) [358], де

m, p заданi у числовiй формi.

У рамках пошуку нових пiдходiв до розв’язання задач геометричного

проектування, у роботах Ю. Г. Стояна [356, 357] було закладено основи

евклiдових комбiнаторних множин (е-множин). Згiдно з введеним означенням

[356], елементи e-множин мають таку особливiсть, що вони мають однакову

кiлькiсть компонент та вiдрiзняються або складом, або порядком слiдування

елементiв.

У термiнологiї комбiнаторного аналiзу це означення представляється

так: множина P , елементами якої є упорядкованi вибiрки порядку n iз

мультимножини G [34,198,239,267,308] потужностi η = |G| ≥ n, називається

евклiдовою комбiнаторною множиною (the Euclidean combinatorial set, e-set),

якщо ∀p = 〈p1, ..., pn〉 ∈ P , p1, ..., pn ∈ G; ∀p, p′ ∈ P , де p′ = 〈p′1, ..., p′n〉

виконано таке: якщо ∃i ∈ Jn :1) pi 6= p′j ⇒ p 6= p′.

Введення поняття та розгляд e-множин було пов’язано з пошуком

1)тут i далi Jn = {1, ..., n}
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шляхiв видiлення комбiнаторної структури у GDP та перспективами, що

виникає в зв’язку з цим, застосування до її розв’язання методiв дискретного

програмування. Одним iз ключових моментiв реалiзацiї цiєї можливостi є

моделювання допустимої дискретної областi, що являє собою e-множина, у

формi скiнченної множини точок евклiдова простору. Це передбачає вiдобра-

ження е-множини у цей простiр та перехiд до розгляду отриманої множини,

яка називається спецiальною комбiнаторною множиною (s-множиною) [370],

пошук розв’язку отриманої задачi дискретного програмування на цiй мно-

жинi i вiдтворення за ним розв’язку GDP. Подальшi дослiдження, пов’язанi

з е-множинами та їх зануреннями, проводилися учнями Ю.Г. Стояна –

С. В. Яковлевим [364], I. В. Гребеннiком [279], О. О. Ємцем [370] та йо-

го школою [289, 290, 293, 297, 363]. Вони дослiджували рiзнi найпростiшi

випадки e-множин, пов’язанi з класичними комбiнаторними структурами,

такими як перестановки, розмiщення i сполучення, а також з їх компози-

цiями [276,277,279]. Доцiльнiсть переходу з часом до розгляду композицiй

e-множин була пов’язана з iстотним ускладненням завдань, що потребують

зараз вирiшення у рамках геометричного проектування, що унеможливлює

обмежитися дванадцятьма класами комбiнаторних конфiгурацiй, запропоно-

ваних Д.-К. Ротою [37,223], та потреби, що виникає у зв’язку з цим, матема-

тичного моделювання бiльш складних геометричних об’єктiв, геометрична

iнформацiя про якi задана в числовiй формi. Як показав аналiз лiтературних

джерел, спiльним для розглянутих на даний момент часу e-множин є мо-

жливiсть їх формулювання у термiнах вiдображень однiєї скiнченої множин

у iншу вiднесення до множин конфiгурацiй за К. Бержем [22].

К. Берж [22] увiв строге математичне поняття конфiгурацiї як вiдобра-

ження χ : B → A деякої скiнченної множини B у абстрактну множину

A, що має певну структуру. Оскiльки χ – вiдображення, а не просто фун-

кiя множини A, передбачається наявнiсть додаткових обмежень Λ на його

вигляд.
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Поєднуючи той факт, що дослiдженi на даний час s-множини є вiд-

ображенням у евклiдiв простiр множин, якi, у свою чергу, одержуються в

результатi вiдображень, дозволяють їх моделювати за допомогою послiдовно-

стi вiдображень скiнченної множин B у скiнченну множину E у евклiдовому

просторi. Процес вiдображення множини P у RN також називається її за-

нуренням (у евклiдiв простiр), у результатi якого формується образ P цiєї

множини у RN [364, 370]. У зв’язку з цим, iнтерес представляє дослiдження

рiзних способiв моделювання таких вiдображень у залежностi вiд вигляду

χ,A,B,Λ та способу занурення, який представлятимемо вiдображенням

ϕ : P → E ⊂ RN , вiдповiдно матиме мiсце E = ϕ(P).

Зауваження 1.1. Як було зазначено, при розв’язаннi задач на P шля-

хом переходу до розгляду E , окрiм вiдображення у евклiдiв простiр, перед-

бачається можливiсть повернення у вихiдний комбiнаторний простiр. Тому

надалi як ϕ вибиратимемо бiєктивне вiдображення. Це означає, що:

∃ N ∈ N : E = ϕ(P) ⊂ RN , P = ϕ−1(E). (1.1)

Зазначимо, що хоча компонентами p ∈ P можуть бути довiльнi об’єкти,

у бiльшостi робiт, пов’язаних iз e-множинами [356,357,364,370], вони перед-

бачаються числовими, а в рештi [279,360] – числовими векторами однакової

розмiрностi, що дозволяє безпосереднiй їх розгляд як точок евклiдова про-

стору, застосовуючи таким чином вiдображення ϕ у формi ∀p = 〈p1, ..., pn〉

x = ϕ(p) =
n∏
i=1
pi ∈ Rnṁ, де m – розмiрнiсть векторiв-компонент p1, ..., pn.

Саме тому в лiтературi до занурення e-множин часто також застосовується

термiн ”е-множина” [259, 260, 370], хоча формально в елементах s-множин

компоненти видiлити не можна, адже це просто набiр точок простору, що

попарно вiдрiзняються своїми координатами.

Головною метою видiлення класу e-множин було створення iнструмен-

тарiю розв’язання задач оптимiзацiї на них за допомогою занурення цих
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множин у евклiдiв простiр iз подальшим застосуванням до їх розв’язання

засобiв дискретної, неперервної оптимiзацiї та полiедральної комбiнаторики.

Останнiй напрямок пов’язано з дослiдженням тополого-метричних власти-

востей s-множин та їх опуклих оболонок – комбiнаторних багатогранникiв.

Другий – iз вивченням можливостей аналiтичних представлень s-множин та

пов’язаних iз ними структур, а також поведiнки функцiй, заданих на них.

Перший – з дослiдженням алгебро-топологiчних особливостей занурень та їх

поєднанням iз результатами решти двох у класичних та спецiальних методах

дискретного програмування.

1.2 Комбiнаторна та евклiдова постановки задач комбiнаторної

оптимiзацiї

Нехай Π – множина комбiнаторної природи та задано характеристи-

чний предикат ΛΠ(π) та критерiї вибору розв’язку задачi, що поставлена

на Π, якi дозволяють перевiрити довiльний елемент на належнiсть Π та

оцiнити його ефективнiсть. При розглядi задачi вибору (задачi прийняття

рiшення, decision making problem, DP) одного чи кiлькох рiшень на множини

Π комбiнаторної природи (a combinatorial DP, CDP), як правило, єдиним

способом її розв’язання є перебiр усiх можливих варiантiв (повний перебiр

усiх варiантiв вибору, an exhaustive search) [211]. Це стосується, зокрема,

випадку, коли Π задана у явнiй формi – Π = {π1, ..., πΠ} [145].

Припустимо тепер, що про поставлену задачу вiдомо значно бiльше,

а саме критерiї вибору розв’язку записанi у формi цiльових функцiй та

обмежень, у результатi чого CDP набуває вигляду:

φj (π)→ extr, j ∈ J(Π), (1.2)

ϕi (π) ≤ 0, i ∈ I(Π), (1.3)

π ∈ Π. (1.4)
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Вважатимемо також, що як Π виступає множина комбiнаторного ха-

рактеру, про яку вiдносно все вiдомо, а як система (1.3) – «нерегулярнi»

обмеження, накладання яких приводить до розгляду множини Π′ = {π ∈ Π :

π задовольняє (1.3)}, що наслiдує деякi, але не всi, властивостi Π i набуває

новi, причому за останнi нiчого не вiдомо. До того ж, це стосується не тiльки

усiх, але i будь-якого окремого обмеження з системи (1.3).

CDP (1.2)-(1.4) є: а) звичайною однокритерiальною задачею комбi-

наторної оптимiзацiї (задачею комбiнаторної оптимiзацiї, a combinatorial

optimization problem, COP), якщо |J | = 1; б) багатокритерiальною COP

(a multi-objective COP, MCOP) при |J | > 1; в) безумовною COP/MCOP,

якщо I = ∅ (an unconstrained COP/MCOP, UCOP/UMCOP); г) задачею

пошуку допустимої точки E (a feasibility problem, FP) при J(Π) = ∅.

Розглянемо COP, де як напрямок оптимiзацiї обрано мiнiмiзацiю, ∃m:

I(Π) = Jm, тобто її форма –

φ(π)→ min, (1.5)

π ∈ Π′, (1.6)

Π′ = {π ∈ Π : ϕi(π) ≤ 0, i ∈ Jm}. (1.7)

Якщо DP розв’язується на множинi комбiнаторної природи, застосу-

вання цього способу пов’язано з попереднiм розв’язанням задачi генерацiї

цiєї комбiнаторної множини [129, 136], а при наявностi додаткових обме-

жень – розв’язання також FP на цiй множинi. З огляду на те, що зазвичай

комбiнаторнi множини мають потужнiсть, яка експоненцiйно залежить вiд

числа компонент їх елементiв, органiзацiя повного перебору на них може

перетвориться з трудомiсткої задачi до такої, що практично не реалiзовна.

Введення метрики ρ на множинi Π перетворює CDP (1.2)-(1.4) на метри-

чну постановку CDP (a metric CDP statement, MCDP) [273,284]. Це дозволяє

застосувати до розв’язання CDP способи, пов’язанi з використанням вла-



51

стивостей метричного простору. В першу чергу, це стосується застосування

поняття близькостi елементiв Π у таких пiдходах як методи детермiнованого

локального пошуку, методи спуску i т.п. [136,284,351–353]. Коли (1.4) вiдсу-

тнi, вiдповiдно Π′ = Π, практична реалiзацiя цих методiв часто не викликає

труднощiв та пов’язана з генерацiєю незначної частини Π, порiвнянню згене-

рованих елементiв за ступенем корисностi, формуванню околу заданої точки

метричного простору, пошуку найближчого до неї i найбiльш вiддаленого

елемента Π′. Проблема полягає в тому, що бiльшiсть цих методiв належать до

групи евристичних, вiдповiдно, не дозволяють оцiнити точнiсть отриманого

розв’язку, їх ефективнiсть залежить вiд вибору метрики, але головне – цi

методи перестають працювати при переходi вiд розгляду «хорошої» множини

Π до «поганої» множини Π′ ⊂ Π. Прикладом є задача комiвояжера у булевiй

постановцi з обмеженням-рiвнiстю на вмiсткiсть, де Π є булевою множиною,

а додавання даного обмеження не тiльки COP, але i FP, перетворює на

NP-повну задачу [59,132,173,174,211].

У разi, якщо ρ – евклiдова метрика, представлення (1.2)-(1.4) назива-

ють евклiдовою постановкою CDP (далi ECDP) [224,262,273]. Отже, ECDP –

це задача вигляду (1.2)-(1.4), Π ⊂ Rn.

Оскiльки евклiдiв простiр оснащений топологiєю, границями, неперерв-

нiстю, повнотою, метрикою, скалярним добутком [139], очевидною перевагою

використання саме цiєї постановки є можливiсть використовувати у розв’я-

заннi CDP весь цей iнструментарiй, а також багато iнших засобiв, таких

як похiднi, опуклiсть, оптимiзацiйнi методи та iн. Саме тому геометричнi

властивостi скiнченних множин, занурених у евклiдiв простiр, так широко

використовуються у комбiнаторному аналiзi, зокрема, у комбiнаторнiй опти-

мiзацiї [11,102,139,156,349]. Залежно вiд числа компонент у (1.2), (1.3), серед

ECDP можна видiлити задачi пошуку одного розв’язку чи множини розв’яз-

кiв, задачi однокритерiальної чи багатокритерiальної оптимiзацiї, умовної та

безумовної комбiнаторної оптимiзацiї.
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Клас задач комбiнаторної оптимiзацiї, елементи вибору в яких або

компоненти цих елементiв є точками евклiдова простору, в сукупностi з гру-

пою методiв, заснованих на застосуваннi властивостей евклiдова простору,

незалежно отримали назву "Евклiдова комбiнаторна оптимiзацiя"(Euclidean

combinatorial optimization, ECO) [224,262,370]. При цьому в [224,262] здiйсню-

ється упорядкування елементiв (шукається лiнiйний порядок α на множинi

Π), при якому досягається екстремум функцiї f(α,Π), у той час як у [370] –

шукається безпосередньо елемент Π′, який доставляє екстремум φ(π) на Π′.

Ми будемо використовувати поняття ECO в останньому контекстi i пiд

загальною задачею ECO (далi Euclidean COP, e-задача, ECOP), як i у [370],

розумiтимемо таке:

f(x)→ min, (1.8)

fi(x) ≤ 0, i ∈ Jm, (1.9)

x ∈ E ⊂ Rn, (1.10)

де E – s-множина, що вiдповiдає е-множинi Π. У позначеннях

E ′ = {x ∈ E ⊂ Rn : fi(x) ≤ 0, i ∈ Jm}, (1.11)

(1.8)-(1.10) набуває вигляду (1.11),

f(x) →
x∈E′

min . (1.12)

Постановка (1.8)-(1.10) представляє COP як задачу дискретної опти-

мiзацiї на скiнченнiй множинi точок Rn або, згiдно з термiнологiєю [95], на

скiнченнiй точковiй конфiгурацiї (a finite point configuration, FPC). Це до-

зволяє застосовувати до її розв’язання як структурнi властивостi допустимої

дискретної областi, так i її геометричнi особливостi, такi, як вигляд опуклої
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оболонки – комбiнаторного багатогранника, описаних поверхонь, а також

поведiнку функцiй, заданих на E. Цi функцiї, в силу дискретностi допусти-

мої областi, не обмежуючи загальностi, можуть вважатися неперервними,

а, в окремих випадках, i опуклими [251,374]. У сукупностi з компактнiстю

допустимої областi, опуклiсть цiльової функцiї дозволяє отримувати її нижнi

оцiнки, вiдповiдно, дає можливiсть розробляти наближенi методи розв’язан-

ня вихiдної задачi. З iншого боку, з’являється можливiсть органiзацiї методiв

напрямленого пошуку, таких як метод гiлок i меж, методи вiдсiкань, в яких

використовуються як структурнi, так i геометричнi властивостi допустимої

областi [51, 59,71,132,173,174,211].

Якщо ставиться задача розроблення точного методу розв’язання задач

COP, тобто способу, вiдмiнного вiд повного перебору, єдиним вiдомим на

даний час прийомом є перехiд до евклiдової їх постановки з подальшим

розв’язанням отриманої задачi. Пiд евклiдової постановкою COP розумiється

її модель формi ECOP, тобто задача вигляду (1.8)-(1.10), така що виконана

умова

z∗x = z∗π, (1.13)

де 〈π∗, z∗π〉 – розв’язок COP, 〈x∗, z∗x〉 – розв’язок ECOP.

З огляду на складнiсть комбiнаторних структур, що пiдлягають опти-

мiзацiї, необхiднiсть врахування зв’язку мiж окремими їх компонентами,

евклiдовi постановки вiдомi лише для незначного класу COPs [145].

Бiльшiсть же класичних COPs сформульовано у формi COP вигляду

(1.5),

π ∈ Π,

тобто в формi безумовної задачi COP (an unconstrained COP, UCOP), коли

(1.3) вiдсутнi, вiдповiдно виконана умова Π′ = Π. Як Π найчастiше висту-

пають комбiнаторнi множини, такi, як множина Pn – перестановок iз Jn та

булева множина Bn =
n∏
i=1
{0, 1} = {0, 1}n або їх пiдмножини [51,59,132,173,
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174,211,273]. У першому випадку COP вiдносять до класу задач оптимiзацiї

на перестановках (permutation-based problems, PBPs) [88,155], у другому –

до класу булевих задач (Boolean problems, BPs) [42,174,219,221,225].

Комбiнаторну структуру певного типу в окремих випадках вдається

видiлити спецiальними засобами. Так, наприклад, виявлення фрагментар-

ної структури у задачах комбiнаторної оптимiзацiї, якi на перший погляд

жодним чином не пов’язанi з перестановками, автоматично переводить їх

у розряд PBPs i демонструє вражаючi результати при розв’язаннi широко-

го кола практичних задач, деякi з яких досi не розглядалися як об’єкти

математичного моделювання у силу надзвичайної складностi їх формалiза-

цiї [134,135,301]. Ще один тип комбiнаторної структури перестановочного

характеру було виявлено у задачах геометричного проектування в ходi за-

стосування до їх розв’язання методу штучного розширення простору (the

Method of Artificial Space Dilation, MASD) [250]. Так, у задачах розмiщен-

ня, суть MASD полягає у тому, що сталi метричнi характеристики об’єктiв

розмiщення штучно вважаються змiнними, а для забезпечення адекватностi

”розширеної” постановки вихiднiй задачi розмiщення накладається умова

належностi допустимого розв’язку комбiнаторнiй множинi деяким чином

пов’язаної з перестановками, та яка виражає неоднозначнiсть нумерацiї об’є-

ктiв розмiщення. Iншi приклади видiлення структур перестановок можна

знайти, зокрема, у [133].

Покажемо, що одна i та сама задача може дозволяти формулювання

як COP, ECOP, PBPs та BPs. Вiдповiдно, такi задачi дозволяють у їх розв’я-

заннi використовувати та комбiнувати властивостi цих класiв комбiнаторних

множин iз властивостями евклiдова простору. Крiм того, покажемо, що

досить часто у COPs можна видiлити комбiнаторну структуру, елементами

якої є вектори однакової розмiрностi.

Так, задача комiвояжера (a travelling salesman problem, TSP), метою

якої є пошук найкоротшого гамiльтонова циклу в зваженому орiєнтованому
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графi

G = {V, E}, |V| = n, |E| = m (1.14)

iз матрицею ваги D = (dij)i,j ∈ Rn×n формулюється як COP

φD(π)→ min

за умови виконання (1.6) (далi TSP.M1 ), де Π′ – множина гамiльтонових

циклiв у G, φD(π) – довжина гамiльтонова циклу π. TSP вiдносить до класу

PBPs i дозволяє iншу постановку як COP, а саме:

φD(π) = dπ1πn +
n−1∑
i=1

dπiπi+1 → min; (1.15)

π = (π1, ..., πn) ∈ Pn; (1.16)

(πi, πi+1) ∈ E , i ∈ Jn−1,

де dij – вага дуги (i, j) ∈ E (далi TSP.M2 ).

У разi, якщо G – повний граф, TSP набуває вигляду (1.15), (1.16).

Реальна TSP завжди може бути сформульована в цiй формi. Для цього до-

статньо задати достатньо велику довжину для вiдсутнiх дуг, що забезпечує їх

вiдсутнiсть у оптимальному маршрутi. Саме цей факт робить метаевристичнi

пiдходи дуже популярними при розв’язаннi TSP у формi [273,284].

Ще однiєю популярною версiєю TSP є така, де G – повний , вер-

шини якого є точками на площинi або у тривимiрному просторi, тобто

V = {xi}i∈Jn ⊂ Rν, ν = 2, 3. У результатi чого цiльова функцiя (1.15)

набуває вигляду:

φD(π) = ‖xπ1 − xπn‖+
n−1∑
i=1
‖xπi − xπi+1‖ → min, (1.17)
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а постановка (1.16), (1.17) є евклiдовою TSP (далi ETSP) [262]. Зазначимо,

що якщо ввести позначення yi = xπi, i ∈ Jn, ETSP може бути представлена

у виглядi:

φD(π) = ‖y1 − yn‖+
n−1∑
i=1
‖yi − yi+1‖ → min, y = (yi)i∈Jn ∈ Pn(V),

де Pn(V) – множина перестановок векторiв iз V (далi TSP.M3 ).

Для TSP також вiдома "алгебраїчна"форма моделi [145] :

f(x) =
n∑

i,j=1
dijxij → min; (1.18)

n∑
i=1

xij = 1, j ∈ Jn; (1.19)
n∑
j=1

xij = 1, i ∈ Jn; (1.20)

ui − uj + (n− 1)xij ≤ n− 1, i ∈ Jn; (1.21)

ui ∈ Jn−1, i, j ∈ Jn; (1.22)

xij ∈ {0, 1}, i, j ∈ Jn, (1.23)

(далi TSP(ECO)), що представляє її як задачу дискретного програмування на

множинi векторiв (x, u) = (vec(X), (ui)i∈Jn)T розмiрностi n2 + n, бiльшiсть

координат яких булевi, решта – цiлочисловi (тут i далi X = (xij)i,j∈Jn,

vec(X) – оператор векторизацiї матрицi X).

ETSP, так само як TSP(ECO), дозволяє використовувати при їх розв’я-

заннi алгебро-топологiчнi та тополого-метричнi властивостi FPCs, що є їх

допустимими областями. Для ETSP це FPC V, а для TSP(ECO) – множина

Exu = {(x, u) : x, u задовольняють (1.19)-(1.23)}.

Цей факт покладено в основу деяких методiв її розв’язання TSP [224,

262]. Зазначимо, що ETSP не є задачею дискретного програмування, адже

вона передбачає структурування, а саме упорядкування, всiх елементiв FPC

V, а не вибiр одного елемента або незначної частини елементiв V згiдно з
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зазначеним критерiєм оптимальностi. Мiж тим, була б цiкавою побудова

моделей TSP, що комбiнує ETSP, TSP.M3 та представляє задачу у формi

задачi дискретного програмування на векторах, що мiстять усю числову

iнформацiю про елементи V.

Наведемо ще декiлька прикладiв COPs, для яких вiдомi як комбiна-

торнi, так i алгебраїчнi постановки.

Лiнiйна задача про призначення. Нехай задано матрицю C ∈ Rn×n

вартостей витрат вiд призначень n претендентiв на n посад. Лiнiйна задача

про призначення (Linear Assignment Problem, LAP) [50] полягає у пошуку

призначення претендентiв на посади, при якому досягається мiнiмум лiнiйної

функцiї. Як PBP, LAP має вигляд:

φC(π) =
n∑
i=1

ciπi → min

за умови виконання обмежень (1.16) (далi LAP.M1 ). Її алгебраїчною по-

становкою буде (1.18)-(1.20), (1.23) (далi LAP.M2 ). Нехай X – матриця

призначень порядку n, то (1.23) переписується так:

X ⊂ Bn×n, (1.24)

де Bn×n – множина булевих матриць порядку n.

Стовпцi матрицi X являють собою перестановку векторiв одиничного

базису E(n) = {ei}i∈Jn ⊂ Rn, те саме стосується i рядкiв. Таким чином, у

TSP(ECO) умови (1.19), (1.20), (1.24) можуть бути записанi у двох формах:

x1, ...,xn ∈ Pn(E(n)); (1.25)

x′1, ...,x′n ∈ Pn(E(n)), (1.26)

де тут i далi Pn(G) – множина перестановок векторiв, що утворюють множи-
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ну G потужностi n, x1, ...,xn – вектори-стовпцi, а x′1, ...,x′n – вектори-рядки

матрицi X вiдповiдно. (1.18), (1.25) та (1.18), (1.26) – ще двi постановки LAP,

але у даному випадку на перестановках векторiв розмiрностi n.

Квадратична задача про призначення. Нехай D – матриця вiдстаней

мiж об’єктами, а W = (wij)i,j ∈ Rn×n – матриця iнтенсивностi потокiв мiж

мiсцями призначень. Треба знайти призначення об’єктiв мiсцям призначень

мiнiмальної вартостi. Це квадратична задача про призначення (Quadratic

Assignment Problem, QAP) [50], яка вiдноситься до PBPs i у термiнах пере-

становок має вигляд

φD(π) =
n∑

i,j=1
wijdπiπj → min .

з обмеженнями (1.16). Алгебраїчна її постановка – (1.24), (1.19), (1.20),

f(x) =
n∑

i,j,s,t=1
wijdstxisxjt → min .

Задача про небаланс (Balancing Problem, BP). Нехай задано набiр ван-

тажiв iз масами m1,m2, ...,mn. Вантажi необхiдно розмiстити у вiдсiки з

центрами ваги у Ai = (αi, βi, γi), i ∈ Jn, таким чином, щоб вiдхилення центра

ваги системи вiдносно заданої точки A0 = (α0, β0, γ0) було мiнiмальним [236].

Обираючи за мiру вiдхилення величину:

φ(π) =

α0 −

n∑
i=1

αimπi

n∑
i=1

mi


2

+

β0 −

n∑
i=1

βimπi

n∑
i=1

mi


2

+

γ0 −

n∑
i=1

γimπi

n∑
i=1

mi


2

, (1.27)

приходимо до задачi (1.5), (1.16), (1.27) (далi BP.M1 ).

Введемо у (1.27) позначення M =
n∑
i=1

mi, xi = mπi, i ∈ Jn, i отримаємо:

f(x) =
[
α0 − 1

M

n∑
i=1

αixi

]2
+
[
β0 − 1

M

n∑
i=1

βixi

]2
+
[
γ0 − 1

M

n∑
i=1

γixi

]2
,



59

x ∈ Enk(G)

(далi BP.M2 ), де Enk(G) – занурена у Rn множина перестановок, що iн-

дукована числовою мультимножиною G = {mi}i∈Jn, що мiстить k рiзних

елементiв. Перевага постановки BP.M2 порiвняно з BP.M1 у тому, що во-

на сформульована як задача дискретного програмування, а її допустима

область складається з |Enk(G)| елементiв, що може бути значно меншим за

|Pn| = n!, якщо G мiстить повторення.

Ще одним формулюванням BP у термiнах перестановок є (1.16),

φ′(π) =
[
α0 − 1

M

n∑
i=1

απimi

]2
+
[
β0 − 1

M

n∑
i=1

βπimi

]2
+
[
γ0 − 1

M

n∑
i=1

γπimi

]2

(далi BP.M3 ). У результатi замiни

xi = απi, yi = βπi, zi = γπi, i ∈ Jn,

отримуємо модель на перестановках векторiв (далi BP.M4 ):

f(x, y, z)→ min;

f(x, y, z) =
[
α0 − 1

M

n∑
i=1

ximi

]2
+
[
β0 − 1

M

n∑
i=1

yimi

]2
+
[
γ0 − 1

M

n∑
i=1

zimi

]2
;

(x, y, z) ∈ Πn(G),

де Πn(G) – множина перестановок тривимiрних векторiв, що iндукована

множиною G = {(αi, βi, γi)}i∈Jn.

Умова (1.13) гарантовано виконана, якщо мiж елементами E, Π або

принаймнi мiж елементами E ′ та Π′ встановлено бiєкцiю, тобто:

ϕ таке, що Π : E → Π, E = ϕ(Π); Π = ϕ−1(E); (1.28)

або ϕ таке, що Π′ : E ′ → Π′, E ′ = ϕ(Π′); Π′ = ϕ−1(E ′),

а також φ(π) = f(ϕ(π)), π ∈ Π. Надалi ми розглядатимемо такi евклiдовi
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постановки, що забезпечують виконання (1.28).

Процес моделювання COP як ECOP, тобто процес побудови евклiдової

її постановки, включає кiлька етапiв: а) занурення Π у евклiдiв простiр, тобто

пошук вiдображення φ, що задовольняє (1.28); б) формулювання цiльової

функцiї та додаткових обмежень у термiнах декартових координат.

Неважко бачити, що занурення дозволяє будь-яка комбiнаторна мно-

жина, причому у простiр заданої наперед розмiрностi. Так, занурення в R1

здiйснюється простим зiставленням елементам Π їх порядкових номерiв iз

подальшим розглядом їх як точок на прямiй R1. Але оскiльки занурення

нами розглядаються в контекстi COPs, якi мiстять також формулювання

цiльової функцiї i обмежень у термiнах декартових координат, такий шлях

навряд чи буде корисним. Iнакше кажучи, занурення має бути кроком до

досягнення основної мети – побудови адекватної моделi вихiдної COP, адже

це є запорукою можливостi розв’язання замiсть неї ECOP та досягнення

(1.13). Адекватнiсть, тобто збереження сутi задачi, може бути досягнута

як забезпеченням (1.28), так i переведенням у числову форму всiєї якiсної

та кiлькiсної iнформацiї про елементи Π i їх взаємозв’язках, закладеної в

вихiдну COP.

Ще один клас множин комбiнаторного характеру, який виник у процесi

видiлення комбiнаторної структури у задачах практичного характеру, а саме

в задачах геометричного моделювання, та пошуку можливостей застосування

до їх розв’язання апарату дискретного програмування, – це e-множини,

елементами яких є сукупностi (множини або мультимножини) їх компонент

комбiнаторної природи, що вiдрiзняються складом або порядком слiдування

їх елементiв. У e-множинi Π, не обмежуючи загальностi, можна вважати, що

потужностi цих сукупностей збiгаються, iнакше в Π можуть бути видiленi

пiдмножини, що володiють цiєю властивiстю, здiйснено перехiд до їх розгляду,

розв’язання отриманих на них задач за подальшим об’єднанням результатiв

та отриманням остаточного розв’язку вихiдної задачi. Таким чином, елементи
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Π можуть вважатися впорядкованими вибiрками однакового обсягу n, тобто

∃n ∈ N : π = 〈π1, ..., πn〉, ∀π ∈ Π а вони, в свою чергу, можуть бути

вiдображенi у простiр Rn таким чином:

– Cпосiб 1.2.1: π → x ∈ Rn : xj = ij, j ∈ Jn;

– Cпосiб 1.2.2: π → y ∈ Rn : xj = f(eij), j ∈ Jn,

де π = 〈ei1, ..., ein〉, A = {ai}i∈Jk – основа (а ground set) мультимножини

{π1, ..., πn}π∈Π, f – бiєктивне вiдображення A у R1.

Як видно, умова (1.28) виконується саме для Способу 1.2.2. Окрiм

вибору вигляду функцiї f , при зануреннi гнучкiсть тут виникає, якщо у ei,

i ∈ Jk, можна також видiлити однакову кiлькiсть числових або векторних

пiдкомпонент, адже у такому випадку занурення можна здiйснювати по

цих пiдкомпонентах. Зокрема, це матиме мiсце, якщо елементами A будуть

числовi вектори однакової розмiрностi.

1.3 Неперервнi постановки ECOPs

Розглянемо ECOP, видiливши в обмеженнях (1.9) рiвняння i розгля-

нувши її як задачу математичного програмування (далi ECOP1 ) вигляду

(1.12), де E ′ = {x ∈ E : f 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I1; f 2

i (x) = 0, i ∈ I2}, E – FPC у Rn.

Методи розв’язання ECOP1 дiляться на двi великi групи – методи дис-

кретного програмування (дискретнi методи), такi, як методи гiлок i меж, ме-

тоди вiдсiкань та iн. [13,51,59,71,121,132,142,173,174,211,212,215,258,298,353],

неперервнi методи, що передбачають побудову неперервних формулювань

дискретних задач, їх неперервних релаксацiй та iн., iз подальшим застосу-

ванням до їх розв’язання методiв нелiнiйного програмування [1,21,30,163,

164, 175, 185, 219, 263]. Цей подiл доволi умовний. Так, методи гiлок i меж

потребують знаходження оцiнок на кожному кроцi перегляду дерева розв’яз-

кiв, що зазвичай здiйснюється по неперервних релаксацiях вихiдної задачi.

Методи вiдсiкань також зводяться до розв’язання серiї подiбних неперервних
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релаксацiй.

Методи гiлок i меж ґрунтуються на побудовi i напрямленому переглядi

дерева розв’язкiв задачi, для формування якого дослiджуються структурнi

властивостi множини E з метою пошуку рiзних схем його декомпозицiї на

пiдмножини, зокрема, способiв їх розбиття. Оскiльки у нашому випадку

E – множина точок евклiдова простору, цi декомпозицiї можна пов’язати

з рiзними її розкладаннями по гiперплощинах, опуклих поверхнях тощо,

а також використовувати властивостi цих поверхонь та FPCs, отриманих

у перетинi з ними. Як зазначено у [145], ефективнiсть розв’язання COP у

формi ECOP1 суттєво залежить як вiд кiлькостi компонент у розкладаннях,

так i вiд вигляду поверхонь, взятих за їх основу.

У методах вiдсiкань структурнi властивостi E використовуються для

побудови правильних вiдсiкань, тобто таких, що вiдтинають частину допу-

стимої областi неперервної релаксацiйної задачi, не вiдтинаючи жодної допу-

стимої точки ECOP1. Якомога глибше вiдсiкання – це бажана мета i в цьому

напрямку дослiджень особливої важливостi набувають не тiльки шляхи

видiлення якомога бiльших областей багатогранника P = conv E, вiльних

вiд точок E, але i видiлення таких "вiльних"областей на опуклих поверхнях,

описаних навколо E, у тих випадках, коли такi поверхнi iснують.

Неперервнi або алгебраїчнi [145,333] формулювання ECOP1 передбача-

ють пошук аналiтичного опису E вигляду:

E = {x ∈ Rn : f 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I3; f 2

i (x) = 0, i ∈ I4},

де функцiї f 1
i (x), i ∈ I3; F 2

i (x), i ∈ I4, вiдомi, визначенi на E, бiльш того,

неперервнi в областi D ⊃ E, у якiй проводиться оптимiзацiя.

Якщо таке представлення для E знайдено, ECOP дозволяє формулю-

вання у формi задачi нелiнiйного програмування (далi неперервна постановка

ECOP, a continuous ECOP-formulation, CECOP):
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f(x)→ min,

f 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I1 ∪ I3; f 2

i (x) = 0, i ∈ I2 ∪ I4.

CECOP являє собою задачу на умовний екстремум, а у випадку

I1 = I3 = ∅ – класичну задачу на умовний екстремум. Пiсля переходу

до CECOP, до розв’язання вихiдної ECOP1 стає застосовуваним апарат нелi-

нiйного програмування [21, 30, 164]. Залежно вiд того, якими властивостями

володiють функцiї, що присутнi у CECOP, – диференцiйованiсть, опуклiсть

i т.п., – арсенал застосовних методiв неперервної оптимiзацiї рiзний, але в

будь-якому випадку передбачається неперервнiсть цих функцiй.

Таким чином, виникає питання пошуку рiзних представлень допустимої

областi ECOP у формi:

E ′ = {x ∈ Rn : f 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I1 ∪ I3; f 2

i (x) = 0, i ∈ I2 ∪ I4},

де f 1
i (x), i ∈ I1 ∪ I3; f 2

i (x), i ∈ I2 ∪ I4 – неперервнi на D. У роботах [185–

189,254,333], до них використовуються термiни "неперервне функцiональне

представлення"або "f–представлення".

Серед f–представлень, особливе мiсце займають два класи – строгi [333],

коли CECOP являє собою класичну задачу на умовний екстремум, а також

полiедрально-поверхневi, що складаються з лiнiйної системи обмежень бага-

тогранника P та рiвняння описаної навколо нього опуклої гiперповерхнi S.

Iнтерес до побудови строгих f–представлень викликаний тим, що в результатi

їх знаходження з’являється можливiсть застосовувати до розв’язання ECOP1

такi методи, як метод Ньютона, метод множникiв Лагранжа, штрафнi мето-

ди, лагранжевi релаксацiї, прямо-двоїстi методи i т.п. [25,84,121,143,164], а

до полiедрально-поверхневих f–представлень – можливiстю в окремих ви-

падках еквiвалентного формулювання ECOP1 у такiй формi (далi a convex

ECOP-formulation, C’ECOP) [254,331]: знайти
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min
x∈E

F (x),

F 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I1;F 2

i (x) ≤ 0, F 3
i (x) ≤ 0, i ∈ I2,

де F (x), F 1
i (x), i ∈ I1;F 2

i (x), F 3
i (x), i ∈ I2 – неперервнi на D, а також опуклi

i диференцiйовнi на опуклому компактi K: D ⊇ K ⊇ P . Зокрема, це дозволяє,

замiсть полiедральної релаксацiї ECOP вигляду: знайти

min
x∈P

f(x),

f 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I1; f 2

i (x) ≤ 0, i ∈ I2,

отриманої з ECOP замiною умови x ∈ E умовою x ∈ P , розглядати полiе-

дральну релаксацiю С’ECOP вигляду: знайти

min
x∈P

F (x),

F 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I1; F 2

i (x) ≤ 0, F 3
i (x) ≤ 0, i ∈ I2,

що являє собою опуклу задачу оптимiзацiї, вiдповiдно, весь спектр методiв

опуклого програмування [27–29,46,200,243] застосовуваний до її розв’язання.

Якщо ж для E iснує опукла описана поверхня S K ⊇ S, з’являється можли-

вiсть розглядати ще одну, так звану поверхневу [186], релаксацiю C’ECOP

вигляду: знайти

min
x∈S

F (x), F 1
i (x) ≤ 0, i ∈ I1; F 2

i (x) ≤ 0, F 3
i (x) ≤ 0, i ∈ I2.

Вона представляє собою задачу оптимiзацiї опуклої функцiї на повнiй

опуклiй поверхнi i може бути розв’язана методами, що узагальнюють методи

опуклого програмування на даний випадок [64,81,93,127].

Крiм того, виникає можливiсть поєднувати полiедральну та поверх-

неву релаксацiї ECOP з метою отримання бiльш точних нижнiх оцiнок, а,
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вiдповiдно, використовувати обидвi цi релаксацiї як у схемах гiлок i меж,

так i в методах вiдсiкань [185,186,188,189,236,254,314, 379]. Цю особливiсть

оптимiзацiйних задач на множинах, що дозволяють полiедрально-поверхневi

представлення, покладено в основу ряду методiв ECO.

Так, прикладом групи методiв типу гiлок i меж є полiедрально-поверх-

невий метод гiлок i меж (the Branch and Bound Polyhedral-Surface Method,

B&B.PSM) нелiнiйної оптимiзацiї на поверхнево розташованих дискретних

множинах без додаткових функцiональних обмежень [185,186, 189, 236]. При-

кладом методiв вiдсiкань є метод поверхнево-комбiнаторних вiдсiкань (the

surfaced-combinatorial cutting method, MSCС) для умовних лiнiйних задач

на сферично розташованих дискретних множинах [181,314].

Цi самi релаксацiї – полiедральна та поверхнева – лежать також в основi

наближених полiедрально-поверхневих методiв [186,189,236,327,368,379].

Слiд зазначити, що безпосередню побудову полiедрально-поверхневих

представлень у вихiдному просторi дозволяють лише так званi вершинно-

розташованi множини, тобто тi, що збiгаються з множиною вершин своєї

опуклої оболонки. Зазначимо, що ECOP завжди може бути зведена до задачi

оптимiзацiї на вершинно розташованiй множинi у розширеному просторi або

до розв’язання серiї задач на вершинно розташованих множинах у вихiдному

просторi [369], тобто всi методи, заснованi на застосуваннi полiедральних i

поверхневих релаксацiях, застосовнi до розв’язання ECOPs.

1.4 Неперервнi постановки ECOPs: Приклади

Задача здiйснимостi булевих формул. Задача здiйснимостi булевих

формул (the satisfiability problem, SAT-задача) є однiєю з класичних NP-

повних задач комбiнаторної оптимiзацiї, що є центральною у математичнiй

логiцi, комп’ютернiй теорiї, штучному iнтелектi, а також що має безлiч

практичних застосувань [107,124,126,244].
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Постановка задачi. Нехай x1, ..., xn – множина булевих змiнних, що

бере участь у булевiй формулi, де значення y = 0 вiдображає, що логiчний

вираз, що задається y, хибний (false), а y = 1 – що вiн iстинний (true).

Нехай також ¬y позначає заперечення y. Лiтерал (a literal) – це змiнна

або її заперечення. Логiчний вислiв (a clause) – це вираз, який може бути

побудований за допомогою лiтералiв та логiчної операцiї “або” (∨).

Задача полягає в тому, щоб для заданої множини логiчних висловiв

C1, ..., Cm перевiрити, чи iснує призначення змiнним булевих значень, що

робить булеву формулу φ = φ(C1, ..., Cm) виконуваною, тобто iстиною. Якщо

φ представлена у кон’юнктивнiй нормальнiй формi (a conjunctive normal

form, CNF):

φ = C1 ∧ C2. . . ∧ Cm, (1.29)

де ∧ є логiчною операцiєю "i задача позначається CNFSAT. Окремим її

випадком є k-SAT, коли кiлькiсть логiчних операцiй у кожному висловi не

перевищує k, i яка є NP-повною при k ≥ 3.

Вичерпний список методiв розв’язання SAT наведений у [107,126,175].

Коротко перелiчимо тi з них, що пов’язанi iз моделями як задач дискретного

та неперервного програмування, та наведенi у [175].

Так, SAT може бути представлена у формi задачi пошуку допусти-

мого бiнарного вектору x′ ∈ Rm, що задовольняє лiнiйнi обмеження (далi

SAT.M1 ):

Ax′ ≤ a, (1.30)

x′ ∈ B′m,

де A ∈ Rn×m, a ∈ Rn.

SAT.M1 може бути переформульована i представлена як задача опти-

мiзацiї (далi SAT.M2 ) вигляду (1.30),
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x′Tx→ max,

−e ≤ x′ ≤ e,

x′ ∈ Rm,

що є задачею угнутого програмування2).

Згiдно з [124], у такiй "неперервнiй"постановцi SAT значно ефектив-

нiше, нiж у формi SAT.M2, розв’язується методом внутрiшньої точки (an

interior point method) [46, 164], застосованим до SAT.M2, представленiй у

формi (1.31),

ψ(x) = log(n− x′Tx)− 1
n

n∑
k=1

(bk − bTk x′)→ min

BTx′ ≤ b,

де B = [A,E,−E] ∈ Rn×K , b = (aT , 1, ..., 1) ∈ RK , B = (bk)k∈K , bTk ∈ Rn,

k ∈ JK , k = m+ 2n, E – одинична матриця.

Ще один пiдхiд пов’язаний iз еквiвалентним переходом вiд логiчної

форми ϕ до алгебраїчної шляхом перетворень булевих коннекторiв ∨,∧ на

+,−. У результатi такого перетворення отримується алгебраїчний вираз, що

задається Φ(x) : Bn → B1, i задача може бути сформульована у формi задачi

пошуку розв’язку алгебраїчного рiвняння Φ(x) = 1 на множинi Bn або у

виглядi задачi оптимiзацiї (далi SAT.M3 )

Φ(x)→ max, x ∈ Bn. (1.31)

Так, у [107] наведено два способи таких перетворень, у ходi яких кожен

логiчний вислiв представляється добутком кусково заданих функцiй, що

ставляться у вiдповiднiсть кожному складовому лiтералу. В одному випадку

Φ(x) є недиференцiйованою, у другому – диференцiйованою, вiдповiдно,

2)Тут i далi e – вектор з одиниць вiдповiдної розмiрностi
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SAT.M3 є недиференцiйованою або диференцiйованою задачею глобальної

оптимiзацiї. Обчислювальнi експерименти, проведенi SAT.M3, та порiвняння

з класичними методами, показали значну перевагу застосування неперервних

пiдходiв до розв’язання SAT [107].

Задача про максимальну зважену незалежну множину вершин графа

(the Maximum Weight Independent Set Problem, MWIS). Нехай граф (1.14) –

неорiєнтований, при цьому вершинам поставленi у вiдповiднiсть ваги ωi ≥ 0,

vi ∈ V. Треба знайти незалежну множину вершин V ′ ⊆ V, сумарна вага якої

максимальна [13,89]. Якщо усi ваги вершин одиничнi, MWIS є задачею про

максимальну незалежну множину вершин графа (the Maximum Independent

Set Problem, MISP) .

Рiзнi математичнi моделi MWIS та MISP та методи розв’язання наведе-

нi у [175,244]. Наведемо деякi з них, фокусуючись при цьому на їх евклiдових

постановках.

Математична модель MWIS як задачi комбiнаторної оптимiзацiї (далi

MWIS.M1 ):
ϕ(V ′) =

∑
vi∈V ′

wi → max;

V ′ ⊆ V; ∀u, v ∈ V ′ (u, v) /∈ E .

Евклiдова модель цiєї задачi (далi MWIS.M2 ):

f(x) =
n∑
i=1

wixi → max; (1.32)

Ax ≤ e;

x ∈ Bn, (1.33)

де A ∈ Bm×n – матриця iнцидентностi G, що представляє MWIS у формi

умовної лiнiйної булевої задачi. Ще одна постановка (далi MWIS.M3 ) цього

класу має вигляд (1.32), (1.33),
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xi + xj ≤ 1, (vi, vj) ∈ E . (1.34)

У свою чергу, замiна умови (1.33) такою –

x2
i -xi = 0, i ∈ Jn, (1.35)

приводить до формування алгебраїчної постановки MWIS вигляду (1.32),

(1.34), (1.35) (далi MWIS.M4 ) як неопуклої квадратичної задачi оптимiзацiї.

Ще одна постановка MWIS як задачi на умовний екстремум, у даному

випадку класичної, має вигляд (1.32), (1.35),

xixj = 0, (vi, vj) ∈ E (1.36)

(далi MWIS.M5 ) [221,222]. Той факт, що (1.35), (1.36) представляє допустиму

булеву область за допомогою квадратичних обмежень дозволило застосувати

двоїстi квадратичнi оцiнки Н.З. Шора [221,354] i показало гарнi результати

обчислювальних експериментiв. У той же час як булевi постановки MWIS,

такi, як MWIS.M2, MWIS.M3, дають достатньо точнi верхнi оцiнки, натомiсть

вимагаючи значних ресурсiв, порiвняно з iншими методами [177,244].

Ще двi моделi MWIS такi:

a) MWIS.M6 –

f(x) =
n∑
i=1

wixi −
∑

(i,j)∈E
xixj → max;

0 ≤ x ≤ e; (1.37)

б) MWIS.M7 – (1.37),

f(x) =
n∑
i=1

wi(1− xi)
∏

(i,j)∈E
xj → max .

Цi двi задачi є неопуклими оптимiзацiйними задачами на одиничному
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гiперкубi (1.37), причому MWIS.M6 – квадратична, MWIS.M7 – полiномiаль-

на, степiнь якої дорiвнює максимальному степеню вершин G. Обчислювальнi

результати для них стосовно MISP наведено у [1], iншi математичнi моделi –

MWIS, MISP, зокрема, у класi задач напiввизначеного програмування [8],

зiбранi у [175].

Загальний висновок, що можна зробити по результатах проведеного

аналiзу, що деякi задачi комбiнаторної оптимiзацiї дозволяють рiзноманiтнi

формулювання. "Неперервнi"формулювання серед них займають особливе

мiсце, демонструючи перспективнiсть їх використання.

У роздiлi 8 буде встановлено зв’язок мiж моделями SAT.M1-3,

MWIS.M1-7, побудовано новi математичнi моделi та проведено їх порiв-

няльний аналiз.

1.5 Евклiдова комбiнаторна оптимiзацiя

Фундаментальнi дослiдження у евклiдовiй комбiнаторнiй оптимiзацiї

умовно можна роздiлити на три взаємопов’язаних напрямки [279,364,370,378]:

– вивчення алгебро-топологiчних та тополого-метричних властивостей

е-множин, занурених у евклiдiв простiр;

– дослiдження поведiнки функцiй, заданих на образах евклiдових

комбiнаторних множин, у тому числi вивчення властивостей опуклих про-

довжень [374] цих функцiй на опуклi оболонки зазначених множин;

– розроблення нових методiв евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї.

Основна задача, яка розглядається у ECO – це COP (1.5)-(1.7), де Π –

e-множина, а основний iнструмент її розв’язання – побудова еквiвалентної

ECOP вигляду (1.11), (1.12), де E – вiдповiдна s-множина, з подальшим її

розв’язанням та вiдшукання π∗ за x∗.

Властивостi евклiдових комбiнаторних множин, занурених у евклiдiв

простiр, та їх опуклих оболонок описанi в роботах [17,173,258,279,364,370,378].
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Зауважимо, що широкий клас e-множин володiє тiєю властивiстю, що

їх точки i тiльки вони є вершинами своїх опуклих оболонок – комбiнаторних

багатогранникiв. Такi множини називаються вершинно розташованими [374],

а тi з них, що лежать на гiперсферi, – полiедрально-сферичними [254,369].

Теорiя опуклих продовжень функцiй, заданих на вершинно розташова-

них множинах, докладно викладена [366,374] i отримала розвиток, у тому

числi для полiедрально-сферичних множин, у роботах [189,236,251,254,255,

269,271,375,378,379].

Основнi алгоритми i методи евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї ви-

свiтленi в [236, 252, 272, 279, 293, 350, 363, 364, 370, 379]. Зокрема, питанням

умовної лiнiйної оптимiзацiї на s-множинах присвяченi роботи [256, 261,

292, 310, 363, 370, 377, 377], безумовної квадратичної оптимiзацiї – роботи

[185,186,189,236,379], дробово-лiнiйної оптимiзацiї – [74,117,293], негладкої

оптимiзацiї – [291,364].

Серед узагальнень ECOP (1.11), (1.12) слiд назвати лiнiйнi параме-

тричнi задачi ECO, де параметр може бути присутнiй як у цiльовiй фун-

кцiї [24,270,272], так i в параметрах s-множини [260,341]. Ще один напрямок –

це багатокритерiальна оптимiзацiя [76, 214,222], напряму пов’язаний iз пара-

метричною оптимiзацiєю за умови застосування методу лiнiйної згортки [76].

З лiнiйною параметричною оптимiзацiєю також пов’язана задача оптимi-

зацiї дробово-лiнiйної функцiї [74,293]. У свою чергу, для дробово-лiнiйної

оптимiзацiї на перестановках свою ефективнiсть показав метод розширення

простору i зведення задачi до оптимiзацiї лiнiйної функцiї на багатограннику,

породженому загальним багатогранником перестановок [74, 293]. Також слiд

вiдзначити напрямок ECO, пов’язаний iз видiленням рiзноманiтних класiв

лексикографiчної еквiвалентностi [18, 117].

Практичнi задачi оптимiзацiї часто дозволяють рiзнi формулювання –

у виглядi задач на графах, цiлочисельних, комбiнаторних або неперервних

оптимiзацiйних задач [17,173,258,364,370], представляючи допустиму область
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графом, цiлочисльною решiткою з додатковими обмеженнями, комбiнатор-

ною множиною або перетином неперервних областей евклiдова простору,

вiдповiдно. Кожна з таких постановок породжує свої методи оптимiзацiї,

серед яких останнi формулювання, що використовують аналiтичнi описи

(або неперервнi функцiональнi представлення) дискретних множин, займа-

ють особливе мiсце, оскiльки дозволяють використання всього арсеналу

математичного програмування до їх розв’язання.

Оскiльки евклiдовi комбiнаторнi множини дозволяють занурення, вони

представляють особливий iнтерес з точки зору можливостi неперервних

функцiональних представлень [333,369]. Один iз напрямкiв їх формування

пов’язаний iз дослiдженням їх геометричних образiв (s-множин) та їх опу-

клих оболонок – вiдповiдних комбiнаторних багатогранникiв. Подiбно до

того, як аналiтичним представленням багатогранника (H–представленням,

P .HR) служить лiнiйна система його обмежень, неперервним представленням

вершинно розташованої множини є H–представлення вiдповiдного багато-

гранника, доповнене рiвнянням описаної навколо багатогранника поверхнi.

У результатi чого будується так зване полiедрально-поверхневе представле-

ння s-множини [186, 333, 369]. Таким чином, важливостi набувають задачi

пошуку H–представлень багатогранникiв, а серед них незвiдних та роз-

ширених. Останнi двi задачi нацiленi на вирiшення проблеми уникнення

розгляду H–представлень iз надто великою кiлькiстю обмежень (порядком

H–представлення). Розширене формулювання (an extended formulation, роз-

ширене H-представлення, P .EHR) багатогранника [123] – це лiнiйна система

обмежень, задана у iншому просторi, така що iснує лiнiйне перетворення

мiж вихiдним та результуючим багатогранниками. Метою побудови P .EHRs,

зазвичай, є зменшення кiлькостi обмежень багатогранника, бажано суттєве i

за рахунок незначного збiльшення розмiрностi простору. Окрiм цього, iнодi

P .EHR краще пiдкреслюють структуру вихiдної задачi, оскiльки не усi по-

трiбнi аспекти можуть бути лiнiйно описанi у вихiдному просторi, на вiдмiну
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вiд результуючого. З розв’язанням задачi пошуку H–представлень, у тому

числi релаксованих, пов’язано цiлий роздiл математики, що називається полi-

едральна комбiнаторика (Polyhedral Combinatorics) [17, 104, 112, 195, 211, 258].

Той факт, що клас комбiнаторних множин, якi дозволяють розв’язати цю

задачу, є досить обмеженим, закладено у термiнi «a perfect formulation»

задач комбiнаторної оптимiзацiї, для тих небагатьох iз них, H–представлення

вiдповiдних багатогранникiв яких вiдомi [58].

Ще один напрямок формування аналiтичних представлень e-множин

пов’язаний iз пошуком систем рiвнянь, якi задають у евклiдовому просторi

дiйсне рiзноманiття, яке збiгається з заданою e-множиною. Якщо при цьому

шукається алгебраїчна система, ця задача є оберненою до проблеми дослi-

дження властивостей областi, заданої полiномiальними рiвняннями, яка є

основною задачею дiйсної алгебраїчнiй геометрiї (Real Algebraic Geometry,

RAG) [36, 60, 79, 110, 245]. Для допомоги розв’язанню нашої задачi, RAG-

iнструментарiй потребує розширення та вдосконалення, у т.ч., перенесення з

кiльця полiномiв на кiльце неперервних функцiй.

1.6 Конфiгурацiї

Згiдно з [268], термiн «конфiгурацiя» (вiд пiзднєлатинського confi-

guratio – надання форми, розташування). Комбiнаторнi конфiгурацiї, їх

класифiкацiю та властивостi розглянемо вiдповiдно до [22,116,150,204,216,

283,285,286,360,361].

У математицi, конфiгурацiя зазвичай вiдображає деяке розташування

множини точок i прямих на площинi або поверхонь у просторi [57,105,190].

Досить повний огляд публiкацiй, присвячених таким, так званим «геометри-

чним», конфiгурацiям, представлений у [101].

Сучасне визначення конфiгурацiї у геометричному сенсi можна сфор-

мулювати таким чином [61,101]: «конфiгурацiя – це скiнченна iнцидентна
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структура з v точок i r лiнiй, така що: а) k точок лежить на кожнiй лiнiї;

б) у точностi m лiнiй проходить через кожну точку; в) через будь-якi двi

точки проходить не бiльше однiєї лiнiї».

Якщо припустити, що лiнiями є прямi, то пiд конфiгурацiєю розумiється

скiнченна iнцидентна структура з v точок i r прямих, така що k точок лежать

на кожнiй прямiй i в точностi m прямих проходять через кожну точку.

Основнi проблеми, дослiджуванi в теорiї геометричних конфiгурацiй

для заданих параметрiв v, r, k,m, полягають у видiленнi та доведеннi iсну-

вання рiзних класiв конфiгурацiй, а також визначеннi кiлькостi неiзоморфних

конфiгурацiй.

Спочатку цi дослiдження проводилися геометричними методами шля-

хом безпосередньої побудови конфiгурацiй на площинi. Потiм В. Мартiнеттi

(V. Martinetti) було запропоновано комбiнаторний пiдхiд до дослiдження

геометричних конфiгурацiй [153]. При цьому задачу iснування i перечислення

конфiгурацiй пропонувалося розв’язувати рекурсивно, виходячи з розв’язкiв

для конфiгурацiй меншої потужностi.

Х. Шротер (H. Schroter) звернув увагу на те, що не всi такi «теоре-

тичнi» конфiгурацiї В. Мартiнеттi можуть бути геометрично побудованi

на площинi. В результатi вiн вiдiйшов вiд геометричної сторони конфiгура-

цiй, залишивши комбiнаторну, i ввiвши означення конфiгурацiї у термiнах

«елемент» i «стовпець» [213] замiсть «точок» та «лiнiй». При цьому конфi-

гурацiя представлялася булевою матрицею порядку r × v, в якiй стовпцi

вiдповiдають прямим, рядки – точкам їх перетину, а сама вона є матрицею

призначень прямих точкам ї перетину. На сьогоднi, довiльну булеву матрицю

розглядають як конфiгурацiю, якiй вiдповiдає клас еквiвалентностi матриць,

отриманих довiльною перестановкою рядкiв i стовпцiв цiєї матрицi [202].

У роботах [94,242] зустрiчаються конфiгурацiї в iншому контекстi, а

саме, множина точок у евклiдовому просторi iменується точковою конфiгу-

рацiєю (a point configuration, PC), а скiнченна така множина – a finite PC
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(FPC). Сучасну класифiкацiю конфiгурацiй точок i лiнiй дає Б. Грюнбаум

(B. Grunbaum) у [105], видiляючи серед них три види – топологiчнi, геоме-

тричнi та комбiнаторнi. Конфiгурацiю називають топологiчною, якщо вона

задає деяке розмiщення псевдолiнiй у проективнiй площинi з множиною їх

перетинiв. Конфiгурацiї вiдносять до геометричних, якщо лiнiї розглядаю-

ться в евклiдовiй або проективнiй площинi, а точки формуються у перетинi

цих лiнiй. У комбiнаторних конфiгурацiях як точки та лiнiї вибираються

абстрактнi множини.

На даний час, дослiдження комбiнаторних конфiгурацiй видiлило-

ся в окремий напрям дискретної математики, засновником якого вважа-

ється К. Берж (C. Berge). Згiдно з К. Бержем [22], конфiгурацiя – це

вiдображення деякої вихiдної множини елементiв довiльної природи у скiн-

ченну абстрактну результуючу множину певної структури за умови викона-

ння заданого набору обмежень.

Вiдповiдно до класифiкацiї [22], видiленi основнi задачi, якi розв’язую-

ться у комбiнаторному аналiзi: вивчення вiдомих конфiгурацiй, формування

нових класiв конфiгурацiй iз наперед заданими властивостями, формування

нових класiв конфiгурацiї iз наперед заданими властивостями, перечислення

конфiгурацiй (перелiчувальна комбiнаторика), перерахування (генерацiя)

конфiгурацiй, оптимiзацiя на множини конфiгурацiй.

Дослiдженню конфiгурацiй за К. Бержем присвячено, зокрема, роботи

[23,116,136,150,204,216,283–286,360,361]. При цьому у випадку скiнченної

вихiдної множин зазвичай використовується термiн «комбiнаторна конфiгу-

рацiя».

У роботах [116,216,283,285] поняття комбiнаторної конфiгурацiї отрима-

ло розвиток шляхом ослаблення умов на скiнченнiсть результуючої множини.

Для видiлення випадку її злiченностi використовується поняття комбiнатор-

ного об’єкту, зокрема, комбiнаторного об’єкту k-го порядку. Це дозволило

значно розширити клас реальних задач, якi можуть бути формалiзованi з
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використанням понять комбiнаторних конфiгурацiй та об’єктiв.

1.7 Оцiнки функцiй

Нехай множинаE = Enk(G) ⊂ Rn – образ уRn e-множини перестановок

iз числової мультимножини G потужностi n, що мiстить k рiзних елементи,

на якiй задано функцiю ϕ. Якщо ϕ опукла наK, що є опуклою надмножиною

E, її нижню оцiнку на E можна знайти згiдно з результатами, наведеними

у [365].

Нехай K ⊆ Rn – опукла замкнена множина, E ⊂ K, ϕ : K → R1.

Теорема 1.1. Якщо ϕ (x) – опукла та диференцiйовна на K, то ∀x ∈ K

min
y∈E

ϕ (y) ≥ ϕ (x)− (∇ϕ (x), x) + min
y∈E

n∑
i=1

∂ϕ(x)
∂ xi

yi. (1.38)

Теорема 1.2. Нехай ϕ (x) – сильно опукла з параметром ρ > 0 на K, то

min
x∈E

ϕ(x) ≥ ϕ(y∗) + ρmin
x∈E
‖x− y∗‖2, (1.39)

де y∗ = arg min
y∈K

ϕ (y).

Теорема 1.3. Якщо ϕ (x) сильно опукла з параметром ρ > 0 та дифе-

ренцiйовна на K, то ∀x ∈ K

min
y∈E

ϕ(y) ≥ ϕ(x)− 1
4ρ‖∇ϕ(x)‖2 + ρmin

y∈E

∥∥∥∥∥y − x+ 1
2ρ∇ϕ(x)

∥∥∥∥∥
2
. (1.40)

Теорема 1.4. Для того, щоб точка y∗∗ ∈ E доставляла мiнiмум на E

опуклої та диференцiованої на K функцiї ϕ, достатньо, щоб

min
y∈E

n∑
i=1

∂ϕ(x)
∂ xi

yi = (∇ϕ (y∗), y∗). (1.41)

У роботi [249,373,379] цi оцiнки було конкретизовано для класу Enk(G)
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та узагальнено на образи e-множин розмiщень без повторень та з необме-

женими повтореннями, зокрема, булевих. У роботi [367] цей результат було

узагальнено на довiльну скiнченну множину Rn i доведено, що теореми 1.1-1.4

вiрнi для довiльної вершинно розташованої FPC E.

У роботах [288,370] цi оцiнки та достатню умову (1.41) було узагальнено

на випадок недиференцiйованих функцiй та дослiдженi шляхи покращення

цих оцiнок. Так, наприклад, узагальнення теореми 1.1 виглядає так.

Нехай K ⊆ Rn – опукла замкнена множина, E ⊆ K, ϕ : K → R1.

Теорема 1.5. Якщо ϕ (x) – опукла на K, то ∀ x ∈ K

min
y∈E

ϕ (y) ≥ ϕ (x)− (∇̄ϕ (x), x) + min
y∈E

n∑
i=1
∇̄iϕ (x)yi,

де ∇̄ϕ (x) = (∇̄iϕ (x))i∈Jn – субградiєнт функцiї ϕ (x) у точцi x.

Аналогiчнi узагальнення мають мiсце для теорем 1.3, 1.4, у яких фор-

мули (1.40), (1.41) потребують замiни: ∇ϕ (x) → ∇̄ϕ (x), ∂ϕ(x)
∂ xi
→ ∇̄iϕ (x),

i ∈ Jn [288]. Зокрема, має мiсце такий результат. Для того, щоб точка y∗

доставляла мiнiмум опуклої на K функцiї ϕ, достатньо, щоб

min
y∈E

n∑
i=1
∇̄iϕ (x) = (∇̄ϕ (y∗), y∗).

У роботi [73] оцiнки з [288] було конкретизовано для образу у Rn

e-множини сполучень з необмеженими повтореннями [287,296].

Окрiм даного узагальнення результатiв [367], далi розвиток теорiї

оцiнок на образах e-множин вiдбувався у напрямку подальшої конкретизацiї

(1.38)-(1.40) для окремих класiв FPCs, таких як пiдмножини булевої множини

Bn, що розташованi на однаковiй вiдстанi вiд певної її точки [274] (далi

Bn(x0,m), де x0 ∈ Bn, m ∈ N1), образи у евклiдовому просторi e-множини

полiперестановок [288], полiрозмiщень [291], а також деякi iншi композицiйнi

образи [275,277,279,280].
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У роботах [279–281] вивчалося також питання покращення оцiнок

(1.38)-(1.40) за допомогою оптимiзацiї по x, ρ. Зазначимо, що можливiсть

побудови цих нижнiх оцiнок пов’язана iз можливiстю ефективного вирiшення

лiнiйної оптимiзацiйної задачi на E та задачi проектування на E. Саме тому

у роботах [249,279,365,370,379] увагу було зосереджено на розв’язаннi цих

двох задач.

Данi оцiнки стосуються опуклих функцiй. Можливiсть побудови ни-

жнiх оцiнок функцiї довiльного вигляду, заданої на FPC, лежить у пошуку

можливостей переходу до розгляду замiсть ϕ(x) опуклої функцiй Φ(x) такої,

що

Φ(x) ≤
E
ϕ(x). (1.42)

Один iз засобiв це зробити – це побудова Φ(x) = ∂(conv Ψ(x)) як

границi опуклої оболонки Ψ(x) надграфiка ϕ(x), яку називають опуклою

оболонкою (a convex envelope) функцiї ϕ(x) i позначають Ψ(x) = conv ϕ(x)

[241]. У такому випадку (1.42) посилюється до Φ(x) ≤
conv E

ϕ(x). Iнший шлях

пов’язаний з побудовою опуклих продовжень ϕ(x) [251, 374], коли (1.42)

виконується як рiвнiсть.

1.8 Продовження функцiй

У математицi загальновживаним є поняття звуження функцiї з областi

її визначення у власну пiдмножину цiєї областi.

Означення 1.1. Нехай F : E ′ → D, E ⊂ E ′, то функцiя f : E → D, що

збiгається iз F на E, називається звуженням (a restriction) функцiї F на

множину E.

Для функцiї f , що є звуженням функцiї F на E використовують

позначення f = F |E. Вiдповiдно функцiя F називається продовженням

функцiї f на множину E ′.

Для вiдображення, що ∀x ∈ E : f(x) = F (x), тобто F збiгається з f
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на E, використовують таке позначення [251]:

F (x) =
E
f (x) . (1.43)

Продовження функцiї тепер можна визначити таким чином.

Означення 1.2. Продовженням (an extension) функцiї f (x) з E на

E ′ ⊃ E називається функцiя F (x), яка визначена на E ′ та задовольняє

умову (1.43).

При цьому область E, з якої здiйснюється продовження, називається

областю продовження (an extension domain) [56].

З його допомогою, означення (1.2) можна переформулювати таким

чином.

Означення 1.3. Продовженням функцiї f : E → R1 з E на E ′ ⊃ E

називається функцiя F : E ′ → R1, яка задовольняє умову (1.43).

Продовження рiзних типiв – опуклi, угнутi, гладкi, Лiпшицевi про-

довження i т.iн. – зустрiчаються у науковiй лiтературi [49, 63, 140, 179, 203,

241,247,257,375]. Крiм того, розглядаються рiзнi типи областi продовжень

E та областi E ′, на якi вони проводяться. Так, як E вибирається границя

деякої областi або її частина, наприклад, множина її крайнiх точок, опуклi,

скiнченнi та злiченнi множини i т.д., у той час як за E ′ може бути вибрано

весь простiр Rn, опукла оболонка E та iнша власна надмножини E.

Можна видiлити три основнi напрямки дослiджень продовжень – це

неперервнi, диференцiйованi, у т.ч. аналiтичнi, а також опуклi та угнутi

продовження.

Так, у роботi [247], Х. Уiтнi (H. Whitney) зазначає, що проблема побу-

дови неперервного продовження на весь простiр завжди розв’язувана, якщо

область продовження є замкненою множиною. Так, при виконаннi певного

набору умов, таке продовження є розв’язком задачi Дiрiхле i функцiєю,
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гармонiчною на E = Rn\E та такою, що набуває заданих значень на E.

Виходячи з цього, Х. Уiтнi поставив новi питання: а) чи можна побу-

дувати таке неперервне продовження, що є диференцiйованим, а можливо

i аналiтичним, на E; б) якщо так, то чи можна зробити це продовження

гладким до певного порядку у разi, якщо f має цей порядок гладкостi на E.

Фундаментальним результатом [247] є така теорема.

Теорема 1.6. (Теорема Уiтнi про продовження/Whitney extension theorem)

Нехай E – замкнена множина у Rn, а f(x) = f (0)(x) – Cm(E)-функцiя (m

скiнченне чи нескiнченне) у сенсi f (j)(x)(σj ∈ Jm)3). У такому випадку iснує

функцiя F (x) ∈ Cm(E)4) у звичайному сенсi, така що виконанi умови (1.43)

D(j)(x) = f (j)(x) ∈ E(σj ∈ Jm),

F (x) аналiтична у Rn\E.
(1.44)

Теорема 1.6 дає достатнi умови iснування диференцiйованого, у тому

числi нескiнченно диференцiйованого, продовження функцiї, аналiтичного на

E, що забезпечує не тiльки виконання (1.43), але i подiбних умов на похiднi.

Крiм того, у роботi [247] дослiджено особливостi продовжень з множини

iзольованих точок, а результат сформульовано у виглядi теореми Х. Уiтнi

про продовження для множини iзольованих точок, скiнченної чи злiченної

(Whitney extension theorem for isolated points (finite or countable)).

Перейдемо до розгляду опуклих продовжень. Серед усiх класiв про-

довжень функцiй вони займають особливе мiсце. З одного боку, це певним

чином пов’язано iз попередньою задачею побудови продовження заданого

порядку гладкостi, адже, згiдно з [3], опуклi функцiї є двiчi неперервно

диференцiйованими майже усюди. З iншого боку, опуклi продовження мають

багато практичних застосувань у геометричному аналiзi, нелiнiйнiй динамiцi,

квантових обчисленнях та економiцi (див. посилання у [257]) i, звичайно, у
3)у сенсi Уiтнi, тобто задовольняє умови Уiтнi [247]
4)Cm(E) – функцiя з порядком гладкостi m на E
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оптимiзацiї [63, 186,236,241,257].

Зазвичай, говорячи про побудову опуклих продовжень, мова йде про те,

що не тiльки областьE ′, на яку вони вiдбуваються, але i область продовження

E, опуклi. У такому випадку можна сказати, що опукле продовження завжди

iснує, адже для побудови F (x), достатньо довизначити f(x) на E значенням

+∞, а потiм перейти до опуклої оболонки надграфiка одержаної функцiї [69].

Але, як зазначає автор [257], такий спосiб придатний у деяких застосуваннях

таких як оптимiзацiя, зокрема, опуклий аналiз, та теоретичних областях,

таких як теорiя двоїстостi, але у варiацiйному численнi вже потрiбнi бiльш

аналiтичнi пiдходи до побудови опуклих продовжень. Саме тому вирiшенню

цих питань придiляється особлива увага [69,140,203].

Мiж тим, не абиякий iнтерес представляють питання побудови опуклих

продовжень з неопуклих областей [179], зокрема з частини частин границь

опуклих областей [241], у тому числi з множин вершин багатогранникiв

[63,251].

Так, у роботi [373] С. В. Яковлев сформулював ряд фундаментальних

теорем про iснування опуклих продовжень функцiй зi скiнченних множин,

що збiгаються з множиною вершин своєї опуклої оболонки, якi у подальшому

набули назви вершинно-розташованих множин [251,374]. Наведемо деякi з

них, необхiднi для подальшого викладення.

Нехай E,E ′ – такi, що E ′ = conv E, E = vert E ′, nE = |E|.

Теорема 1.7. Для будь-якої функцiї f : E → R1 iснує опукла функцiя

ϕ : E ′ → R1, така що ϕ (x) =
E
f (x).

При цьому функцiя ϕ (x) будується у формi

ϕ (x) = min
α∈Λ(x)

nE∑
i=1

αif(xi), (1.45)

Λ(x) =
{

(α1, ..., αnE) : x =
nE∑
i=1

αixi;
nE∑
i=1

αi = 1; αi ∈ [0, 1], xi ∈ E, i ∈ JnE
}
.
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i є, згiдно з [373], опуклою оболонкою f(x), отже, ϕ(x) = conv f(x)5) для

x ∈ E ′.

Теорема 1.8. Для будь-якої функцiї f : E → R1 i довiльного ρ > 0

iснує сильно опукла з параметром не менше ρ функцiя Ψ : E → R1, така що

Ψ (x) =
E
f (x).

Теорема 1.9. Для будь-якої функцiї f : E → R1 iснує диференцiйовна

опукла функцiя ξ : E → R1, така що ξ (x) =
E
f (x).

Якщо |E| > 1, буде виконано E ⊂ E ′, вiдповiдно теореми 1.7-1.9

встановлюють iснування опуклого, сильно опуклого та диференцiйованого

продовжень довiльної функцiї f(x) з довiльної вершинно розташованої мно-

жини E на невироджений у точку багатогранник E ′. Цi теореми виражають

достатнi умови iснування не тiльки опуклих, але i сильно опуклих та дифе-

ренцiйованих опуклих продовжень на багатогранник E ′. Виникає питання,

якi є достатнi умови цього i який має критерiй iснування опуклих продов-

жень функцiї в залежностi вiд вигляду областi продовження i функцiї f . Ще

одне питання – це розширення областi, на яку здiйснюється продовження, з

conv E на опуклу множину E ′ ⊃ convE, у т.ч. на E ′ = Rn.

Узагальненням теореми 1.7 є такий результат [179], пов’язаний iз спо-

стереженням авторiв, що у задачах прийняття рiшень в умовах ризику досить

часто необхiдно продовжити функцiї опуклим чином з неопуклих областей,

що обумовило введення поняття опуклої функцiї, визначеної на довiльнiй, не

обов’язково опуклiй, областi. Ця потреба була пов’язана з тим, що достатньо

часто спостережень, що є вхiдними даними математичної моделi, заданi на

неопуклiй, зокрема дискретнiй, частинi простору, при цьому дуже бажано

використати у розрахунках усi наявнi данi. Для того, щоб вiдрiзнити зазна-

чене поняття iз класичним поняттям опуклої функцiї, використовуватимемо

термiн "функцiя, опукла на множинi в узагальненому сенсi"(the generalized

5)Опуклою оболонкою функцiї f називається єдиним чином визначене опукле її продовження ϕ, що
задовольняє обмеження ϕ(x) ≥ φ(x) для усiх опуклих продовжень φ функцiї f та ∀x ∈ E′ [63]
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convex function, GCF).

Означення 1.4. Нехай E ⊆ Rn. Функцiя f : E → R1 є GCF на E, якщо

для усiх опуклих лiнiйних комбiнацiй елементiв {xi}i∈I ⊆ E, виконано: якщо

∑
i∈I
λix

i ∈ E ⇒

⇒ f(∑
i∈I
λix

i) ≤
|I|∑
i=1

λif(xi). (1.46)

Таким чином, GCF є функцiєю, що задовольняє нерiвнiсть Йенсена

лише для таких {xi}i∈I ⊆ E, опуклi лiнiйна комбiнацiя яких та також є

точкою E.

Теорема 1.10. [179] (extension theorem). Нехай V – лiнiйний простiр

над полем дiйсних чисел, E ⊂ V , f : E → R1 = R1 ∪ {−∞,∞} – GCF. У

такому випадку iснує опукла функцiя F : V → R1, що є продовженням f на

V .

Наслiдок 1.1. Нехай E ⊂ Rn, f : E → R1 – GCF, то iснує функцiя

F : Rn → R1, що є опуклим продовженням f на V .

Оскiльки при доведеннi теореми 1.10 використовується опукле про-

довження, одержане з (1.45) iз замiною min на inf, цей наслiдок вказує на

iснування опуклого продовження будь-якої GCF f у формi (1.45). Оскiльки

функцiя, задана на вершинно розташованiй множинi, є GCF, має мiсце також

такий наслiдок.

Наслiдок 1.2. Для довiльних вершинно розташованої множини E, фун-

кцiї f : E → R1 та опуклої множини E ′ ⊃ E iснує опукле продовження f з

E на E ′.

Цей наслiдок узагальнює теорему 1.2 з E ′ = convE на E ′ = Rn, отже i

на довiльну опуклу множину E ′ ⊃ E.

Нарештi, у [241] представлено необхiдну i достатню умову iснування

опуклого продовження, яка використовує той факт, що виконання умови
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(1.46) для точок, що представляються опуклою лiнiйною комбiнацiєю iнших

точок E, є необхiдною умовою iснування опуклого продовження функцiй.

Теорема 1.11. Опукле продовження F : E ′ → R1 функцiї f : E → R1

на опуклу множину E ′ ⊃ E iснує тодi i тiльки тодi, коли ∀x ∈ E

f(x) ≤ min
∑
i∈I
λif(xi) :

∑
i∈E

λix
i = x;

∑
i∈I
λi = 1;λi ∈ (0, 1), xi ∈ E

 .(1.47)

де сумування вiдбувається по всiх I ⊂ N, |I| <∞.

Зауваження 1.2. При доведеннi теореми 1.11, опукле продовження

F (x) формується у виглядi

F (x) = conv φ(x), де φ(x) =


f(x), якщо x ∈ E,

∞, якщо x ∈ E ′\E.
(1.48)

Таке опукле продовження перетворюється на (1.45) при виборi

E = vertconvE, E ′ = convE та на запропонований у [69], коли E ⊂ Rn – опу-

кла, E ′ = Rn, тобто є узагальненням цих двох вiдомих способiв формування

опуклих продовжень.

Щодо iснування опуклих диференцiйованих продовжень, що узагаль-

нює теорему 1.3, вiдзначимо нещодавнє дослiдження [14], де як область

продовження E розглядається опуклий компакт, а також задана функцiя

f : E → R1 – опукла, та множина полiномiв, що задовольняє умови Уiтнi

(див. [247]). Таким чином, з теоремою 1.6, за умови виконання ряду вимог,

iснує неперервно диференцiйовне, до m-го порядку гладкостi, продовження,

що задовольняє також умови (1.44). Автори [14] дослiджують питання, за

яких умов можна гарантувати опуклiсть побудованого в результатi продов-

ження. Вони також вказують на великий iнтерес, що привертають в останнi

роки Уiтнi-типу продовження при побудовi лiнiйний операторiв продовжень

iз майже оптимальними нормами, при побудовi продовжень у просторах, вiд-
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мiнних вiд евклiдова, таких як простори Соболєва. Узагальнення результатiв

Уiтнi на клас опуклих функцiй цiкаве не тiльки з теоретичної токи зору,

але, на думку авторiв [14], має застосування у диференцiальнiй геометрiї,

частинних диференцiйних рiвняннях тощо.

Що стосується строго та сильно опуклих продовжень, то певним резуль-

татом у напрямку їх iснування та пошуку конструктивних шляхiв побудови

можна назвати теорему [235].

Теорема 1.12. Якщо E розташована на гiперсферi Sr(x0) iз центром

у точцi x0 радiуса r, функцiя f ∈ C2(Rn) та має обмеженi другi частиннi

похiднi, то ∃M ∈ R1
+, таке що

F (x, µ) = f(x) + µf1(x), (1.49)

опукла для довiльного µ ≥M , де

f1(x) = (x− x0)2 − r2. (1.50)

У вiдповiдностi з [120], тут i далi величину (1.50) називатимемо регу-

ляризацiйним доданком, а µ – параметром регуляризацiї.

Наслiдок 1.3. Нехай ρ > 0, тодi в умовах теореми 1.12 функцiя (1.49) –

строго опукла при µ > M i сильно опукла з параметром ρ при µ ≥M + ρ.

Теорема 1.12 та наслiдок 1.3 вказують необхiднi умови iснування опу-

клих (строго/сильно опуклих) двiчi неперервно диференцiйованих продов-

жень у формi (1.49), (1.50). Окрiм того, у [235] отримано нижню оцiнку M

порогового значення µ, що забезпечує опуклiсть (1.49).

Наслiдок 1.4. [235] Якщо E розташована на гiперсферi Sr(x0), f ∈

C2(K), де K ⊂ Rn – опуклий компакт, то ∀ε > 0 ∃M(ε) ∈ R1
>0, таке що

для довiльного µ ≥M(ε)/M(ε) + ε функцiя F (x, µ) вигляду (1.49), (1.50) є

опуклою/сильно опуклою на K з параметром ε.
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Можливiсть уопуклювання f(x) за допомогою f1(x) можлива у си-

лу сильної опуклостi останньої. Виникає питання, чи можна узагальнити

теорему 1.12 на випадок опуклих регуляризацiйних доданкiв загального

вигляду.

Пiсля того, як iснування опуклого продовження встановлено, виникає

таке питання про пошук ефективних способiв його побудови, що уникає

залучення усiх елементiв E, як це передбачалося у теоремах 1.7, 1.11, адже

представленi у них опуклi продовження для реальних комбiнаторних множин,

що мають експоненцiйну потужнiсть, має лише теоретичний iнтерес.

У сукупностi з вибором параметра регуляризацiї згiдно з [235], формули

(1.49), (1.50) дають конструктивний спосiб побудови опуклого продовження

з гiперсфери та довiльної її пiдмножини, дискретної чи континуальної.

У роботi [366] був запропонований конструктивний iтерацiйний пiдхiд

до побудови опуклих/угнутих, сильно опуклих/угнутих продовжень мономiв

з Enk(G), де G ≥ 0, у ортант Rn
+, складнiсть побудови якого залежить вiд ви-

гляду моному, зокрема, вiд його знаку та кiлькостi змiнних у ньому, а також

вiд вигляду G, в результатi чого будується негладке опукле продовження.

У подальшому цей спосiб набув назву "метод Стояна-Яковлева" [269, 295]

(the Stoyan-Yakovlev Method, SYM ) та був узагальнений у декiлькох на-

прямках. Так, у [269] було зазначено, що кiлькiсть арифметичних операцiй

побудови опуклих продовжень мономiв конструктивним методом типу SYM

суттєво залежить вiд способу їх розбиття на пари множникiв та запропо-

новано його модифiкацiю (the Modified SYM, MSYM ), що використовують

рiзнi такi способи. Головним недолiком SYM та MSYM є непропорцiйне

збiльшення компонент у результуючому опуклому продовженнi моному з

додатним знаком при змiнi знаку на протилежний. Крiм того, у [269, 311]

MSYM було перенесено на образ у Rn загальної множини полiперестановок

Enk(G) та дано оцiнки складностi SYM та рiзних версiй MSYM. Крiм того,

у роботi [269,311] було запропоновано спосiб побудови опуклих продовжень
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полiномiв, кiлькiсть складових якого для мономiв iз вiд’ємним знаком лi-

нiйно залежить вiд кiлькостi складових у вiдповiдних мономах iз додатним

знаком. Крiм того, було представлено три способи формування продовжень

у залежностi вiд розбиття мономiв на множники та дано значно кращi за

SYM, MSYM оцiнки кiлькостi арифметичних операцiй, а саме квадратичну

та кубiчну. У роботi [379] було запропоновано спосiб побудови негладких та

диференцiйовних опуклих продовжень полiномiв з булевої множини Bn. Далi

стосовно конструктивних способiв побудови теорiя опуклих продовжень роз-

вивалася у напрямку пошуку аналiтичних їх виразiв у залежностi вiд вигляду

комбiнаторної областi продовження та вигляду функцiй, що продовжуються.

Головну увагу було придiлено опуклим продовженням квадратичних полiно-

мiв у формi також квадратичних полiномiв [185,254,323,329,338–340,347],

при цьому за областi продовження вибиралися Enk(G), Enk(G), Bn, Bn(m) –

образ у Rn булевої множини перестановок, En – образ у Rn2 множини ма-

триць перестановок порядку n, добуток Адамара Enk(G) i Bn. У роботi було

розглянуто питання побудови опуклих продовжень кубiчних полiномiв з

множини Enk(G).

Аналiз iснуючих аналiтичних способiв побудови опуклих продовжень

квадратичних функцiй з комбiнаторних множин, вписаних у сферу, дозволяє

стверджувати, що у багатьох випадках вони дають опуклi продовження

у формi (1.49), (1.50), де µ визначається матрицею квадратичної форми.

Таким чином, виникає питання про видiлення класiв FPCs, для яких такий

спосiб можливий, а також про порiвняння рiзних опуклих продовжень у

формi (1.49), (1.50) у залежностi вiд вибору точки x0.

1.9 Висновки за роздiлом 1

Для обґрунтування застосування в моделюваннi реальних завдань,

зокрема, задач геометричного проектування, дано iсторичний огляд вини-
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кнення комбiнаторних конфiгурацiй як математичного об’єкта та їх тiсному

зв’язку з геометричними структурами.

Встановлено зв’язок скiнченних точкових конфiгурацiй, якi є образами

евклiдових комбiнаторних множин, iз множиною конфiгурацiй по К. Бер-

жу, позначивши ще один аспект застосування геометричного аналiзу для

дослiдження цих множин.

Наведено ряд задач оптимiзацiї теоретичного та практичного хара-

ктеру на множинах комбiнаторних конфiгурацiй, що дозволяють побудову

евклiдових постановок дають можливiсть їх розв’язання методами нелiнiй-

ного, в т.ч. дискретного, програмування на отриманих при вiдображеннi в

простiр скiнченних точкових конфiгурацiях.

Перелiчено переваги використання евклiдових постановок у оптимi-

зацiї, серед яких можливiсть побудови неперервних релаксацiї на опуклих

оболонках FPCs, уопуклення функцiй, заданих на FPCs, i побудови їх оцiнок.

Дано огляд теорiї опуклих продовжень та означенi вiдкритi питання у

цьому напрямку.

Основнi результати першого роздiлу опублiковано у роботах [185–189,

254,255,270,272,323,327,329,331,333,338–341,347,369].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [1,3,8,11,13,14,18–22,24,25,27–30,34,37,42,46,49,

51,56–59,61,63,64,69,71,73,76,79,81,84,88,89,93,95,101,102,105,107,114,116,117,

121,123,124,126,127,129,132–136,139,140,143,145,146,150,153,155,156,164,172–

175,177,179,190,198,200,202–204,211,213–216,219,221–225,236,239,241–244,247,

249–251,256–260,260,262,267,268,276,277,279–281,283–286,289–291,293,293,

297,298,301,308,349,351–354,356–358,360,361,363,364,366,368,370,374–379].
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2 ЕВКЛIДОВI КОМБIНАТОРНI КОНФIГУРАЦIЇ

У цьому роздiлi на основi поняття комбiнаторної конфiгурацiї та з

метою поєднання з класом евклiдових комбiнаторних множин вводиться

клас евклiдових комбiнаторних конфiгурацiй (e-конфiгурацiй), видiляються

їх ключовi характеристики, i на їх основi пропонується типологiя.

2.1 Комбiнаторнi конфiгурацiї

Використаємо поняття конфiгурацiї по К. Бержу [22], застосовуючи

для множин B, A термiни ”вихiдна” та ”результуюча” вiдповiдно. Пiд стру-

ктуруванням вiдображення розумiтимемо його розгляд як упорядкованої

послiдовностi елементiв вiдображення. Хоча формально тут не накладено

обмежень на потужнiсть множини B, фактично К. Берж обмежився ви-

падком скiнченної вихiдної множини, i для таких конфiгурацiй зазвичай

використовується термiн ”комбiнаторна конфiгурацiя”.

Отже, пiд комбiнаторною конфiгурацiєю (c-конфiгурацiєю) будемо

розумiти вiдображення

χ : B → A (2.1)

вихiдної множини B = {b1, ..., bn} елементiв довiльної природи у абстрактну

результуючу множину A = {a1, ..., ak} вказаної структури при виконаннi

заданих обмежень Ω.

Комбiнаторна конфiгурацiя повнiстю визначається четвiркою – "вiд-

ображення – вихiдна множина – результуюча множина – обмеження":

〈χ,B,A,Ω〉 , (2.2)

а у результатi вiдображення (2.1) утворюється упорядкована послiдовнiсть

π елементiв A:
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π =

 b1 . . . bn

aj1(π) . . . ajn(π)

 =
〈
aj1(π), aj2(π), ..., ajn(π)

〉
, (2.3)

де {j1(π), ..., jn(π)} ⊆ Jk.

Оскiльки в результатi вiдображення (2.1) iнформацiя про вихiдну

множину втрачається, завжди можна вважати, що B = Jn. Отже, можна

здiйснити бiєкцiю мiж множинами B та Jn та перейти вiд вiдображення (2.1)

до такого:

ψ : Jn → A, (2.4)

при цьому для вихiдної множини корисуватимемося термiном "нумеруюча".

Тепер (2.3) перетворюється на:

π =

 1 . . . n

aj1(π) . . . ajn(π)

 =
〈
aj1(π), aj2(π), ..., ajn(π)

〉
. (2.5)

а четвiрка (2.2) – на трiйку

〈ψ,A,Λ〉 , (2.6)

де A – результуюча множина, ψ – вiдображення (2.4), Λ – задана система

обмежень на вигляд вiдображення ψ.

Як було зазначено вище, конфiгурацiя (2.3) задається четвiркою (2.2) -

"вiдображення χ - вихiдна множина B - результуюча множина A - обмеження

Ω". Мається на увазi, що π є конкретною реалiзацiєю цього вiдображення,

яке характеризується певною послiдовнiстю 〈j1, ..., jn〉.

Комбiнаторна конфiгурацiя π є конкретною реалiзацiєю вiдображень

χ/ψ у четвiрцi (2.2) або трiадi (2.6), яке характеризується певною послiдов-

нiстю 〈j1(π), ..., jn(π)〉. Для конкретних A, B та системи обмежень Ω, всiлякi

такi реалiзацiї утворюють множину Π c-конфiгурацiй (далi Ec-множину),

до розгляду якої ми переходимо. Враховуючи (2.5),
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Π = {πi = 〈πi1, ..., πin〉}i∈|Π| (2.7)

можна задати двома способами 〈Ξ, B,A,Ω〉, 〈Ψ, A,Λ〉, - як множину Ξ вiд-

ображень (2.2) або множину Ψ вiдображень (2.6) вiдповiдно.

Вiдзначимо таку особливiсть Ec-множин – для пари π, π′ ∈ Π, таких,

що π = 〈aj1, aj2, ..., ajn〉 , π′ = 〈aj1, ..., ajn〉, виконано π 6= π′ ⇔ 〈j1, j2, ..., jn〉 6=

6= 〈j′1, j′2, ..., j′n〉, що i забезпечує вiдмiну складiв {aji}i∈Jn, {aj′i}i∈Jn даних

c-конфiгурацiй або порядку слiдування їх компонент.

Даний факт встановлює зв’язок Ec-множин iз класом e-множин. Мо-

жливiсть занурення у Rn забезпечується тим фактом, що здiйснивши бiєкцiю

мiж множинами A та A′ = {a′i}i∈Jk ⊂ R1, маємо: ∃φ : A → R1 : a′i = φ(ai),

ai = φ−1(a′i), i ∈ Jk. У такому випадку множина

E = {xi = (xij)j∈Jn = (φ(πij))j∈Jn}i∈J|P| ⊂ Rn.

задовольняє умову (1.1) при виборi N = n. Саме таке вiдображення розгля-

далося у роботах [356,357,364,370]. Зауважимо, що можна запропонувати i

iншi способи вiдображення Π у евклiдiв простiр. Так, якщо n = k, то, вста-

новивши бiєкцiю мiж A та множиною векторiв a′j ∈ Rmj , j ∈ Jn, s-множину

E можна обрати так:

E = {xi = (xij)j∈JN = (j1(πi), ..., jn(πi), a′Tj1(πi), ..., a
′T
jn(πi))}i∈J|P| ⊂ RN ,

де N = m1 + ...+mn. У даному випадку умова (1.1) виконується при виборi

N = N+n. У (2.1), блок j1(πi), ..., jn(πi) введено для можливостi вiдтворити

π з x. Це не потрiбно, якщо вектори a′j, j ∈ Jn, мають однакову розмiрнiсть.

А саме якщо ∃m : m = mj, j ∈ Jk, замiсть (2.1) можна обрати

E = {xi = (xij)j∈JN = (a′Tj1(πi), ..., a
′T
jn(πi))}i∈J|P| ⊂ RN , (2.8)
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де N = n ·m. Саме випадок m1 = ... = mn розглядатимемо далi. Доцiльнiсть

його вибору обґрунтовується тим фактом, що довiльним елементам вибору,

що є компонентами вихiдної множини B, у рамках конкретної задачi можна

поставити у вiдповiднiсть скiнченну множину параметрiв, яких достатньо для

побудови адекватної моделi системи, що розглядається. Вiдповiдно, кожному

елементу B буде поставлено у взаємно однозначну вiдповiднiсть кортеж

обраних числових параметрiв, iнакше кажучи вектор, який є елементом

результуючої множини A. При цьому розмiрнiсть таких векторiв для рiзних

елементiв A однакова.

Як бачимо, Ec-множини є e-множинами. Вiдповiдно, їх образи в евклi-

довому просторi складають пiдклас s-множин, специфiчною рисою яких є те,

що вони утворюються в результатi певних вiдображень скiнченної вихiдної

множини у цей простiр.

2.2 Евклiдовi комбiнаторнi конфiгурацiї: поняття i приклади

Видiлимо такий клас c-конфiгурацiй. Нехай множина

A = {a1, ..., ak} (2.9)

являє собою сукупнiсть векторiв простору Rm однакової розмiрностi, тобто

al = (a1l, ..., aml)T ∈ Rm, l ∈ Jk. (2.10)

Сформуємо мультимножину координат векторiв (2.10) i видiлимо з неї

основу:

A = {e1, ..., eK} = S({aij}i∈Jm, j∈Jk), ei < ei+1, i ∈ JK . (2.11)

Назвемо A твiрною множиною (a generated set, E.GS) множини E.
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Розглянемо множину (2.9) як результуючу при формуваннi c-конфiгурацiй,

тобто у формулi (2.6) покладемо

A = A. (2.12)

Згiдно з (2.5), c-конфiгурацiя π являтиме собою впорядковану послi-

довнiсть векторiв iз A, тобто

π = 〈π1, ..., πn〉 = 〈aj1, aj2, ..., ajn〉 , (2.13)

де πi = (πli)l ∈ Rm : πli = alji, l ∈ Jm, i ∈ Jn.

Кожнiй конфiгурацiї π вигляду (2.13) поставимо у вiдповiднiсть муль-

тимножину:

Ã(π) = {αi(π)}i∈JN = {a1j1, ..., a1jn, a2j1, ..., a2jn, ..., amj1, ..., amjn}

i точку

x = (x1, ..., xN) ∈ RN , N=m · n, (2.14)

за таким правилом. По-перше, задамо бiєктивне вiдображення ϕ1 мiж мно-

жинами A та A′:

ϕ1 : A′ = ϕ1(A) = {ϕ1(ei)}i∈JK , A′ = S(A′).

По-друге, здiйснимо певне упорядкування мультимножини Ã(π) (далi

вiдображення ϕ2) i розглянемо результат як вектор. Вектор x формується

за правилом:

xi = ϕ1(αβi(π)), i ∈ JN ,

де β = (βi)i∈JN – деяка перестановка множини JN .

Точка x є результатом вiдображень ϕ1, ϕ2 (далi вiдображення
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ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1) i така, що:

x = ϕ (π) , π = ϕ−1 (x) , (2.15)

причому ϕ забезпечує бiєкцiю мiж довiльними e-конфiгурацiями вигляду

(2.13), що задовольняють умову S(Ã(π)) ⊆ A, та точками x ∈ RN , що

задовольняють умову S({x}) ⊆ A′.

Означення 2.1. Евклiдовою комбiнаторною конфiгурацiєю (e-конфiгура-

цiєю) назвемо вiдображення:

ϕ : 〈ψ,A, Θ〉 → RN , (2.16)

де A – результуюча множина вигляду (2.9), (2.10), ψ – вiдображення вигляду

ψ : Jn → A, Θ – система обмежень на вигляд вiдображень ϕ, ψ.

Евклiдова комбiнаторна конфiгурацiя повнiстю визначається кортежем

〈ϕ, ψ,A,Θ〉 (2.17)

та являє собою образ комбiнаторної конфiгурацiї (2.5) у евклiдовому просторi

RN при заданих вiдображеннях ϕ, ψ i є вектором x вигляду (2.15) розмiрностi

N .

Залежно вiд вибору вiдображення ϕ, зокрема, вiд способу упорядкува-

ння мультимножини Ã(π), можна отримати рiзнi e-конфiгурацiї.

Наприклад,

x = (a1j1, ..., a1jn, a2j1, ..., a2jn, ..., amj1, ..., amjn)T (2.18)

або x = (a1j1, ..., amj1, a1j2, ..., amj2, ..., a1jn, ..., amjn)T . (2.19)

Введемо у розгляд матрицю, що вiдповiдає кортежу π вигляду (2.13)
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векторiв однакової розмiрностi:

π
ξ→ (π) = (πli)l,i ∈ Rm×n. (2.20)

Формули (2.18), (2.19) представимо у виглядi:

x = vec((π)T ) = (π11, ..., π1n, ..., πm1, ..., πmn) = (π′1, ..., π′n)T , (2.21)

та x = vec((π)) = (π11, ..., πm1, ..., π1n, ..., πmn) = (π1, ..., πn)T (2.22)

вiдповiдно, де vec(.) – оператор векторизацiї матрицi,

πj = (πij)i∈Jm, j ∈ Jn; π
′i = (πij)j∈Jn, i ∈ Jm.

Евклiдовi комбiнаторнi конфiгурацiї (2.21), (2.22) вiдповiдають випад-

ку, коли ϕ1 – це тотожне вiдображення. Саме цей випадок A′ = A, не

обмежуючи загальностi, розглядатимемо далi. Приклади c-конфiгурацiй i

вiдповiдних e-конфiгурацiй див. у додатку B.1 (приклад B.1).

Надалi будемо використовувати вiдображення ϕ вiдповiдно до (2.22) i

не накладатимемо нiяких iнших обмежень на вигляд цього вiдображення. У

результатi маємо Θ = Λ, внаслiдок чого (2.16) перетворюється на:

ϕ : (ψ,A, Λ)→ RN , (2.23)

а формула (2.17) – на:

〈ϕ, ψ,A, Λ〉 . (2.24)

Результатом вiдображення Ec-множини Π у RN є множина

E = ϕ (Π) ⊂ RN усiх e-конфiгурацiй вигляду (2.24) (далi C–множина). З

iншого боку, з (2.15) слiдує, що Π = ϕ−1(E). Обравши P = Π, E = E,N = N ,

бачимо, що для пари Π, E виконана умова (1.1), тобто E є s-множиною, що
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вiдповiдає Ec-множинi Π.

Отже, C–множини утворюють пiдклас s-множин, що є результатом

вiдображення у простiр Rnm Ec-множин, якi задовольняють умову iснування

m ∈ N, яке задовольняє (2.12).

Зауваження 2.1. Як видно, дiя вiдображення (2.20) на елементи Π

встановлює бiєкцiю мiж множиною c-конфiгурацiй та множиною матриць

ΠM = {πM ∈ Rm×n : πM = ξ(π)}π∈Π, (2.25)

а саме ΠM = ξ(Π),Π = ξ−1(ΠM). Отже, i мiж ΠM i множиною E iснує

бiєкцiя, а саме Π = ξ−1(ΠM) = ϕ−1(E) ⇒ ΠM = ξ(ϕ−1(E)), вiдповiдно

πM ∈ ΠM ⇔ ∃x ∈ E : πM = ξ(ϕ−1(E)). Цим зв’язком будемо користуватися

далi, вводячи класи C–множин, пов’язанi iз класами матриць.

Далi у випадку m > 1 для координат x ∈ E користуватимемо-

ся подвiйною iндексацiєю – x = (x11, ..., xm1, ..., x1n, ..., xmn)T , iншими сло-

вами представлятимемо декартовим добутком векторiв-стовпцiв матрицi

X = vec−1(x):

X = (x1, ...,xn), де xj = (xij)Ti∈Jm, j ∈ Jn. (2.26)

Крiм того, користуватимемося представленням X через вектори-рядки:

X = (x′T1 , ...,x
′T
m )T , де x′i = (xij)j∈Jn, i ∈ Jm. (2.27)

Враховуючи спосiб побудови e-конфiгурацiй, при розглядi C–множин

обмежуємося розглядом тих множин матриць (2.25), сукупностi векторiв-

стовпцiв яких утворюють пiдмультимножину A.

C-множину E представимо у формi:
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E = {x ∈ RN : x − e-конфiгурацiя вигляду (2.23)} (2.28)

i перейдемо до її дослiдження.

Розглянемо множину A вигляду (2.11). Не обмежуючи загальностi,

можна вважати, що

∀ j ∈ JK ∃ x = (xi)i∈JN ∈ E : xi = ej, (2.29)

iнакше ej може бути вилучене з A, вiдповiдно, A може бути скорочена.

Надалi вважатимемо, що умова (2.29) виконана.

2.2.1 C-множина як скiнченна точкова конфiгурацiя

Нехай C-множина (2.28) задана як скiнчена точкова конфiгурацiя [94]

у формi:

E = {xi}i∈JnE , x
i = (xij)Tj∈JN , i ∈ JnE . (2.30)

Розглянемо мультимножину X = {xij}i∈JnE ,j∈JN координат точок E.

Видiлимо з неї мiнiмальну мультимножину Ã, таку що {x} ⊆ Ã для всiх

x ∈ E, i назвемо її мультимножиною, що iндукує E (an induced multiset,

E.IM). Для цього достатньо об’єднати мультимножини {xi} по i ∈ JnE :

Ã =
⋃
x∈E
{x}. (2.31)

Видiлимо її основу i порiвняємо iз множиною (2.11). Як виявляється,

цi множини збiгаються:

A = S(Ã). (2.32)

Це означає, що основа мультимножини, що iндукує E, є твiрною мно-

жиною для неї, а умову (2.32) можна використати як ознаку E.GS у разi,

якщо E задана у формi (2.30) або просто за допомогою Ã.
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e-конфiгурацiї можна розглядати як точки дискретної решiтки:

AN =
N∏
j=1
A, (2.33)

що задовольняють заданiй системi обмежень Λ. Вiдповiдно, C-множина E

буде пiдмножиною решiтки (2.33):

E ⊆ AN ⊂ RN . (2.34)

Введемо в розгляд мультимножини окремих координат точок E:

Xj = {xij}i∈JnE , j ∈ JN . (2.35)

Їх твiрнi множини –

Aj = S(Xj) = {eij}i∈Jkj , eij < ei+1,j, i ∈ Jkj , j ∈ JN . (2.36)

Ввiвши тепер у розгляд решiтку

Grid =
N∏
j=1
Aj, (2.37)

умову (2.34) можна посилити до:

E ⊆ Grid ⊆ AN . (2.38)

Введемо у розгляд величину

δE = |J |, де J = {j ∈ JN : kj > 1}, (2.39)

що задає кiлькiсть координат e-конфiгурацiй, якi набувають на E декiлька
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значень.

Зауваження 2.2. Не обмежуючи загальностi, вважатимемо, що

δE = N. (2.40)

Якщо дана умова не виконана, частину координат e-конфiгурацiй

можна зафiксувати i здiйснити перехiд вiд E до розгляду нової C–множини:

E ′ = {x′i}i∈JnE ⊂ RδE , x′i = (xij)Tj∈J , i ∈ JnE .

Згiдно з [94] та враховуючи, що C–множина є FPC, розмiрнiстю

C–множини E назвемо розмiрнiсть її афiнної оболонки i позначимо dE.

Введемо у розгляд багатогранник

P = conv E, (2.41)

(далi C–багатогранник). У цих позначеннях dE = dim P .

Величини δE, dE пов’язанi таким чином – δE ≥ dE, адже dim P ≤

≤ dim conv Grid = δE.

Наслiдком виконання умови (2.40) буде те, що

dE ≥ 1; N,K, nE, kj ≥ 2, j ∈ Jn, (2.42)

тобто FPC E породжується щонайменше двома числами, а її опукла оболон-

ка – невироджений у точку багатогранник.

2.2.2 Множини e-конфiгурацiй: m = 1

Зупинимося на випадку, коли A ⊂ R1, тобто результуюча множина

комбiнаторних конфiгурацiй є числовою. У термiнах e-конфiгурацiй це озна-
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чає, що m = 1. При цьому (2.10) спрощується до al = (al), l ∈ Jk, де

al = a1l, l ∈ Jk.

Крiм того, K = k, A = A = {aj}j∈Jk , величина (2.39) збiгається з

потужнiстю вихiдної множини – δE = N = n. Вiдповiдно, вирази (2.14),

(2.22) набувають вигляду x = (x1, ..., xn) = (aj1, ..., ajn).

Крiм того, формула (2.16) для задання e-конфiгурацiй має вигляд:

ϕ : (ψ,A, Λ)→ Rn, (2.43)

а iндукована ними C-множина (2.28) буде такою:

E = {x ∈ Rn : x − e-конфигурацiя вигляду (2.43)}. (2.44)

Виходячи з (2.11), твiрну множину можна представити у виглядi:

A = {e1, ..., ek}, ei < ei+1, i ∈ Jk. (2.45)

Формули (2.30), (2.34)-(2.38), (2.40), (2.42) тепер набувають вигляду:

E = {xi}i∈JnE , x
i = (xij)Tj∈Jn, i ∈ JnE ; (2.46)

E ⊆ An ⊂ Rn;

Xj = {xij}i∈JnE , j ∈ Jn;

Aj = S(Xj) = {eij}i∈Jkj , eij < ei+1,j, i ∈ Jkj , j ∈ Jn; (2.47)

E ⊆ Grid =
n∏
j=1
Aj ⊆ An; (2.48)

δE = n;

dE ≥ 1; n, k, nE, kj ≥ 2, j ∈ Jn. (2.49)
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Для мультимножини, що iндукує C-множину E, використовуватимемо

позначення G (або GE), для її потужностi η = |G|, у результатi чого формула

(2.31) набуває вигляду G = ⋃
x∈E
{x}.

Мультимножину G представимо у формах:

G = {gi}i∈Jη = {eη1
1 , ..., e

ηk
k } ,

gi ≤ gi+1, i ∈ Jη−1, ei < ei+1, i ∈ Jk−1,
(2.50)

де ηi = µG(ei) = ∑
g∈G

1{g}a – кратнiсть елемента ei (i ∈ Jk). Її основою є

множина (2.45), а первинною специфiкацiєю – [G]= (η1, η2, ..., ηk) (
k∑
i=1

ηi = η).

Зауваження 2.3. У подальшому, щоб вiдрiзнити випадки m = 1 та

m > 1, доE будемо застосовувати термiни ”числова” чи ”векторна” C–множина

вiдповiдно.

2.3 Конструктивна класифiкацiя C-множин

Проведемо класифiкацiю C–множин на основi аналiзу мультимно-

жин, що їх iндукує, твiрних множин, а також розмiрностi простору, у

яких вони заданi (далi конструктивний аналiз, a constructive analysis, C-A,

A/G/n-analysis, A/G/n-A).

Зазначимо, що дана класифiкацiя буде проведена для C–множин, що

вiдповiдають m = 1, але оскiльки вона використовує n як параметр, усi

представленi результати безпосередньо переносяться на загальний випадок

замiною n → N ≥ n. Отже, подальше викладення вiдбуватиметься для

C–множин, заданих у формi FPC E ⊂ Rn.

Введемо декiлька класiв C–множин. Класифiкацiю буде проведено

за декiлькома напрямками, у залежностi вiд того, на якi характеристики

C–множини накладаються обмеження: а) на A (Constraint 1, C1, A-A); б) на

G (Constraint 2, C2, G/n-A); в) на елементи E (Constraint 3, C3,E-A); на тип
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вiдображення ψ (Constraint 4, C4, ψ-A). Цi чотири типи можуть комбiнува-

тися, а також виражатися одне через iнше. Важливою складовою аналiзу є

порiвняння iз розмiрнiстю простору, де задана C–множина.

1. Constraint 1, A-A:

– додатно значнi (E ⊂ Rn
>0), невiд’ємно значнi (E ⊂ Rn

+), вiд’ємно

значнi (E ⊂ Rn
<0 ) C–множини тощо. Їх ознаками будуть A ⊂ R1

>0, A ⊂ R1
+,

A ⊂ R1
<0 вiдповiдно, iнакше кажучи

e1 > 0, (2.51)

e1 = 0, (2.52)

ek < 0;

– якщо A ⊂ Z, E назвемо цiлочисельною C–множиною (an integer-

valued C–set, ZS), якщо A ⊂ Q – рацiонально значною C–множиною

(a rational-valued C–set, QS);

– якщо

∃∆ > 0 : ei+1 − ei = ∆, i ∈ Jk−1,

E назвемо множиною рiвномiрно-розподiлено значних e-конфiгурацiй (an

uniformly distributed valued C–set, U(∆)S), де ∆ – крок розподiлу.

2. G/n-A, Constraint 2

C–множину E назвемо множиною e-конфiгурацiй перестановок

(C–множиною перестановок, a permutation C–set, PS), якщо мультимножина

координат кожної її точки збiгається iз мультимножиною, що iндукує усю

множину E:

∀ x ∈ E {x} = G, (2.53)

де тут i далi {x} = {xi}i∈Jn ⊂ R1 для x = (xi)i∈Jn ⊂ Rn.

Якщо умова (2.53) не виконана, множину E будемо називати множиною

e-конфiгурацiй розмiщень (C–множиною розмiщень, a partial permutation
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C–set, PPS). Ознаку PPS представимо у виглядi:

∀ x ∈ E {x} ⊂ G. (2.54)

Таким чином, усi C–множини розбиваються на два класи – e-конфiгура-

цiй перестановок та e-конфiгурацiй розмiщень. Будемо надалi використову-

вати еквiвалентнi до (2.53), (2.54) умови

η = n, (2.55)

η > n (2.56)

для C–множин перестановок та розмiщень вiдповiдно.

Як видно, (2.53), (2.54) представленi у формi C1, у той час як (2.55),

(2.56) – у формi С2.

Мультимножину, що iндукує C–множину перестановок, представляти-

мемо у виглядi:

G = {en1
1 , ..., e

nk
k } ,

k∑
i=1

ni = n.

C–множину E називатимемо множиною спецiальних e-конфiгурацiй

(спецiальною C–множиною, a specific C–set, SS), якщо:

kj = 2, j ∈ Jn.

Для SS формула (2.48) перетворюється на

E ⊆ Grid =
n∏
i=1
{ei1, ei2}, (2.57)

а для SS мультимножина G має таку властивiсть:

G ⊆ {ei1, ei2}i∈Jn,
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вiдповiдно η ≤ 2n. Визначимо такий параметр:

ηmax = max
x∈E

n∑
i=1

µ{ei2}(xi), ηmin = η − ηmax. (2.58)

Окремим випадком SSs є тi, що задовольняють умову

k = 2, (2.59)

коли (2.57) спрощується до

E ⊆ Grid = {e1, e2}n. (2.60)

У даному випадку (2.58) перетворюється на:

ηmax = η2, η
min = η1.

Якщо

A = {0, 1}, (2.61)

C–множину E називатимемо множиною булевих e–конфiгурацiй (булевою

C–множиною, a Boolean C–set, BS); якщо

A = {−1, 1}, (2.62)

то множиною бiнарних e-конфiгурацiй (бiнарною C–множиною, a binary

C–set, B′S); якщо

A = {−1, 0, 1}, (2.63)

то множиною трiйкових e–конфiгурацiй (трiйковою C–множиною, a ternary

C–set, T S). Для таких BSs, B′Ss (2.60) перетворюється на BS: E ⊆ Bn;

B′S: E ⊆ B′n, де Bn = {0, 1}n − множина булевих векторiв розмiрностi n,
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B′n = {−1, 1}n − множина бiнарних векторiв розмiрностi n.

Комбiнуючи поняття e-конфiгурацiй перестановок i розмiщень iз поня-

ттям спецiальних e-конфiгурацiй (2.59), уведемо в розгляд класи C–множин

спецiальних перестановок та спецiальних розмiщень, зокрема, C–множин

булевих та бiнарних перестановок та розмiщень. Так, множини булевих та

бiнарних e-конфiгурацiй перестановок та розмiщень iндукуються вiдповiдно

мультимножинами:

G = {0n0, 1n1} , n0 + n1 = n,

G = {0η0, 1η1} , η0 + η1 > n.

Введемо клас C–множин, що поєднує класи PS, PPS. C–множину E, що

iндукується мультимножиною GE, назвемо множиною e-конфiгурацiй пере-

становок зi знаком (C–множиною перестановок зi знаком, a signed permutation

C-set, SPS), якщо для E та множини

E ′ = {y ∈ Rn : y = (|xi|)i∈Jn}x∈E, (2.64)

що iндукована нею, виконанi такi умови:

|GE| > n, |GE′| = n, |S(GE′)| ≥ 2. (2.65)

При цьому множину E ′ називатимемо такою, що породжує SPS E.

Оскiльки умова (2.65) означає, що множина (2.64) – PS, у класi PSs по-

єднуються таким чином: E є PPS, але породжується вона (2.64), що є

PS.

Серед SPSs видiлимо два пiдкласи за принципом додатнозначностi PS

E ′, об’єднавши таким чином C1, C2. Так, якщо для множини (2.64) виконана

умова (2.52), називатимемо її SPS першого типу (далi SPSI), а якщо для
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E ′ виконана умова (2.51) – SPS другого типу (далi SPSII).

Серед SPSs також видiлимо пiдклас, для яких множина (2.64) є мно-

жиною спецiальних e-конфiгурацiй перестановок, тобто коли

|S(GE′)| = 2. (2.66)

Такi множини називатимемо C–множинами спецiальних перестановок

зi знаком (спецiальними C-множинами перестановок зi знаком, a specific

signed permutation C-set, SSPS). Вiдповiдно, якщо виконано (2.66), SPSI

називатимемо SSPS першого типу (далi SSPSI), а SPSII – SSPS другого

типу (далi SSPSII). У свою чергу, у класi SSPSI окрему увагу придiлимо

C–множинам, для яких E ′ є C–множиною булевих перестановок, i назвемо

їх множинами трiйкових e-конфiгурацiй перестановок зi знаком (трiйкови-

ми C-множинами перестановок зi знаком, ternary signed permutation C-sets,

T SPSs). Ознакою T SPS є виконання умов (2.63), (2.65).

3. A/G-A

C–множину E назвемо множиною e-конфiгурацiй без повторень (a C–set

without repetitions, R−S), якщо сукупностi координат усiх її елементiв є

множинами, тобто виконана умова ∀ x ∈ E [{x}] = e, теж саме, що

∀ x ∈ E |[{x}]| = n. (2.67)

Якщо умова (2.67) не виконана,E називатимемо множиною e-конфiгура-

цiй з повтореннями (e-configuration set with repetitions, R+S). Її ознакою буде

те, що

∃ x ∈ E |[{x}]| < n. (2.68)

Обмеження (2.67), (2.68) – це приклад C3-обмежень, але вони можуть

бути сформульованi у термiнах A, G. Так, (2.67), (2.68) еквiвалентнi до
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k = η, (2.69)

k < η,

вiдповiдно, тобто данi C3-обмеження можуть бути представленi у як комбi-

нацiя C1- та C2-обмежень.

Усi C–множини розбиваються на класи C–множин з повтореннями та

без повторень.

4. C/G/n-A. У залежностi вiд того, чи виконанi умови (2.55), (2.69),

усi C–множини можна розбити таким чином:

– C–множина перестановок без повторень:

η = k = n; (2.70)

– C–множина перестановок з повтореннями:

k < η = n; (2.71)

– C–множина розмiщень без повторень:

n < k = η; (2.72)

– C–множина розмiщень з повтореннями:

k, n ≤ η. (2.73)

Вiдповiдно, C–множини перестановок зi знаком, як спецiальний пiдклас

C–множини розмiщень, можна розбити на пiдкласи C–множин перестановок

зi знаком без повторень та з повтореннями.

Якщо PPS iндукована мультимножиною G, що задовольняє умову
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η = n · k, (2.74)

називатимемо її C–множиною розмiщень iз необмеженими повтореннями.

5. Constraint 3: приклади

Наведемо ще декiлька класiв множин e-конфiгурацiй, якi можна ви-

дiлити за допомогою обмежень типу C3, що накладаються на елементи

введених ранiше класiв C–множин.

Нехай q : E → Z1
+. Оберемо p ∈ N\{1} i розглянемо функцiю

h(x, p) = q(x) mod p. Здiйснимо розбиття E :

Ei = {x ∈ E : h(x, p) = hi}hi∈J0
p−1
. (2.75)

Так, обравши, p = 2, розбиття (2.75) вiдбуватиметься на двi пiдмножи-

ни E0, E1:

E = E0 ∪ E1, E0 ∩ E1 = ∅, (2.76)

на першiй з яких q(x) набуває парного значення, на другiй – непарного.

Нехай E – C–множина перестановок без повторень, а функцiя q(x) –

задає кiлькiсть iнверсiй1) у e-конфiгурацiї x ∈ E, тобто

q(x) = ι(x) =
∑

1≤i<j≤n
1R1

>0
(xj − xi).

У такому випадку використання функцiї h(x, 2) для декомпозицiї (2.76),

приводить до розбиття E на двi пiдмножини за ознакою парностi кiлькостi

iнверсiй її елементiв.

а) C–множину перестановок без повторень E назвемо множиною

e-конфiгурацiй парних перестановок (C–множиною парних перестановок,

an even PS, EPS), якщо кiлькiсть iнверсiй кожного з її елементiв парна,

1)i-а i j-а координати точки x = (xi)i∈Jn знаходяться в iнверсiї (an inversion) [40], якщо i < j i при
цьому значення xi бiльше xj , тобто значення координати точки x, що стоїть злiва, бiльше значення
координати, що стоїть праворуч.
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тобто

∀ x ∈ E ι(x) ≡ 0 mod 2. (2.77)

Так само, якщо для C–множини E перестановок без повторень викона-

но:

∀ x ∈ E ι(x) ≡ 1 mod 2,

називатимемо її множиною e-конфiгурацiй непарних перестановок (C–множи-

ною непарних перестановок, an odd PS, OPS).

б) Нехай тепер E є SS. Виходячи з того, що, згiдно з (2.57), ко-

жна координата точки x ∈ E набуває в точностi два значення, а саме

xi ∈ {e1i, e2i}, i ∈ Jn, введемо в розгляд функцiю

q(x) = µupGrid(x) =
n∑
i=1

µ{e2i}(xi), (2.78)

що визначає частоту набуття координатами точки x ∈ E бiльшого значення

з вiдповiдної пари.

SS E назвемо множиною парних спецiальних e-конфiгурацiй, якщо

функцiя (2.78) набуває на нiй парних значень, тобто ∀ x ∈ E µupGrid(x) ≡ 0

mod 2, множиною непарних спецiальних e-конфiгурацiй, якщо ця функцiя

набуває на E непарних значень, тобто ∀ x ∈ E µupGrid(x) ≡ 1 mod 2.

Для множин булевих e-конфiгурацiй, як окремого випадку множин

E спецiальних e-конфiгурацiй, функцiю (2.78) можна задати у спрощенiй

формi q(x) = µ{x}(1) i назвати вiдповiдну C–множину множиною парних

булевих e-конфiгурацiй (парною булевою C–множиною, an even Boolean C–set,

EBS), якщо виконана умова:

∀ x ∈ E µ{x}(1) ≡ 0 mod 2, (2.79)

i множиною непарних булевих e-конфiгурацiй (непарною булевою C–множиною,
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an odd Boolean C–set, OBS), якщо

∀ x ∈ E µ{x}(1) ≡ 1 mod 2. (2.80)

Подальше розбиття цих двох класiв можна здiйснити на множини

парних i непарних булевих e-конфiгурацiй перестановок та розмiщень. Вiд-

значимо, що всi елементи множини булевих e-конфiгурацiй перестановок

можуть бути одночасно або парними, або непарними e-конфiгурацiями. В

той же час, для булевих e-конфiгурацiй розмiщень видiлення пiдмножин

парних i непарних e-конфiгурацiй має сенс, тому надалi, говорячи про EBS

чи OBS E, матимемо на увазi, що E вiдноситься до PPSs.

в) C–множина E ⊂ Rn породжує сiм’ю множин e-конфiгурацiй, утворе-

них iз пiдмножин координат елементiв E:

E(I) = {(xij)j∈I}i∈JnE , (2.81)

де I ⊂ Jn. У залежностi вiд того, до якого класу вiдноситься C–множина

E(I) для заданого I , можна ввести новi класи множин e-конфiгурацiй. Так,

якщо для PS E iснує множина I ⊂ Jn, така що множина E(I) є також PS,

E називатимемо множиною e-конфiгурацiй полiперестановок (C–множиною

полiперестановок, a polypermutation C–set, PS ). Дана назва викликана тим,

що серед множин (2.81) можна видiлити декiлька C–множин перестановок.

Зокрема, E(I), де I = Jn\I, також є C–множиною перестановок, причому

мультимножини, що iндукують E(I) та E(I), будуть пов’язанi таким чином:

GE(I) = GE\GE(I). (2.82)

Подiбним чином можна ввести в розгляд C–множини полiрозмiщень

(C–множини полiрозмiщень, a polypartial permutation C–set, PPS) як та-
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кi PPSs, для яких iснує множина I ⊂ Jn, така що E(I) є C–множиною

розмiщень, тобто

|GE(I)| > |I|, (2.83)

а для множини E(I) виконана умова (2.82). Внаслiдок цього GE(I) задоволь-

нятиме умову |GE(I)| ≥ |I|, тобто множина E(I) може бути як PS, так i

PPS, але в цiлому множина E залишатиметься C–множиною розмiщень.

Вiдповiдно, для класiв C–множин полiперестановок та полiрозмiщень

введемо пiдкласи булевих, бiнарних, спецiальних, iз повтореннями i без повто-

рень, парних i непарних e-конфiгурацiй полiперестановок та полiрозмiщень

тощо.

Поєднуючи вищенаведенi класи множин e-конфiгурацiй з ZS-,

QS-, U(∆)S- класами, можна ввести в розгляд пiдкласи цiлочисельних PSs,

рацiонально значних PPSs, рiвномiрно розподiлено значних SPSs тощо.

6. Constraint 4: приклади

Наведемо приклади обмежень типу C4. Це можуть бути обмеження без-

посередньо на тип вiдображення ψ, таких як вимога його бiєктивностi в разi

n = k, сюр’єктивностi у випадку n > k або iн’єктивностi в разi n < k. Так,

вимога бiєктивностi вiдображення ψ є ознакою того, що E є C–множиною

перестановок без повторень (R−PS), iн’єктивностi – C–множиною розмiщень

без повторень (R−PPS), сюр’єктивностi – множиною e-конфiгурацiй з повто-

реннями (R+PPS), у якiй не просто присутнi e-конфiгурацiй з повтореннями,

а усi без виключення елементи мiстять повторення координат.

C4-обмеження можуть також формулюватися у формах j(π) ⊆
π∈Π

J ,

〈j(π)〉 ⊆
π∈Π

J ′, де j(π) = {j1(π), ..., jn(π)} i т.п.

2.4 Базовi C-множини

Як було показано у п. 2.3 , окрiм трiйки 〈A, G, n〉, C–множини прин-

ципово вiдрiзняються комбiнаторним типом (далi T ) e-конфiгурацiй, що є
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їх елементами. З врахуванням даної ключової характеристики, ця трiйка

перетворюється на четвiрку

〈A, G, n, T 〉 . (2.84)

Кожна така четвiрка задає сiм’ю C–множин, серед якого видiлимо

таку множину E, що об’єднує усi множини цiєї сiм’ї, i назвемо базовою

C–множиною для заданої у (2.84) комбiнацiї параметрiв.

Визначимо Cb–множину E iншим шляхом, а саме через e-конфiгурацiї,

що є її елементами.

Нехай C–множина E ⊂ Rn об’єднує всi e-конфiгурацiї комбiнаторно-

го типу T для заданих GE = E.IM та AE = E.GS. Назвемо E базовою

C–множиною (Cb–множиною) для e-конфiгурацiй типу T та мультимножини

GE, що їх iндукує.

Так, множини

Enk(G) = {x ∈ Rn : {x} = G},

En
ηk(G) = {x ∈ Rn : {x} ⊂ G}

називатимемо загальними Cb–множинами перестановок та розмiщень, що

iндукованi мультимножиною G вигляду (2.50) потужностi n та η > n вiдпо-

вiдно. Множину

E±nk(G) = {x ∈ Rn : {x} ⊆ GE, {|xi|}i∈Jn = G},

де GE = −G ∪G, (2.85)

назвемо загальною Cb-множиною перестановок зi знаком, що породжена

мультимножиною G вигляду (2.50) та iндукована мультимножиною GE

вигляду (2.85).
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Зауважимо, що оскiльки у даному випадку E.IM повнiстю визначає-

ться породжуючою мультимножиною, при розглядi базових SPS iндукуючу

мультимножину не зазначатимемо.

Цi три класи Cb-множин можна визначити так:

Enk(G) = {x ∈ Rn : {x} = G},

En
ηk(G) = {x ∈ Rn : {x} ⊂ G},

E±nk(G) = {x ∈ Rn : {x} ⊂ GE, {|xi|}i∈Jn = G}.

(2.86)

Наведемо декiлька спецiальних класiв Cb-множин: якщо E, iндукована

мультимножиною G, задовольняє умову/умови:

– (2.70) – це Cb-множина перестановок без повторень En(G);

– (2.71) – це Cb-множина перестановок iз повтореннями Enk(G), k < n;

– (2.53), (2.59) – це спецiальна Cb-множина перестановок En2(G);

– (2.53), (2.61)/ (2.62) – це Cb-множина булевих перестановок Bn(m)/бi-

нарних перестановок B′n(m), де m = µG(1);

– (2.72) – це Cb-множина розмiщень без повторень En
k (G);

– (2.73) – це Cb-множина розмiщень з повтореннями En
ηk(G), k < η;

– (2.74) – це Cb-множина розмiщень з необмеженими повтореннями

E
n
k(G);

– (2.54), (2.59) – це спецiальна Cb-множина розмiщень En
η2(G);

– (2.59), (2.74) – це спецiальна Cb-множина розмiщень iз необмеженими

повтореннями En
2(G);

– (2.54), (2.61) – це Cb-множина булевих розмiщень Bn(m1,m2), де

m1 = n− µG(0), m2 = µG(1), m1 < m2;

– (2.61), (2.74) – це булева Cb-множина Bn;

– (2.62), (2.74) – це бiнарна Cb-множина B′n;

– (2.63), (2.74) – це трiйкова Cb-множина Tn;

– (2.52)/(2.51), (2.65) – Cb-множиною перестановок зi знаком першого
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типу E±Ink (G)/другого типу E±IInk (G), що породжується мультимножиною G;

– (2.65), (2.67) – Cb-множиною перестановок зi знаком без повторень

E±n (G), що породжується множиною G.

– (2.52), (2.65), (2.67) – Cb-множиною E±Ik (G) перестановок зi знаком

без повторень першого типу, що породжується множиною G;

– (2.51), (2.65), (2.67) – Cb-множиною E±IIk (G) перестановок зi знаком

без повторень другого типу, що породжується множиною G;

– (2.65), |S(G)| = 2, n0 = µG(0) > 0 – спецiальною Cb-множиною

E±In2 (G) перестановок зi знаком, що породжується булевою мультимножиною

G;

– (2.63), (2.65) – Cb-множиною трiйкових перестановок зi знакомB±n (m),

що породжується мультимножиною G = {0n−m, 1m};

– (2.70), (2.77) – це Cb-множина Ee
n(G) парних перестановок, iндукова-

них множиною G;

– (2.70), (2.77) – це Cb-множина Eo
n(G) непарних перестановок, iндуко-

ваних множиною G;

– (2.61), (2.79) – це булева парна Cb-напiвмножина Bh
n (Cb-множина

парних булевих e-конфiгурацiй);

– (2.61), (2.80) – це булева непарна Cb-напiвмножина Bh
n (Cb-множина

непарних булевих e-конфiгурацiй).

Зауваження 2.4. Серед C–множин, заданих четвiркою (2.84), множини

(2.86) та їх спецiальнi класи, а також Ee
n, Bh

n, володiють особливо чiткою

комбiнаторною структурою, що пов’язано, зокрема, iз тим, що вони є обра-

зами у Rn певних груп [15,68, 206,248]. Так En(Jn) – є образом симетричної

групи (a symmetric group) Sym(Jn), E±n (Jn) – групи перестановок зi знаком

(a hyperoctahedral group, a signed permutation group), а Ee
n(Jn) – є образом

групи парних перестановок (an even permutation group, an alternating group)

Alt(n).
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Для прообразiв вказаних Cb-множин перестановок введемо позначення:

Pnk(G) = ϕ−1(Enk(G)), Pn(G) = ϕ−1(En(G)), Bn(m) = ϕ−1(Bn(m)),

P o
n(G) = ϕ−1(Eo

n(G)), P e
n(G) = ϕ−1(Ee

n(G)),
(2.87)

а для прообразiв вищезазначених Cb-множин розмiщень –

P n
ηk(G) = ϕ−1(En

ηk(G)), P n
k (G) = ϕ−1(En

k (G)), P n
k(G) = ϕ−1(En

k(G)),

Bn = ϕ−1(Bn), Bn(m1,m2) = ϕ−1(Bn(n− η0, η1)),B±n (m) = ϕ−1(B±n (m)),

B′n = ϕ−1(B′n), Tn = ϕ−1(Tn), Bhn = ϕ−1(Bh
n), Bhn = ϕ−1(Bh

n),

P±nk(G) = ϕ−1(E±nk(G)), P±Ink (G) = ϕ−1(E±Ink (G)), P±IInk (G) = ϕ−1(E±IInk (G)),

P±k (G) = ϕ−1(E±k (G)), P±Ik (G) = ϕ−1(E±Ik (G)), P±IIk (G) = ϕ−1(E±IIk (G)).

(2.88)

Серед множин (2.87), (2.88) є евклiдовi комбiнаторнi множини, що

розглядалися ранiше (див., наприклад, [362,364,370]). Так, Pnk(G), P n
ηk(G) –

загальнi e-множини перестановок та розмiщень, Pn(G), P n
k (G) – e-множини

перестановок та розмiщень без повторень, P n
k(G) – e-множина розмiщень з

необмеженими повтореннями. По аналогiї можна ввести iншi класи e-множин,

наприклад, Bn(m) – e-множина булевих перестановок, B±n (m) – e-множина

трiйкових перестановок зi знаком, Bhn – парна булева евклiдова комбiнаторна

напiвмножина тощо.

C–множину E, що iндукується мультимножиною G, назвемо базовою

полiкомбiнаторною C–множиною (полiкомбiнаторною Cb-множиною), якщо

iснують розбиття нумеруючої множини Jn та E.IM на L > 1 пiдмножин

Jn =
L⋃
l=1

Il; Il ∩ Il′ = ∅, 1 ≤ l < l′ ≤ l; nl = |Il| ≥ 1, (2.89)

{Gl}l∈JL : G =
L⋃
l=1

Gl, ηl = |Gl| ≥ 1, l ∈ JL, (2.90)

такi, що множини
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E(I l), l ∈ JL, (2.91)

сiм’ї (2.81) є Cb-множинами комбiнаторного типу Tl, l ∈ JL, що iндукуються

мультимножинами (2.90).

Ясно, що для базової полiкомбiнаторної множини буде виконана одна з

умов (2.82), (2.83). У першому з цих випадкiвE складатиметься з e–конфiгура-

цiй полiперестановок, у другому – з e-конфiгурацiй полiрозмiщень. Але, як

було зазначено вище, у другому випадку e-конфiгурацiї полiрозмiщень мо-

жуть формуватися з e-пiдконфiгурацiй перестановок та розмiщень, тобто

Tl, l ∈ JL, можуть вiдрiзнятися.

У тому випадку, коли вони iдентичнi, тобто ∃T : T = Tl, l ∈ JL, E

називатимемо полiкомбiнаторною Cb-множиною типу T . Так, якщо (2.91) є:

a) базовими PSs, E називатиметься Cb-множиною полiперестановок; б) базо-

вими PPSs – Cb-множиною полiрозмiщень; в) SPSs – Cb-множиною полiпе-

рестановок зi знаком; г) POSs/PESs – Cb-множиною парних/непарних полi-

перестановок; д) Cb-множиною парних/непарних булевих e-полiконфiгурацiй

тощо. Класифiкацiю базових полiкомбiнаторних множин можна продовжу-

вати далi, в залежностi вiд того, Cb-множинами якого типу є (2.91), а також

враховуючи зв’язок мiж Cb-множинами рiзних типiв. Зокрема, можна ввести

класи базових спецiальних PSs, PPSs, SPSs.

2.5 Геометричнi властивостi C-множин

Розглянемо C–множину E ⊂ Rn, що задовольняє умову (2.49) та задана

у формi (2.46), а саме

E = {x1, ..., xnE} ⊂ Rn, nE > 1. (2.92)

Той факт, що ми маємо справу iз множиною точок евклiдова простору,

дозволяє пов’язати G-A-класифiкацiю C–множин iз багатогранником P ви-
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гляду (2.41) та його пiдструктурами, такими як множини граней розмiрностi

i ∈ J0
dP−1, серед яких множини вершин V = vert P , ребер E = edges P ,

гiперграней F тощо. Множина цих граней утворюють граничний комплекс

(a boundary complex) B(P ) багатогранника P .

Щоб пiдкреслити, що багатогранник (2.41) є опуклою оболонкою C–мно-

жини, називатимемо його C–багатогранником, а якщо E є Cb-множиною –

Cb–багатогранником. Видiлення з B(P ) лише V, E та розгляд їх у сукупностi

приводить до полiедрального графу G (графу багатогранника, a skeleton

graph) вигляду (1.14), який називатимемо C–графом, що вiдповiдає E. Якщо

E – Cb-множина, G називатимемо Cb-графом. Для Cb-графу, що вiдповiд-

ає E [.]
[.](.), використовуватимемо позначення G [.]

[.](.). Так, наприклад, Gnnk(G)

буде загальним Cb-графом перестановок, Gnη2(G) – спецiальним Cb-графом

розмiщень, G±n (G) – Cb-графом перестановок без повторень зi знаком тощо.

2.5.1 C-багатогранники

C–багатогранник P , як i будь-який багатогранник, дозволяє рiзнi пред-

ставлення, перше з яких (2.41) – у формi опуклої оболонки C–множини. P

має ще два еквiвалентних представлення – V- i H–представлення.

V–представлення (a V-presentation, параметрична форма задання)

багатогранника P – це його задання в формi опуклої оболонки множини

його вершин – P = conv V. Це представлення є "мiнiмальним"у тому сенсi,

що виключення будь-якого елементу з V i подальше формування опуклої

оболонки одержаної C–множини веде до утворення власної надмножини P :

∀v ∈ V P ⊂ P ′ = conv(P\{v}). Вiдповiдно, V–представлення – мiнiмальне

за потужнiстю множини, що породжує P . Випадок E = V видiлимо особливо

(див. означення 2.3).

H–представлення (a H-presentation, аналiтична форма задання, (P.HR))

багатогранника P – це форма його задання лiнiйної системою:
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A′x = a′0, A
′′x ≤ a′′0, (2.93)

де x ∈ Rn, A′ = (a′ij) ∈ Rn′×n, A′′ = (a′′ij) ∈ Rn′′×n,

a′0 = (a′i0) ∈ Rn′, a′′0 = (a′′i0) ∈ Rn′′.

У позначеннях A′ = (a′ij)i∈Jn′ ,j∈Jn, a′0 = (a′i0)Ti∈Jn′ ; A
′′ = (a′′ij)Ti∈Jn′′ , j∈Jn,

a′′0 = (a′′i0)i∈Jn′′ , система (2.93) може бути представлена у векторнiй формi:

a′ix = a′i0, i ∈ Jn′, (2.94)

a′′i x ≤ a′′i0, i ∈ Jn′′, (2.95)

де a′i = (a′ij)j∈Jn, i ∈ Jn′; a′′i = (a′ij)j∈Jn, i ∈ Jn′′.

Кожне рiвняння (P .HR) задає гiперплощину багатогранника, а нерiв-

нiсть визначає пiвпростiр, обмежувальна гiперплощина якого може бути

чи не бути опорною до гiпергранi P . Водночас, кожна гiпергрань P пред-

ставлена в H–представленнi деяким обмеженням-нерiвнiстю, отже, n′′ ≥ |F|.

Зупинимося на випадку, коли ця нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть –

n′′ = |F|. (2.96)

H–представлення багатогранника P , мiнiмальне по числу обмежень –

компонент цього представлення, називається незвiдним H–представленням

багатогранника P (an irredundant H-presentation, (P .IHR)).

Система обмежень (2.93) є (P .IHR), якщо виключення з неї будь-

якого обмеження приводить до формування релаксацiї P . Таким чином,

H–представлення (2.94), (2.95) багатогранника P – незвiдне, в тому i тiльки

в тому випадку, коли

∀ i′ ∈ Jn′ P ⊂ P ′i′ = P ′′ ∩ {x ∈ Rn : a′ix = a′i0}i∈Jn′\{i′};

∀ i′′ ∈ Jn′′ P ⊂ P ′′i′′ = P ′ ∩ {x ∈ Rn : a′′i x ≤ a′′i0}i∈Jn′′\{i′′},
(2.97)
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де P ′ = {x ∈ Rn : a′ix = a′i0, i ∈ Jn′}, P ′′ = {x ∈ Rn : a′′i x ≤ a′′i0, i ∈ Jn′′}.

Багатограннi областi P ′i′, P ′′i′′ (i′ ∈ Jn′, i′′ ∈ Jn′′) у (2.97) можуть бути як

обмеженими, так i необмеженими. У першому випадку будемо застосовувати

до них термiн "релаксацiйний"багатогранник.

Багатогранник P 0 називатимемо релаксацiйним багатогранником 1-го

роду для P , якщо P 0 ⊃ P i H–представлення P 0 є пiдсистемою (P.IHR).

Багатогранник P 0 називатимемо релаксацiйним багатогранником 2-го

роду для P , якщо

vert P ⊂ vert P 0. (2.98)

P 0, що є одночасно релаксацiйним багатогранником для P першого

i другого роду, будемо називати релаксацiйним багатогранником для P .

Його H–представлення формується з (P.IHR) шляхом вилучення частини

обмежень зi збереженням умови (2.98). Залежно вiд послiдовностi вилучення

обмежень, можуть формуватися рiзнi релаксацiйнi багатогранники. Отже,

може ставитися питання про побудову релаксацiйного багатогранника, опти-

мального з певної точки зору, наприклад, заданого мiнiмальним числом

обмежень.

Задача побудови незвiдного H–представлення багатогранника полягає

у пошуку лiнiйної системи обмежень вигляду (2.93), (2.97). Якщо ця задача

розв’язана, то, оскiльки кожна нерiвнiсть (2.93) визначає опорну площину до

гiпергранi P , система рiвнянь множини H цих опорних гiперплощин, iнакше

кажучи, множини гiперграней P видiляється безпосередньо з (P .IHR), а саме

H : A′′x = a′′0. Вiдповiдно, для числа гiперграней P вiрне спiввiдношення

(2.96). Таким чином, (P .IHR) – це таке його H–представлення, що задовольняє

умови (2.96), rank(A′) = min{n′, n}.

Важливою проблемою в комбiнаторної теорiї багатогранникiв є задача

класифiкацiї i перечислення багатогранникiв iз заданою структурою граней
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[17,20,65,195,211,258,264], зокрема, багатогранникiв iз заданим f вектором2).

Багатогранники P, P ′ iз однаковою структурою граней називаються

комбiнаторно еквiвалентними (комбiнаторно iзоморфними, combinatorially

equivalent polytopes) i позначаються

P ∼= P ′. (2.99)

Необхiдною умовою виконання (2.99) є збiжнiсть f-векторiв P, P ′.

Деякi багатогранники отримуються одне з одного невиродженими

афiнними перетвореннями. У такому випадку вони називаються афiнно

еквiвалентними.

Теорема 2.1. [264] Невиродженi афiннi перетворення не впливають на

комбiнаторну структуру багатогранника, тобто якщо P ⊂ Rn – багатогран-

ник,

B, c : B ∈ Rn×n : |B| 6= 0, c ∈ Rn, (2.100)

то P ′ = B P + c3) – багатогранник, комбiнаторно еквiвалентний до P .

Для багатогранника P ⊂ Rn вони формують пiдклас P ′ комбiнаторно

еквiвалентних до нього багатогранникiв, що мають особливiсть

∃B ∈ Rn×n, |B| 6= 0, ∃ c ∈ Rn : P ′ = B P + c. (2.101)

Вiдповiдно, для афiнно евквiвалентного багатограннику P багатогран-

ника P ′ не тiльки виконуватиметься (2.99), але зберiгатиметься паралельнiсть

вiдповiдних граней усiх розмiрностей.

Означення 2.2. [8] Багатогранник P називається lev(P )-рiвневим,

якщо опорної гiперплощини H1 ∈ H до будь-якої гiпергранi F1 ∈ F iснує

2)f ∈ Rd – f -вектор багатогранника P , якщо f = (f0, f1, ..., fd−1), де fi – число i -граней P ,
i ∈ J0

d−1 = Jd−1 ∪ {0}
3)для M ⊂ Rn, B ⊂ Rn×n, b ⊂ Rn M ′ = BM + b = {x′ ∈ Rn : x′ = B x+ b, x ∈M}



121

сiм’я з (levP )−1)-ої гiперплощини {Hi}i∈Jlev{P}\{1}, паралельних до H1, таких,

що всi вершини V лежать на гiперплощинах {Hi}i∈Jlev{P}.

Для невиродженого у точку багатогранника P , з яким ми маємо справу,

lev(P ) ≥ 2. (2.102)

Широко вiдомими є дворiвневi багатогранники (2-level polytopes, 2LPs)

[8, 9, 38,82,94,95], для яких (2.102) перетворюється на рiвнiсть:

lev(P ) = 2. (2.103)

2LPs мають велику кiлькiсть специфiчних властивостей. Вкажемо одну

з них.

Теорема 2.2. [264] Кожен 2LP P афiнно еквiвалентний деякому

(0− 1)-багатограннику P ′.

Теорема 2.2 свiдчить про те, що якщо для P виконана умова (2.103),

то виконанi умови (2.99), (2.101),

vert P ′ ⊆ Bn. (2.104)

Бiльш того, для 2LP P ′ завжди можна вважати, що виконана умова

(2.104). Саме тому розгляд 2LPs зазвичай обмежують класом

(0− 1)-багатогранникiв [8, 9, 38,53,82,94,95].

2.5.2 Геометрична класифiкацiя C-множин

Здiйснимо класифiкацiю C–множин, виходячи з їх властивостей як

геометричного мiсця точок у просторi (далi геометричний аналiз, a geometric

analisis, G-A). У G-A розглядатимуться алгебро-топологiчнi та тополого-

метричнi властивостi C–множин.
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Нехай E – C–множина.

Означення 2.3. МножинуE назвемо вершинно розташованою C–множи-

ною

(a vertex located C–set, VLS ), якщо вона збiгається з множиною вершин

власної опуклої оболонки, тобто

E = vert P, (2.105)

де P – багатогранник (2.41).

Вiдповiдно, можна здiйснити розбиття усiх C–множин на два класи –

вершинно розташованi C–множини (VLSs) та тi, що не є вершинно розташо-

ваними, вiдповiдно, для яких виконано E\V 6= ∅.

Означення 2.4. МножинуE назвемо поверхнево розташованою C–множи-

ною (a surface located C–set, SLS ), якщо iснує функцiя f(x), що є строго

опуклою на опуклiй множинi K ⊇ E, така що

f(x) =
E

0. (2.106)

Узагальненням поняття поверхнево розташованої C–множини буде

поняття поверхнево розташованої точкової конфiгурацiї, а саме M ⊂ Rn

назвемо поверхнево розташованою точковою конфiгурацiєю (a surface located

point configuration), якщо iснує функцiя f(x), що є строго опуклою на опуклiй

множинi K ⊇M i такою, що f(x) =
M

0.

Класифiкацiю поверхнево розташованих C–множин можна провести в

залежностi вiд вигляду функцiї f(x) i, вiдповiдно, типу поверхнi

S = {x ∈ Rn : f(x) = 0}, (2.107)

що нею задано.
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Множину E назвемо сферично розташованою C–множиною (a spheri-

cally located set, SpLS ), якщо iснують a ∈ Rn, r ∈ R1
>0 такi, що:

E ⊂ Sr(a), (2.108)

де Sr (a) =
{
x ∈ Rn :

n∑
i=1

(xi − ai)2 = r2
}
– гiперсфера радiусу r iз центром у

точцi a.

Введемо в розгляд ще два класи множин як узагальнення SpLS-класу:

– SLS E назвемо елiпсоїдально розташованою C–множиною (an elli-

psoidally located C–set, ELS ), якщо поверхня (2.107) має вигляд:

S =
{
x ∈ Rn : (x− a)TA (x− a) = 1

}
, (2.109)

де A � 0, A ∈ Sn, (2.110)

Sn – множина симетричних матриць порядку n, тобто S є елiпсоїдом iз

центром у точцi a ∈ Rn;

– SLS E назвемо суперсферично розташованою (a superspherically

located set, SsLS ), якщо поверхня (2.107) задана рiвнянням:

S = Sr(α),α(a) =
x ∈ Rn :

n∑
i=1

(xi − ai)α = rα(α)
 , (2.111)

де α ∈ (1,∞), тобто S є суперсферою [96, 167] радiусу r(α) iз центром у

точцi a ∈ Rn та коефiцiєнтом деформацiї α/2.

Означення 2.5. МножинуE назвемо полiедрально-поверхневою C–множи-

ною (a polyhedral-surfaced C–set, PSS ), якщо iснує гiперповерхня S, така що

виконано:

E = P ∩ S, (2.112)

де P – багатогранник (2.41).

Для того, щоб встановити, що C–множина є PSS, достатньо знайти
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функцiю f(x), що задовольняє умовам (2.106) та

f(x) <
P\E

0, (2.113)

i показати, що множина (2.107) є поверхнею. Умова (2.113) означатиме, що

P лежить по один бiк вiд поверхнi S, яку в такому випадку називатимемо

описаною поверхнею навколо E (a sircumsurface).

Так, множина вершин E довiльного багатогранника P , представленого

у канонiчнiй формi, вписана в одиничну гiперсферу (a sircumsphere), а також

у кусково-лiнiйну поверхню ∂P∆ власного двоїстого багатогранника (a dual

polytope P∆) [264].

У залежностi вiд вигляду поверхнi S, видiлимо деякi класи полiедрально-

поверхневих множин (PSLs). Так, PSS E називатимемо полiедрально-сферич-

ною C–множиною (a polyhedral-spherical C–set, PSpS ), якщо S є гiперсферою;

полiедрально-елiпсоiдальною C–множиною (a polyhedral-ellipsoidally C–set,

PES ), якщо S – елiпсоїд, вiдмiнний вiд гiперсфери; полiедрально-супер-

сферичною C–множиною (a polyhedral-superspherically C–set, PSsS ), якщо S

є суперсферою, вiдмiнною вiд гiперсфери тощо.

Встановимо зв’язок мiж класами вершинно-, поверхнево- розташованих

та полiедрально-поверхневих C–множин.

Теорема 2.3. Такi три твердження еквiвалентнi:

а) множина E – вершинно розташована;

б) множина E – поверхнево розташована;

в) множина E – полiедрально-поверхнева.

Доведення дивись у додаткуB.1.

Теорема 2.3 вказує на три еквiвалентнi представлення вершинно розта-

шованих множин – безпосереднє представлення (2.46) своїми елементами;

(2.105) – як множину вершин багатогранника; (2.112) – як перетин поверхнi

з багатогранником.
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Останнє представлення назвемо полiедрально-поверхневим (polyhedral-

surface representation, PSR), якщо функцiя, що визначає описану поверхню

S, строго опукла на опуклiй множинi

K ⊇ C = conv S. (2.114)

У такому випадку будемо говорити, що E дозволяє PSR.

Оскiльки, згiдно з (2.49), dE ≥ 1, C має вигляд:

C = {x ∈ Rn : f(x) ≤ 0} (2.115)

i є строго опуклим тiлом (a strictly convex body), а поверхня S є повною

строго опуклою поверхнею цього тiла [348].

PSR, що включає як описану поверхню гiперсферу, назвемо полiедрально-

сферичним (далi PSpR), елiпсоїда – полiедрально-елiпсоїдальним (далi PER),

суперсфери – полiедрально-суперсферичним (далi PSsR).

Зауваження 2.5. У залежностi вiд того, чи дозволяє C–множина PSR,

клас C–множин розбивається на два пiдкласи. Зосередимо подальшу увагу на

тих, що дозволяють таке представлення, а також на пошуку їх аналiтичних

полiедрально-поверхневих представлень (далi E.PSRs). Серед E.PSpRs/

E.PSsRs видiлятимемо тi, що включають описану гiперсферу/суперсферу мi-

нiмального радiусу (далi E.PSpR/E.PSsR мiнiмального радiусу, E.PSpRmin/

E.PSsRmin). Параметрами E.PSpRmin є координати центру amin i радiус опи-

саної навколо E гiперсфери Smin = Srmin(amin) мiнiмального радiуса (далi

центр i радiус E.PSpS). Параметрами E.PSsRmin є координати центру i

радiус описаної суперсфери Smin
α = Srmin,α(amin,α) (далi центр i радiус E.PSsS)

для заданого коефiцiєнта деформацiї α/2.

Зауважимо, що умова строгої опуклостi описаної поверхнi для множин,

що дозволяють PSR, – суттєва, адже якщо ослабити її лише до вимоги



126

опуклостi поверхнi S, iнакше завжди можна було б вважати, що умови

(2.112), (2.114) виконанi. Щоб це обґрунтувати, достатньо як S вибрати

поверхню ∂P∆ двоїстого до P багатогранника, попередньо спроектувавши

P у RdE i сумiстивши внутрiшню його точку iз початком координат.

Ще одне важливе питання для C–множин, що дозволяють PSR, це пи-

тання про iснування гладких описаних поверхонь i вiдповiдних гладких PSRs

(smooth PSRs, SPSRs). Ґрунтуючись на [54,90,171], можна стверджувати,

що не кожна VLS має SPSR. Мiж тим, усi PSpRs, PERs, PSsRs є SPSRs.

Саме тому ми зосередимо подальшу увагу на видiленнi C–множин саме цих

трьох класiв – PSpSs, PSsSs та PESs.

Надалi видiлятимемо VLSs, SPSs, PSSs серед Cb-множин, маючи на ува-

зi, що отриманi для цих класiв результати безпосередньо розповсюджуються

на усi C–множини, що ними породжуються. Так, має мiсце таке твердження.

Твердження 2.1. Якщо E – VLS, то ∀ E ′ ⊂ E E ′ є VLS.

Доведення дивись у додатку B.1.

Твердження 2.2. Якщо E – SLS (PSS/дозволяє PSR), то довiльна

E ′ ⊂ E також SLS (PSS/дозволяє PSR).

Доведення дивись у додатку B.1.

Приклад 2.1. Прикладом вершинно розташованої Cb-множини є Bn,

що, як вiдомо [108, 274], збiгається з множиною вершин власної опуклої

оболонки – одиничного гiперкуба PBn = conv Bn = [0, 1]n.

Множина Bn також є сферично розташованою, адже всi її елементи

рiвновiддаленi вiд точки

a = e
2 (2.116)

на вiдстань
√
n

2 , отже Bn ⊂ S, де

S = S√n
2

(a) :
(
x− e

2

)2
= n

4 . (2.117)
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Запишемо це рiвняння у формi
n∑
i=1

(
xi − 1

2
)2 = n

4 i узагальнимо у двох

напрямках: а) перший –
n∑
i=1

(
xi − 1

2
)2

b2
i

= 1, (2.118)

де bi ∈ [0.5,∞), i ∈ Jn; б) другий –

n∑
i=1

(
xi −

1
2

)2α
= n

22α , (2.119)

де α ∈ (0.5,∞).

Поверхнi, заданi рiвняннями (2.118), (2.119), є строго опуклими

∀ α, bi ∈ (0.5,∞), i ∈ Jn, (2.120)

та їм задовольняють усi точки множини Bn. Отже, вона є SpLS, SsLS та

ELS. Водночас, Bn є PSpS, PES i PSsS, де як P у представленнi (2.112) бере

участь гiперкуб PBn. Крiм того, умови (2.117)-(2.120) задають сiм’ю строго

опуклих описаних поверхонь, отже, Bn дозволяє PSpR, PER i PSsR.

Разом iзBn, довiльна булева C–множина та вiдповiдний 0−1-багатогран-

ник вписанi у поверхнi (2.117)-(2.119). Отже, довiльна BS E є VLS, SLS, PSS

та дозволяє PSR, зокрема вона є PSpS.

Приклад 2.2. Нехай E – загальна Cb-множина перестановок, що iнду-

кована G. Згiдно з [364], E – вершинно розташована. Наведемо ще один

спосiб доведення цього факту, що ґрунтується на встановленнi поверхневої

розташованостi цiєї множини.

Як видно, ∀ p ≥ 1

‖x‖p =
E
‖g‖p, (2.121)

де g = (G) = (g1, ..., gn).

При p ∈ (1,∞) формула (2.121) задає сiм’ю строго опуклих суперсфер,

звiдки слiдує, що E – SsLS, зокрема, E є SpLS. Звiдси маємо, що E – VLS
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та PSS, а також дозволяє PSR, у якому беруть участь багатогранник P та

довiльна поверхня з сiм’ї

Sα = S‖g‖α,α(0) = {x ∈ Rn : ‖x‖αα = ‖g‖αα}, α ∈ (1,∞), (2.122)

суперсфер вигляду (2.111) радiуса ‖g‖α iз центром у початку координат.

Подiбно прикл. 2.2, довiльна C–множина перестановок є вписаною у

поверхнi (2.122). Звiдси слiдує, що довiльна PS є VLS, SLS, PSS та дозволяє

PSR.

Приклад 2.3. Довiльна C–множина E потужностi nE ≤ n+ 1, така що

dE = nE − 1, є VLS, адже P є nE − 1-симплексом, a E збiгається з множи-

ною вершин цього симплекса. Крiм того, множина E є SLS, а саме SpLS,

параметри описаної гiперсфери S котрої можна визначити як розв’язок

лiнiйної системи рiвнянь порядку n + 1 [208], доповнивши E попередньо

n− nE точками до утворення E ′ ⊇ E такої, що dE′ = n. Це свiдчить також

про те, що E є PSpS та дозволяє PSpR за участю гiперсфери S. Далi такi

C–множини будемо називати симплексними.

Згiдно з означенням 2.2, рiвневiсть (the levelness) багатогранника P

визначається множиною V, а саме кiлькiстью гiперплощин, за якими V

розкладається в напрямку нормалей до гiперграней P . Замiнивши у цьому

означеннi V на FPC E вигляду (2.92) i розглянувши як P опуклу оболонку

E, отримуємо означення багаторiвневої FPC, наведене у [94]. Адаптуючи

його до C–множин, маємо таке.

Означення 2.6. C–множина E називається lev(E)-рiвневою, якщо для

будь-якої гiпергранi F1 ∈ F i вiдповiдної їй опорної гiперплощини H1 ∈ H

iснує сiм’я з (lev(E) − 1)-ої гiперплощини {Hi}i∈Jlev(E)\{1}, паралельних до

H1, таких, що всi точки E лежать на гiперплощинах {Hi}i∈Jlev(E).

Наприклад,
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lev(E) = 2 (2.123)

означає, що C–множина (2.92) – 2LS.

Оскiльки V ⊆ E, має мiсце оцiнка:

lev(E) ≥ lev(P ). (2.124)

Виникає питання, за яких умов ця нерiвнiсть перетворюється на рiв-

нiсть

lev(E) = lev(P ). (2.125)

Твердження 2.3. Якщо E – VLS, то виконана умова (2.125).

Це слiдує з того, що V = E, та означень багаторiвневостi багатогран-

ника та C–множини.

Об’єднуючи (2.102) и (2.124), отримуємо оцiнку lev(E) ≥ 2, яка, як

видно, досягається на 2LSs i тiльки на них.

Як буде показано у п. 5.3, 2LSs є VLSs. У сукупностi з тверд. 2.3, це

означає, що має мiсце такий факт.

Твердження 2.4.

lev(E) = 2⇔ lev(P ) = 2. (2.126)

Доведення дивись у додатку B.1.

Отже, поняття дворiвневостi C–множини (2.92) i дворiвневостi бага-

тогранника (2.41) взаємозамiннi. Зазвичай використовується поняття дво-

рiвневих багатогранникiв [95], але оскiльки нашою метою є дослiдження

C–множин, користуватимемося поняттям дворiвневої C–множини.

Твердження 2.5. Якщо E дворiвнева, то ∀F ∈ F iснують опорна

гiперплошина H ∈ H та H ′||H, H ′ 6= H: E ∩H 6= ∅, E ∩H ′ 6= ∅.

Дiйсно, якщо б це твердження будо хибне, то iснувала би
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H ∈ H: E = E ∩H, а це б означало, що H – площина багатогранника.

2.6 Класифiкацiя C-множин при m > 1

Нехай m > 1. Розглянемо C–множину (2.28), позначивши її EN , та

множину E вигляду (2.44). Не обмежуючи загальностi, вважатимемо, що

EN ⊂ RN
>0. Нехай також GN = EN .IM, AN = EN .GS, ηN = |GN |, kN = |AN |.

Задамо вiдображення ζ : EN → E, таке що

E = ζ(EN), EN = ζ−1(E). (2.127)

З цiєю метою встановимо бiєкцiю мiж результуючими множинами E

та Π, побудувавши функцiю ξ : Rm → R1, таку що

al = ξ(al), al = ξ−1(al), l ∈ Jk. (2.128)

Як ξ можна обрати таку функцiю (далi Спосiб 2.6.1 ), що залежить

вiд параметра β ∈ N\{1}:

ξ(x) =
m∑
i=1

xiβ
l0i , x = (xi)i ∈ Rm;

li =
⌈
logβ max

l∈Jk
ail

⌉
, l0i =

i−1∑
j=1

li, i ∈ Jm.
(2.129)

Так, якщо вектори (2.10) – булевi, вибiр β = 2 у (2.129) приводить до

зчiпки їх координат.

Ще один шлях (далi Спосiб 2.6.2 ) полягає у знаходженнi точки a0 ∈ Rm

iз рiзними вiдстанями до точок A. Отже,

ξ(x) = (x− a0)2,

де a0 : ‖ai − a0‖ 6= ‖aj − a0‖, 1 ≤ i < j ≤ k.
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Зв’язавши результуючi множини E та EN за допомогою (2.128), забез-

печено виконання (2.127) при виборi ζ у формi:

∀ y ∈ EN ζ→ x = (ξ(x1), ..., ξ(xn)) ∈ E,

де y = vec(X), X задано у формi (2.26).

Класифiкацiя C–множин, наведена у п. 2.3, цiлком вiрна при m > 1,

але зазначимо, що EN вже не буде базовою C–множиною жодного з класiв

(2.87), (2.88), адже, окрiм обмежень на GN ,AN , N , вона потребує виконання

умови:

xj ∈ A, j ∈ Jn. (2.130)

Отже, щоб задати множину EN , потрiбно видiлити найвужчий клас

Cb-множин з (2.87), (2.88), якому вона належить, та накласти обмеження

(2.130).

При m > 1, запропонуємо класифiкацiю C–множин у залежностi вiд

типу множини (2.127). Так, якщо E є Cb-множиною типу T , EN називатимемо

Cb-множиною типу T , додаючи слово ”векторiв”, а також вказуватимемо

множину векторiв A, якою вона породжується.

Наприклад, якщо E = Enk(G), то EN буде загальною Cb-множиною

перестановок векторiв, що породжується множиною векторiв A, iндукується

числовою мультимножиною GN та генерується множиною AN . Позначимо її

EN = ENkN (GN ,A).

Аналогiчно можна ввести класи:

– EGN (N,A) – Cb-множин перестановок векторiв без повторень;

– EN2(GN ,A) – спецiальних Cb-множин перестановок векторiв;

– Ee
N(GN ,A)/Eo

N(N,A) – Cb-множин парних/непарних перестановок

векторiв;

– EN
ηNkN (GN ,A) – загальних Cb-множин розмiщень векторiв;
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– EN
kN (GN ,A)/ EN

kN (GN ,A) – Cb-множин розмiщень векторiв без по-

вторень/з необмеженими повтореннями;

– EN
ηN2(GN ,A) – спецiальних Cb-множин розмiщень векторiв;

– E±NkN (GN ,A) – загальних Cb-множин перестановок зi знаком векто-

рiв;

– E±N(GN ,A) – Cb-множин перестановок векторiв зi знаком без повто-

рень;

– E±IN2(GN ,A) – спецiальних Cb-множин перестановок зi знаком векто-

рiв тощо.

Якщо S(GN) = {0, 1}, вiдповiднi Cb-множини вiдносяться до BSs,

зокрема, спецiальнi базовi множини перестановок/розмiщень векторiв на-

зиватимемо булевими Cb-множинами перестановок/розмiщень векторiв i

позначатимемо BN(GN ,A)/BN
ηN (GN ,A). У свою чергу, у класi BN

ηN (GN ,A)

видiлимо BN(GN ,A) – булеву Cb-множину розмiщень векторiв iз необмеже-

ними повтореннями та для неї проведемо розбиття на парну Cb-напiвмножину

Bh
N(GN ,A) та на непарну Cb-напiвмножину Bh

N(GN ,A).

Наведенi Cb-множини, що стосуються випадку m>1, є образами

Ec-множин, деякi з яких вiдомi у лiтературi [254,275–278,280]. Так, наприклад,

прообраз ENkN (GN ,A)/EN
ηNkN (GN ,A) при вiдображеннi ϕ вигляду (2.22), на-

зивається композицiйним образом перестановок/розмiщень кортежiв. Серед

них доцiльно видiлити пiдкласи композицiйних образiв перестановок/розмi-

щень кортежiв без повторень та з необмеженими повтореннями, парних i

непарних перестановок кортежiв i т.д.

Нехай E – числова C–множина, що iндукована мультимножиною G,

|G| = n, та породжена множиною A, |A| = k. Крiм того, нехай ΠM вигляду

(2.25) – множина булевих матриць порядку k × n, стовпцi яких є векторами

одиничного базису E(k) простору Rk, тобто

ΠM ⊂ Bk×n, (2.131)
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∀X = (xij)i,j ∈ ΠM xj ∈ E(k), j ∈ Jn, (2.132)

де xj, j ∈ Jn, – вектори-стовпцi X, а також виконана умова: x ∈ E, де

∀X ∈ ΠMx = XT · gA ∈ E, (2.133)

а gA = (A) = (e1, ..., ek)T .

Зауваження 2.6. Враховуючи, що мiж E(k) та A є бiєкцiя, а саме

eTj gA = ej, j ∈ Jk, (2.133) можна посилити до критерiю:

X ∈ ΠM ⇔ x = XT · gA ∈ E. (2.134)

Нехай E – C–множина комбiнаторного типу T , тодi множину ΠM ,

що задовольняє (2.131)-(2.134), називатимемо множиною матриць комбi-

наторного типу T (M-множиною), що вiдповiдає E. Якщо до того ж E є

Cb-множиною типу T , ΠM називатимемо базовою множиною матриць

(Mb-множиною) типу T . У такому випадку EN буде Cb-множиною буле-

вих векторiв типу T .

Так, якщо E = Enk(G), множину ΠM називатимемо загальною базовою

множиною матриць перестановок (загальноюMb-множиною перестановок) i

позначатимемо ΠM
nk(G), якщо E = En

ηk(G) – загальною базовою множиною

матриць розмiщень (загальноюMb-множиною розмiщень) i позначатимемо

ΠnM
ηk (G). Зокрема, якщо η = n, то при k < n – це буде базова множи-

на матриць перестановок з повтореннями (Mb-множиною перестановок з

повтореннями, a set of multipermutation matrices [147]), а при k = n – базо-

вою множиною матриць перестановок (без повторень) ΠM
n (G) (Mb-множина

перестановок, множина матриць перестановок, a set of permutation matri-

ces, [48, 50, 329]). Якщо η > n, то при k < n ΠM буде базовою множиною

матриць розмiщень з повтореннями (Mb-множина розмiщень з повторен-
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нями, a set of partial multipermutation matrices), а при k = n – базовою

множиною матриць розмiщень (без повторень) ΠMn
k (G) (Mb-множина роз-

мiщень, a set of partial permutation matrices). Аналогiчно можна ввести

iншi класиMb-множин для множин e-конфiгурацiй (3.14), (3.15), зокрема

тих, що вiдповiдають парним перестановкам Πe
n i булевих векторiв, а також

перестановкам зi знаком.

СередEN
ηNkN (GN ,A) видiлимо ще один клас, пов’язаний з е-конфiгурацi-

ями перестановок зi знаком, а саме той, що задовольняє умовам (2.131),

(2.132), G ≥ 0 та

x = Y T · gA ∈ E, де Y = (|xij|)i,j ∈ Rm×n
+ . (2.135)

Якщо виконанi умови (2.135) та E = E±Mnk (G), множину ΠM нази-

ватимемо загальною базовою множиною матриць перестановок зi знаком

Π±Mnk (G) (загальноюMb-множиною перестановок зi знаком). Якщо k < n,

то це буде базова множина матриць перестановок зi знаком з повтореннями

(Mb-множина перестановок зi знаком), якщо є k = n – базова множина

матриць перестановок зi знаком (без повторень) Π±Mn (G) (Mb-множина

перестановок зi знаком).

Зауваження 2.7. З побудови видно, що ΠM залежить не вiд елемен-

тiв G, а лише вiд [G] – первинної специфiкацiї G. Зокрема, для n = k

[G] = (1, ..., 1), отже, у такому випадку у позначенняхMb-множин G мо-

жна опустити. У результатi, наприклад, множина матриць перестановок

позначатиметься просто ΠM
n .

Цим множинам матриць поставимо у вiдповiднiсть базовi множини

e-конфiгурацiй:

EN = ϕ(ξ−1(ΠM)) = ϕ(E) = {vec(X)}x∈ΠM .
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Так, EN = ϕ(ξ−1(ΠM
nk))/ϕ(ξ−1(ΠnM

ηk )) буде загальною Cb-множиною

матриць перестановок/розмiшень, що породженi G (далi Enk(G)/Enηk(G) вiд-

повiдно). Зокрема, En = ϕ(ξ−1(Πn)) – є Cb-множиною матриць перестановок,

E±nk(G) = ϕ(ξ−1(Π±nk(G))) – загальною Cb-множиною матриць перестановок

зi знаком, Een = ϕ(ξ−1(Πe
n)) – Cb-множиною матриць парних перестановок.

2.7 Висновки за роздiлом 2

Дано формалiзацiю комбiнаторної конфiгурацiй у термiнах вiдобра-

ження однiєї множини у iншу (вихiдної у результуючу) i показано доцiльнiсть

збереження iнформацiї про обидвi множини в результуючiй конфiгурацiї.

Множини евклiдових комбiнаторних конфiгурацiй видiлено з класу

евклiдових комбiнаторних множин, вiдповiдно обґрунтовано можливiсть їх

моделювання у формi скiнченних точкових конфiгурацiй пiсля вiдображення

в евклiдiв простiр.

Введено поняття множини евклiдових комбiнаторних конфiгурацiй

(множини е-конфiгурацiй, C–множини) як образу в евклiдовому просторi

множини комбiнаторних конфiгурацiй, результуюча множина яких скла-

дається з векторiв однiєї розмiрностi. Таким чином, обґрунтовано спосiб

моделювання C–множин у термiнах вiдображень i розглянуто рiзнi такi

вiдображення.

Введено поняття iндукуючої мультимножини (E.IM) та твiрної мно-

жини (E.GS) C–множини, що являють собою основний iнструмент їх дослi-

дження, названого конструктивним аналiзом та позначено C-A, зокрема,

математичного моделювання.

Введено ряд класiв C–множин, виходячи з їх геометричних характе-

ристик, серед яких вершинно-, поверхнево, полiедрально-поверхневi i ба-

гаторiвневi C–множини (VLSs, SLSs, PSSs, MLSs). На їх основi здiйснено

геометричний аналiз (G-A) C–множин.
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Представлено типологiю C–множин, заснована на C-A i G-A, зокрема,

видiлено клас базових C–множин (Cb-множин), що володiє найбiльш чiтко

вираженою комбiнаторною структурою. Основну увагу придiлено число-

вим C–множинам, тобто тим, що породжуються числовими результуючими

множинами. Серед C–множин загального вигляду видiлено клас, що поро-

джується множиною векторiв одиничного базису. Встановлено його зв’язок iз

вiдомими класами булевих i трiйкових матриць, серед яких матрицi переста-

новок та розмiщень, а також iз Cb-множинами перестановок i перестановок

зi знаком.

Представлено спосiб моделювання C–множин загального вигляду за

допомогою числових C–множин i, тим самим, обґрунтовано необхiднiсть

глибокого дослiдження останнiх.

Встановлено бiекцiю мiж довiльними числовими C–множинами, по-

родженими k елементами, i C–множиною загального вигляду, iндукованою

векторами одиничного базису порядку k, тим самим, представлено ще один

спосiб моделювання числових C–множин за допомогою булевих i трiйкових

e-конфiгурацiй.

Основнi результати другого роздiлу опублiковано у роботах [186,254,

317–319,321,322,324,332,333,344,369,381].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [8, 9, 15, 17, 22, 38, 40, 53, 54, 65, 68, 82, 90, 94–96,

108,167,171,195,206,208,211,248,258,264,274,348,356,357,362,364,370].
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3 ВЛАСТИВОСТI C-МНОЖИН

3.1 Зв’язок мiж класами C-множин

Встановимо зв’язок мiж рiзними Cb-множинами, вiдповiдно, i мiж

класами C–множин.

Двi C–множини E,E ′ називатимемо комбiнаторно iзоморфними i по-

значатимемо

E ' E ′, (3.1)

якщо мiж елементами E,E ′ iснує бiєкцiя, а їх опуклi оболонки –

P = conv E, P ′ = conv E ′ – комбiнаторно еквiвалентнi багатогранники:

E ' E ′ ⇔ ∃φ : E ′ = φ(E), E = φ−1(E ′);P ' P ′.

Наслiдок 3.1. (з теореми 2.1) Для C–множин E,E ′ ⊂ Rn, пов’язаних

таким чином:

E ′ = BE + c, (3.2)

де B, c задовольняють (2.100), умова (3.1) виконана.

Доведення дивись у додатку B.2.

Зауваження 3.1. Отже, такi операцiї як здвиг, масштабування, поворот,

перенумерацiя координат C–множини приводить до формування комбiнатор-

но iзоморфних до неї C–множин.

Теорема 3.1. Якщо C–множини E,E ′ ⊂ Rn такi, що

E ′ = b ◦DE + c, (3.3)

де A ◦ B – добуток Адамара множин A,B ⊆ Rn, D = diag(d1, ..., dn),

b ∈ B′n, c ∈ Rn, d ∈ Rn
>0, вони задовольняють умову (3.1).
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Тут c – вектор здвигу, D – матриця масштабування (стиснення/розтяг-

нення) E ′ вздовж координатних осей, а b – вектор, вiд’ємнi координати якого

вказують, вiдносно яких координатних площин вiдображається вихiдна

множина.

Доведення дивись у додатку B.2.

Встановимо зв’язок мiж мультимножинами GE, G
′
E, якi iндукують

C–множини E,E ′ ⊂ Rn вiдповiдно, що задовольняють умови теореми 3.1. З

цiєю метою представимо E ′ у формi E ′ = {x′1, ..., x′nE} i введемо в розгляд

мультимножиниX ′j окремих координат E ′ та їх основи –A′j = S(X ′j), j ∈ Jn.

З (3.3) маємо: X ′j = {x′ij}i∈JnE = bjdjX
j+cj, j ∈ Jn. Звiдси видно, що афiнне

перетворення (3.3) не впливає на рiвневiсть C–множини по кожнiй координатi,

отже, |A′j| = |Aj| = kj, j ∈ Jn.

Оскiльки у даному випадку лiнiйнi перетворення координат E при

переходi до E ′ вiдбуваються незалежно одна вiд одної, мультимножини GE

та GE′ = ⋃
x′∈E′
{x′} можуть вiдрiзнятися за потужнiстю у той чи iнший бiк.

Єдине, що можна стверджувати, що

η′ = |GE′| ≥ max{n, lev′(E)}. (3.4)

Враховуючи це, бажано вибирати перетворення (3.3) таким чином, щоб

зменшити η′.

Абсолютна бiльшiсть C–множин належить до PPSs, але деякi з них

дозволяють перехiд до комбiнаторно iзоморфних з PSs, BSs, SPSs. Сфор-

мулюємо деякi умови для цього. Так, (3.4) дозволяє записати достатню умову

для видiлення класу PPSs.

Твердження 3.1. Якщо E – PPS, така що lev′(E) > n, то довiльна

C–множина E ′, одержана в результатi невиродженого афiнного перетворення

(3.3) над E, є PPS.

Твердження 3.2. Для того, щоб для C–множини E iснувала PS E ′,
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одержана в результатi афiнного перетворення (3.3), необхiдно, щоб

lev′(E) ≤ n, а також dE ≤ n− 1.

Доведення дивись у додатку B.2.

Твердження 3.3. Для того, щоб для C–множини E iснувала SPS

E ′, одержана у результатi афiнного перетворення (3.3), необхiдно, щоб

lev′(E) ≤ 2n.

Симетрiя базових SPSs вiдносно початку координат дозволяє сформу-

лювати ще одну умову, що стосується розпiзнавання структури перестановок

зi знаком у C–множинi.

Твердження 3.4. Для того, щоб для C–множини E такої, що

lev′(E) = 2n, iснувала SPS E ′, одержана у результатi афiнного перетворен-

ня (3.3), необхiдно, щоб ∀j ∈ Jn : kj = 2n, Aj була симетричною вiдносно

точки 1
2(ej1 + ej,2n).

Теорема 3.2. Для довiльної SS E ′ iснує BS E, комбiнаторно iзоморфна

E ′.

Доведення дивись у додатку B.2.

Наслiдок 3.2. Довiльна SS E є PSpS.

Доведення дивись у додатку B.2.

Наслiдок 3.3.

En2(G) ' Bn(m), де m = µG(e2);

En
η2(G) ' Bn(m1,m2), де mi = µG(ei), i = 1, 2;

E
n
2(G) ' Bn ' B′n.

Умова (3.1) також виконана для пар E i E ′, що є QS i ZS або U∆S i

ZS вiдповiдно. А саме: а) якщо E – ZS, то E ′ = 1
qE – QS ∀q ∈ N; б) якщо

E – ZS, то E ′ = ∆E – U∆S ∀∆ ∈ R>0.
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Теорема 3.3. Такi класи Cb-множин комбiнаторно iзоморфнi:

Ee
n ' Eo

n;

Bh
n ' B

h
n; (3.5)

E±In2 (G) ' B±n (n1). (3.6)

Доведення дивись у додатку B.2.

Зауваження 3.2. Наведенi у теоремах 3.1-3.3 афiннi перетворення над

C–множинами можна представити у виглядi (3.2), де B – мономiальна ма-

триця 1), c ∈ Rn – вектор здвигу.

Серед афiнних перетворень ми не торкнулися поворотiв, адже вони

можуть вплинути на рiвневiсть за координатами, а сформульованi вище

умови стосуються аналiзу саме цiєї характеристики. Але слiд зауважити, що,

згiдно з теоремою 2.2 та тверд.2.3, дворiвневiсть C–множини E дозоляє гово-

рити про iснування матрицi B та вектора c у (2.100) таких, що для множина

E ′ вигляду (3.2) є BS. Вiдповiдно, виконання (2.123) можна розглядати як

ще одну достатню умову iснування афiнного перетворення, що переводить

C–множину у BS. Переформулюємо теорему 2.2 у термiнах 2LSs.

Теорема 3.4. Кожна дворiвнева C–множина комбiнаторно iзоморфна

BS.

Зауваження 3.3. У подальшому увагу буде придiлено дослiдженню

властивостей дворiвневих C–множин у цiлому. Теорема 3.4 говорить, що

дослiджуючи даний клас, ми фактично вивчаємо клас дворiвневих BSs,

причому, можливо, пiсля невиродженого афiнного перетворень.

Твердження 3.5. Якщо E ⊂ Rn – базова полiкомбiнаторна C–множина,

що породжується Cb-множинами (2.91) та розбиттями (2.89), (2.90), не обме-

жуючи загальностi, можна вважати, що:
1)квадратна матриця є мономiальною, якщо кожен її рядок та стовпець мiстить у точностi один

додатний елемент, iншi її елементи нульовi [109]
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nl ≥ nl+1, l ∈ JL−1, (3.7)

I1 = Jn1, Il = Jn0
l
\Jn0

l−1
, l ∈ JL−1 (3.8)

де n0
l =

l∑
i=1

ni, l ∈ JL. (3.9)

Доведення дивись у додатку B.2.

Переформулюємо тверд. 3.5 у термiнах декартового добутку множин.

Твердження 3.6. Якщо E ⊂ Rn – полiкомбiнаторна Cb-множина, що по-

роджується Cb-множинами (2.91) та розбиттями (2.89), (2.90), не обмежуючи

загальностi, можна вважати, що вона має вигляд:

E =
L
⊗
l=1
El, де El ⊂ Rnl, l ∈ JL, (3.10)

є Cb-множинами, що породжують E, а nl ≥ 1, l ∈ JL, задовольняють (3.7),

n = n1 + ...+ nL. (3.11)

Наслiдок 3.4. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що загальнi

Cb-множини полiперестановок i полiрозмiщень мають вигляд (3.10) та задо-

вольняють умовам (3.7),

Enk(G) =
L
⊗
l=1
Enlkl(Gl), (3.12)

En
ηk

(G) =
L
⊗
l=1
Enl
ηlkl

(Gl), де ηl ≥ nl, l ∈ JL; ∃l0 : ηl0 > nl0, (3.13)

де n = (nl)l∈JL, k = (kl)l∈JL, η = (ηl)l∈JL.

Зауважимо, що серед (3.13) не обов’язково усi складовi декартового

добутку є Cb-множинами розмiщень. Тут позначення Enl
ηlkl

(Gl) використано

в узагальненому сенсi як для Cb-множин розмiщень Enl
ηlkl

(Gl), ηl > nl, так i

для Cb-множин перестановок Enl
nlkl

(Gl) = Enlkl(Gl).

Зауваження 3.4. Теореми 3.2, 3.3, тверд. 3.6 та умова (2.49), дозволя-
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ють сказати, що при дослiдженнi Cb-множин (2.87), (2.88) достатньо обме-

житися:

а) серед Cb-множин перестановок такими класами:

Bn(m),m ∈ Jn−1; Enk(G), 3 ≤ k < n; En(G), Ee
n(G), n ≥ 3; (3.14)

б) серед Cb-множин розмiщень – такими класами:

Bn; Bn(m1,m2), 0 ≤ m1 < m2 ≤ n;En
ηk(G), k < η, n < η < k · n;

En
k (G), 2 ≤ n < k; Tn; E

n
k(G), k > 3; B±n (m), m ∈ Jn−1;Bh

n;

E±nk(G), 3 ≤ k < n; E±In (G), n ≥ 3; E±IIn (G);

(3.15)

в) серед Cb-множин полiперестановок та полiрозмiщень – такими класами:

PSs : Enk(G) =
L
⊗
l=1
Enlkl(Gl);PPSs : En

ηk(G) =
L
⊗
l=1
Enl
ηlkl

(Gl).

Використовуючи властивостi множин класiв (3.14), (3.15) у сукупностi

iз дослiдженням особливостей декартових добуткiв C–множин загального

вигляду, з’являється можливiсть говорити про властивостi чисельних класiв

полiкомбiнаторних множин, якi можна з них утворити, ґрунтуючись на

тверд. 3.6.

Зауваження 3.5. Крiм того, можна завжди вважати, що для E.IM G

виконана умова:

[G] � [G′], (3.16)

де G′ задовольняє [G′] = (ηk, ..., η1), наприклад, G′ = {(e1 − e1)ηk, ...,

(ek − e1)η1}.

Враховуючи (3.16), кiлькiсть булевих Cb-множин у сiм’ї (3.14), (3.15)

може бути скорочена накладанням таких умов:
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Bn(m),m ∈ Jbn2c; Bn(m1,m2),m1 ≤
n

2 , n−m1 ≤ m2.

Теорема 3.5. Якщо E ⊂ Rn – PS, I ⊂ Jn, |I| = n− 1, то множина EI

вигляду (2.81) є PPS, яка комбiнаторно iзоморфна E.

Доведення дивись у додатку B.2.

Твердження 3.7. Для того, щоб для C–множини E ⊆ Rn iснувала

PS E ′, комбiнаторно iзоморфна до неї вигляду (3.2), де B – невироджена

дiагональна матриця, необхiдно, щоб

|Ai| ≤ n, i ∈ Jn. (3.17)

У роботi [274], дослiджувалася така булева множина – Bn(x0,m) =

{x ∈ Rn : ‖x− x0‖2 = m}, де x0 ∈ Bn, m ∈ Jn.

Твердження 3.8.

∀m ∈ Jn, ∀x0 ∈ Bn Bn(x0,m) ' Bn(m). (3.18)

Дiйсно, перехiд вiд Bn(x0,m) до Bn(m) здiйснюється замiнами

xi → 1 − xi для i ∈ Jn : x0
i = 1, якi не впливають на комбiнаторну

iзоморфнiсть.

3.2 Декомпозицiї C-множин

Виходячи з конструкцiї Cb-множин, мають мiсце такi включення:

Bn(m) ⊂ Bn; Bn(m) ⊂ B±n (m) ⊂ Tn;

∀m ∈ Jm2\Jm1−1 Bn(m) ⊂ Bn(m1,m2);

∀G′ ⊂ G : |G′| = n, |S(G′)| = kG′ EnkG′(G
′) ⊂ En

ηk(G);

Ee
n(G), Eo

n(G) ⊂ En(G); Bh
n, B

h
n ⊂ Bn;

(3.19)
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якщо E – C-множина, iндукована G вигляду (2.50), то E ⊆ E
n
k(G′′), де

G′′ = {eni }i∈Jk .

Це вказує на шляхи декомпозицiї одних Cb-множин на iншi, наприклад:

Bn(m1,m2) =
m2⋃

m=m1
Bn (m); (3.20)

Bn =
n⋃

m=0
Bn (m); (3.21)

Bh
n =

bn/2c⋃
m=0

Bn (2m); (3.22)

B
h
n =

b(n−1)/2c⋃
m=0

Bn (2m+ 1); (3.23)

En
ηk(G) = ⋃

G⊂G,|G|=n
EnkG (G); (3.24)

En(G) = Ee
n(G) ∪ Eo

n(G); (3.25)

Bn = Bh
n ∪B

h
n; (3.26)

Tn =
n⋃

m=0
B±n (m); (3.27)

E±nk(G) = ⋃
y∈B′n

Enk(y,G); (3.28)

E±nk(G) = ⋃
G⊂G

EnkG(G), G = {G = {gji}i∈Jn ⊂ GE : {|gji|}i∈Jn = G},(3.29)

де Enk(y,G) = y ◦Enk(G), Bn(0) = B±n (0) = 0, Bn(n) = e, B±n (n) = B′n, A◦B

добуток Адамара множин A,B ⊂ Rn, GE задовольняє (2.85).

А це, у свою чергу, дозволяє запропонувати шляхи декомпозицiї C–мно-

жин, виходячи з їх природи, i дослiдити таким чином структурнi властивостi

даного класу FPCs.

3.2.1 Загальнi пiдходи до декомпозицiї C-множин

Якщо C-множина E вигляду (2.46) представлена у формi:

E =
nE⋃
i=1
E i, (3.30)

E = {E i}i∈JnE , nE = |E|, (3.31)

E i ⊂ E, i ∈ JnE , (3.32)
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тобто (3.32) є покриттям або розбиттям E, говорять, що здiйснено декомпо-

зицiю E (a decomposition, E.D) на nE ≥ 2 пiдмножин вигляду (3.31).

Коли мова йде про декомпозицiю, ставляться такi задачi – перейти до

розв’язку скiнченної кiлькостi редукованих задач, а саме скоротити область

пошуку у одержаних пiдзадачах, ефективно визначити несумiснi областi,

уникнути перегляд iдентичних областей пошуку, забезпечивши, щоб щоб

одержанi при цьому задачi розв’язувались не складнiше за вихiдну. Iдеальним

варiантом є редукцiя вихiдної задачi на задачi меншої розмiрностi, на гiлки

однакової потужностi, на множини тiєї самої комбiнаторної природи або

бiльш простi з точки зору застосування у розв’язаннi поставлених задач.

Сформулюємо цi задачi на C-множинах у термiнах їх декомпозицiї.

Якщо для множин (3.31), (3.32) умова (3.30) не виконана, декомпозицiя

E iснує у формi (далi ED0):

E =
nE⋃
i=0
E i, (3.33)

E0 = E\
nE⋃
i=1
E i. (3.34)

Введемо позначення:

Gi = E i.IM, Ai = E i.GS, ηi = |Gi|, ki = |Ai|, i ∈ J0
nE
. (3.35)

У такому випадку маємо: 0 ≤ ki ≤ ηi ≤ η, i ∈ J0
nE

; G =
nE⋃
i=0

Gi,

A =
nE⋃
i=0
Ai.

Проведемо класифiкацiю декомпозицiй E.D/ED0, нумеруючи складовi

декомпозицiї з одиницi/нуля вiдповiдно.

Нехай

E ij = E i ∩ E j, 1 ≤ i < j ≤ nE . (3.36)
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Якщо E ij ⊂ E i, E ij ⊂ E j, 1 ≤ i < j ≤ nE , E.D будемо називати якiсною

(a qualitative decomposition, E.QD). E.QD передбачає вiдсутнiсть у складi E

таких множин, виключення яких залишає результат декомпозицiєю E, тобто

якщо – E.QD, то ∀j ∈ JnE E ⊂ ⋃
i 6=j
E i. Зокрема, це означає, що ∅ * E .

E.D, множини (3.36) у якiй задовольняють умову: E ij = ∅,

1 ≤ i < j ≤ nE , тобто є розбиттям E, буде декомпозицiєю E на попарно непе-

ресiчнi пiдмножини (декомпозицiя-розбиття, a paiwise-disjoint decomposition,

E.PD). У E.PD множини (3.36) задовольняють умову:

E i ∩ E j = ∅, 1 ≤ i < j ≤ nE .

Ясно, що усi декомпозицiї (3.20)-(3.27) – якiснi, адже вони представ-

ляють базову Cb-множину об’єднанням множин, що мiстять щонайменше

одну точку. Крiм того, цi декомпозицiї, за виключенням (3.28), є E.PD. При

цьому, враховуючи (3.28) та розбиття E±nk(G) на два класи, маємо:

E±Ink (G) = ⋃
y∈B′n

Enk(y,G), де e1 = 0; (3.37)

E±IInk (G) = ⋃
y∈B′n

Enk(y,G), де e1 > 0. (3.38)

Тут, (3.38) – E±IInk (G).QPD, у той час як (3.37) – це звичайна E±Ink (G).QD.

Ще один аспект, важливий при декомпозицiї, – це розбиття на однаковi

чи близькi за потужнiстю пiдмножини E. Так, E.D вигляду (3.30) назвемо

збалансованою (a balanced decomposition, E.BD), якщо множини сiм’ї (3.31)

задовольняють умову:

|E i| = |E j|, 1 ≤ i < j ≤ nE . (3.39)

Зрозумiло, що E.BD є якiсною, а для збалансованої E.PD (далi E.BPD)

(3.39) набуває вигляду: |E i| = |E|
nE
, i ∈ JnE .

Так, декомпозицiї (3.25), (3.26), (3.28) є збалансованими, до того ж

(3.25) – En(G).BPD, (3.26) – Bn.BPD, (3.28) – є E±IInk (G).BPD.



147

Ще два аспекти, що представляють iнтерес, – це декомпозицiя

Cb-множини на Cb-множини меншої розмiрностi, бажано цього ж комбiна-

торного типу, а також на комбiнаторно iзоморфнi Cb-множини. Тобто метою

декомпозицiї є побудова E.PD на комбiнаторно iзоморфнi Cb-множини того ж

комбiнаторного типу, що i E, але меншої розмiрностi (декомпозицiя-редукцiя,

a reduction decomposition, E.RD). Прикладом E.RD є (3.37), (3.37) при k = n.

3.2.2 Декомпозицiї C-множин: C-A

Представимо декiлька шляхiв декомпозицiї довiльної C-множини E,

що ґрунтується на A/G/n-A. Потiм перейдемо до дослiдження особливостей

декомпозицiї Cb-множин.

1. Декомпозицiї E на базi декомпозицiї A

Сформуємо множини Ai = A\{ei}, i ∈ Jk. Вони задають покрит-

тя множини A, бiльш того, якiсну її декомпозицiю, а сами породжують

декомпозицiю E на множини:

E i = {x ∈ E : S({x}) ⊆ Ai}, i ∈ Jk, (3.40)

E0 = E\
k⋃
i=1
E i. (3.41)

Дана E.D0 задається формулами (3.34), (3.40), (3.41), де nE = k (далi

E.DI
0). Якщо

E0 = ∅, (3.42)

формули (3.30), (3.40) задаватимуть E.D (далi E.DI).

Необхiдною умовою того, щоб для заданого i ∈ Jk множина E i вигляду

(3.40) не була порожньою, є η − ηi ≥ n, а для E0 вигляду (3.41) – k ≥ n.

Звiдси слiдує, що для того, щоб формули (3.33), (3.40), (3.41) задавали EQDI
0,

необхiдно, щоб виконувалася ця умова, а також
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η − ηi ≥ n, i ∈ Jk. (3.43)

Звiдси слiдує, що η > n, тобто ця декомпозицiя застосовувана i може

бути якiсною лише для PPS. Зокрема, для того, щоб (3.30), (3.40) задавали

E.QDI , необхiдно виконання умов (3.43), k < n.

Прикладом такої декомпозицiї є E.QDI/ EDI
0 для E = En

k (G) є

En
k (G) =

k⋃
i=1

En
k−1(Ai) (k < n), (3.44)

En
k (G) =

k⋃
i=1

En
k−1(Ai) ∪ E0 (k ≥ n), (3.45)

вiдповiдно. Тут E0 – це усi e-конфiгурацiї розмiщень без повторень, iндукованi

G, що мiстять усi елементи A як свої координати – E0 = {x ∈ En
k (G) :

{x} = A}.

E.DI може не бути E.PD, адже, згiдно з включенням (3.40), можливе

iснування x ∈ E, що належить рiзним множинам цiєї сiм’ї.

Якщо (3.40), (3.41) будуть виконанi у формi:

E i = {x ∈ E : S({x}) = Ai}, i ∈ Jk,

E0 = {x ∈ E : S({x}) = A},

декомпозицiя E.DI
0/E.DI буде E.PD (далi E.PDI

0/E.PDI).

Прикладом E.QPDI
0 є (3.45) при k = n + 1, а прикладом E.QPDI –

(3.44), причому оскiльки всi складовi (3.44) мають однакову потужнiсть, це

є E.BPDI .

2. ED на базi декомпозицiї Aj, j ∈ Jn. Формула (2.47) задає поелемен-

тну декомпозицiю множин Aj, j ∈ Jn. Згiдно з нею, можна запропонувати

також таку E-декомпозицiю.

a) Введемо у розгляд множини:



149

Eij = {x ∈ E : xj = eij}, i ∈ Jkj , j ∈ Jn, (3.46)

якi всi непорожнi згiдно з визначенням множин (2.47).

Зафiксуємо j ∈ Jn i сформуємо сiм’ю (3.31) таким чином E = {Eij}i∈Jkj ,

тодi (3.30), (3.46), де nE = kj, задають E.QPD (далi E.DII).

б) Зафiксуємо i ≤ min
j∈Jn

kj у (3.46) i сформуємо сiм’ю

E = {Eij}j∈Jn ∪ E0, (3.47)

E0 = {x ∈ E : xj 6= eij, j ∈ Jn}. (3.48)

Формули (3.33), (3.47), (3.48), де nE = n, задають E.D0 (далi E.DIII
0 ).

У разi виконання (3.42), формула (3.30), де E = {Eij}j∈Jn, задає E.D (далi

E.DIII). Враховуючи, що множини (3.47) непорожнi, якщо (3.42) виконано,

E.DIII буде якiсною декомпозицiєю E (далi E.QDIII), якщо нi, то E.DIII
0

буде якiсною декомпозицiєю E (надалi E.DIII
0 ).

3. E.D на базi декомпозицiї G. Нехай G: ηG > n, η′ : n ≤ η′ < η.

Розглянемо як сiм’ю (3.31)

E = {E(G)}G∈Gη′ (3.49)

де E(G) = {x ∈ E : {x} ⊆ G}, (3.50)

Gη′ = {G ⊂ G : |G| = η′}. (3.51)

У такому випадкуформули (3.30), (3.49), де nE = |Gη′|, задають E.D

(далi E.DIV ). Зокрема, при виборi η′ = n, (3.50) задаватиме C-множину

перестановок, що iндукована мультимножиною G з сiм’ї (3.51). Звiдси слiдує,

що у даному випадку (3.30), (3.49) буде E.PD (далi E.PDIV ). Прикладом якi-

сної E.PDIV (далi E.QPDIV ) є Bn(m1,m2).QPDIV вигляду (3.20), Bn.QPDIV

вигляду (3.21), En
ηk(G).QPDIV вигляду (3.24).
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3.2.2.1 Декомпозицiї Cb-множин: C-A

Нехай E – Cb-множина з сiмей (3.14), (3.15). Для неї вiрно:

A = Aj, k = kj, j ∈ Jn, (3.52)

тому умова (3.46) набуватиме вигляду:

Eij = {x ∈ E : xj = ei}, i ∈ Jk, j ∈ Jn. (3.53)

Зокрема, для множин Bn, B′n, Bn(m), Bn(m1,m2), Bh
n виконана умо-

ва (2.59) вiдповiдно, (3.53) перетворюється на E0j = {x ∈ E : xj = 0},

E1j = {x ∈ E : xj = 1}, j ∈ Jn.

Так, Bn.DI
0, Tn.DI

0 вiдповiдно мають вигляд:

E1 = e, E2 = 0, E0 = Bn(1, n− 1);

E1 = Bn, E2 = B′n, E3 = −Bn, (3.54)

де E0 – множина трiйкових розмiщень вигляду E0 = {x ∈ Tn :

S({x}) = {−1, 0, 1}}. Вiдзначимо, що для Bn ця декомпозицiя є Bn.QPDI
0, а

для Tn – Tn.QDI
0, адже точки −e, 0, e є спiльними для пар множин iз (3.54).

Оскiльки E.DI
0, E.DI , застосовуванi лише до Cb-множин, що iндукую-

ться мультимножиною G потужностi вище за n, декомпозицiя E.DI показує,

яким чином можна здiйснити розбиття E на пiдмножини, що iндукуються

власними пiдмножинами G. Так, якщо виконанi умови (3.43) та k < n,

у результатi En
ηk(G).DI формується сiм’я (3.40) C-множин, що iндукованi

мультимножинами (3.35) вигляду:

E i = En
ηiki(Gi), Gi = G\{eηii }, i ∈ Jk. (3.55)
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Вони є Cb-множинами розмiщень для i ∈ Jk : ηi > n та перестановок

для i : ηi = n.

Якщо виконанi умови (3.43), k > n, то має мiсце декомпозицiя E.QDI
0

вигляду (3.40), (3.41), коли, окрiм множин (3.55), також утворюється

E0 = {x ∈ E : A ⊆ {x}}.

Перейдемо до розгляду декомпозицiй E.DII . Зафiксуємо j ∈ Jn i сфор-

муємо сiм’ю (3.31) таким чином:

E = {Eij}i∈Jk, (3.56)

тодi E.DII iз nE = k є E.QPD. Оскiльки точки C-множин (3.56) мають фiксо-

вану координату, їх розмiрнiсть принаймнi на одиницю менше за розмiрнiсть

E. Крiм того, згiдно з заув. 2.2, може бути проведена редукцiя та розмiрнiсть

простору, в якому вони визначенi, зменшена принаймнi на одиницю.

Введемо позначення:

H ij = {x ∈ Rn : xj = ei}, i ∈ Jk, j ∈ Jn, (3.57)

i представимо множини (3.56) у формi Eij = H ij ∩ E, i ∈ Jk, j ∈ Jn. Крiм

того, введемо позначення для проекцiй множин (3.56) на площини (3.57):

E
′ij = PrHijEij, i ∈ Jk, j ∈ Jn. (3.58)

Ясно, що E ′ij ' Eij, i ∈ Jk, j ∈ Jn, але особливiстю Cb-множин (3.14),

(3.15) є те, що у бiльшостi випадкiв

E
′ij = PrHijE, i ∈ Jk, j ∈ Jn. (3.59)

У такому випадку для здiйснення E.DII достатньо визначити, що собою

являють множини (3.59) у залежностi вiд класу E.
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Оскiльки E
′ij.IМ не залежить вiд j, скористаємось позначенням

Gi = E
′ij.IM, j ∈ Jn, застосуємо формулу (3.35) та отримаємо:

Gi = {G\{ei}}[n−1], η
i = |Gi|, ki = |S(Gi)|, i ∈ Jk (3.60)

(тут i далi ∀ν ∈ Jn {G}[ν] = {eη
′
i
i }i∈Jk, η′i = min{ηi, ν}, i ∈ Jk). Звiдси видно,

що: a) ki = k − 1, якщо ηi = 1; б) ηi = η − 1, якщо max
i
ηi < n. Друга умова

виконується, зокрема, для R−S. Обидвi цi умови виконуються, наприклад,

для PR−S, коли (3.60) перетворюється на

Gi = G\{ei}, ηi = η − 1, ki = k − 1, i ∈ Jk.

Отже, ∀ i ∈ Jk, ∀ j ∈ Jn множини (3.58) є такими:

Enk(G) : E
′ij = En−1,ki(Gi);

En(G) : E
′ij = En−1(Gi);

Bn(m) : E
′ij = Bn−1(µGi(1));

Ee
n(G) : E

′ij ∈ {Ee
n−1,k−1(Gi), Eo

n−1,k−1(Gi)},

En
ηk(G) : E

′ij = En
ηiki(Gi),

En
k (G) : E

′ij = En
k−1(Gi),

Bn(m1,m2) : E
′ij = Bn−1(n− µGi(0), µGi(1)),

Bn : E
′ij = Bn−1,

Tn : E
′ij = Tn−1,

E±nk(G) : E
′ij = E±n−1,ki(Gi),

E±n (G) : Eij = E±n−1(Gi),

B±n (m) : E
′ij = B±n−1(µGi(1)),

Be
n : Ei1 = Be

n−1, E
i2 = Bo

n−1,

(3.61)
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де Gi = {G\{ei}}[n−1], η
i = |Gi|, ki = |S(Gi)|, i ∈ Jk.

Таким чином, при здiйсненнi декомпозицiї E.DII множин Cb-множин

(3.14), (3.15) комбiнаторний тип T не змiнюється.

В окремих випадках, таких як декомпозицiя Bn(1), Bn(n−1), можлива

ситуацiя утворення одноточкової множини як елемента декомпозицiї E.DII ,

яку можна розглядати як вироджений випадок множини типу T .

Тепер розглянемо варiанти E.DIII . Для фiксованого i ∈ Jk, компоненти

сiм’ї (3.47) визначатимуться формулами (3.53),

E0 = {x ∈ E : xj 6= ei, j ∈ Jn}.

E.DIII
0 , E.DIII будуть E.PD, якщо ηi = 1. Множини Eij, j ∈ Jn, –

непорожнi, отже, E.DIII буде якiсною декомпозицiєю E за умови вико-

нання (3.42). Це можливо, якщо η − ηi < n, i ∈ Jk, тобто для невеликих за

потужнiстю G. Зокрема, це справджуватиметься для усiх PSs. Крiм того,

дана декомпозицiя буде збалансованою, адже для фiксованого i ∈ Jk усi

складовi сiм’ї (3.47) iз номерами j ∈ Jn будуть комбiнаторно iзоморфними.

Наприклад, для Enk(G) та E = E±nk(G) вiдповiдно матимемо:

E j ' En−1,ki(Gi), j ∈ Jn;

E j ' E±n−1,ki(Gi), j ∈ Jn. (3.62)

Якщо умова (3.42) не виконана, матиме мiсце декомпозицiя E.QDIII
0 .

Так, для E = E±IInk (G) множина E0 6= ∅ i мiстить усi e-конфiгурацiї пере-

становок зi знаком, iндукованi G та координати яких, що дорiвнюють за

абсолютною величиною |ei|, рiвнi −ei.

Провiвши для E0 таку саму декомпозицiю, що i для E, отримаємо

якiсну декомпозицiю на 2n Cb-множин, комбiнаторно iзоморфних базовим

SPSs розмiрностi на одиницю менше за E, у разi, якщо E 6= B±n (1). Якщо
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ж E = B±n (1), декомпозицiя здiйснюватиметься на одноточковi множини.

Зафiксуємо i ∈ Jk′ i представимо E покриттям E = {En+j}j∈Jn ∪ E−0, En+j =

Ek′−i+1,j, j ∈ Jn, де E−0 = E\{En+j}j∈Jn.

Ясно, що Ek′−i+1,j = {x ∈ E : xj = −ei}, j ∈ Jn, тому вiрно E−0 6= ∅,

En+j ' E±
n−1,ki′(G

i′), j ∈ Jn, де i′ = k′ − i+ 1. (3.63)

Таким чином, для даної SPS має мiсце декомпозицiя (3.33) вигляду:

E =
n⋃
j=1

(E j ∪ E j+n), (3.64)

де E j, E j+n, j ∈ Jn задовольняють умови (3.62), (3.63) вiдповiдно.

Для E = E±Ink (G) декомпозицiя (3.64) також має мiсце, якщо i ∈ Jk
обрано таким, що ei 6= 0, тобто коли i 6= 1. Якщо ei = 0, дана декомпозицiя

перетворюється на E.QBDIII вигляду (3.30), (3.62).

Формула (3.64) задаватиме E±nk(G).BPD, якщо виконанi умови:

ei 6= 0, ηi = ηk−i+1 = 1. Вони будуть виконанi для E = E±IIn (G), а та-

кож для E = E±In (G) за умови i 6= 1.

Об’єднаємо цi два випадки в один i отримаємо, що для E = E±n (G)

має мiсце E.QBPDIII вигляду (3.64), де E j ' E±n−1(Gi), j ∈ J , при цьому

J = J2n−1 для E±In (G), а для E±IIn (G) J = J2n. Певним недолiком E.DIII ,

E.DIII
0 є те, що зазвичай вони не є E.PD. Але комбiнаторна структура

Cb-множин, що нами розглядається, є такою, що дозволяє запропонувати

побудову E.PD на базi (3.33).

Для визначеностi оберемо i = 1 i припустимо, що η1 > 1, тодi множини

(3.36) матимуть вигляд:

E ij = {x ∈ E : xi = xj = e1}, 1 ≤ i < j ≤ n. (3.65)



155

Ясно, що, подiбно до (3.61), C-множини (3.65) мають розмiрнiсть при-

наймнi на два менше за E i той самий комбiнаторний тип, що i E. Предста-

вимо множину E i ∪ E j у (3.31) розбиттям:

E i ∪ E j = E ij ∪ E ′ij ∪ E ′ji, (3.66)

де E ′ij = {x ∈ E : xi = e1, xj ≥ e2}, i, j ∈ Jn. (3.67)

Формула (3.66) задає (E i ∪ E j).PD, звiдки слiдує, що для E має

мiсце E.DIII чи E.DIII
0 у залежностi вiд того, чи виконана умова (3.42).

Ця декомпозицiя задається розбиттям E вигляду E = {E ′ij, E ij}1≤i<j≤n ∪ E0.

Зауважимо, що (3.65), (3.67) можуть бути представленi у формi:

E ij = {x ∈ E : xi + xj = 2e1}, 1 ≤ i < j ≤ n. (3.68)

E ′ij = {x ∈ E : xi = e1, xi + xj ≥ e1 + e2}, i, j ∈ Jn. (3.69)

Крiм того, Cb-множини, що утворюються у проекцiї множини (3.68) на

n−2-площину xi = xj = e1, iндукуватимуться Gij = {G\{e2
1}}n−2, а проекцiї

множини (3.69) на n − 2-площину xi + xj = e1 + e2 – мультимножиною

G
′ij = {G\{e2

1, e2}}n−2. При цьому dE ij ≤ n− 2, dE ′ij ≤ n− 1.

Що стосується E.DIV , то для E = En
ηk(G) матиме мiсце E.QPDIV , де

сiм’я (3.31) матиме форму (3.49), а саме:

E = {EnkG(G)}G∈Gn, (3.70)

де kG = |S(G)|, Gn задовольняє (3.51). |Gn| = |Cn
ηk(G)| – кiлькiсть

n-сполучень iз мультимножини G. З (3.70) слiдує, що для E = E±nk(G)

матиме мiсце декомпозицiя E.QPDIV на загальнi Cb-множини перестановок

вигляду (3.70), де сiм’я (3.50) має форму Gn = {G ⊂ G : |G| = |S(G)| = n}.
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3.2.3 Декомпозицiї C-множин: G-A

Введення класiв VLSs, SLSs, PSSs та тих, якi дозволяють PSR, дає

можливiсть розглядати декомпозицiю C-множини E на вершинно розташо-

ванi множини (далi E.VLS–D), на поверхнево розташованi множини (далi

E.SLS-D), на полiедрально-поверхневi множини (далi E.PSS-D), на 2LSs

(далi E.2LS-D) а також на множини, що дозволяють PSR (далi E.PSR-D).

Так, множини (3.31), що задовольняють умови (3.30), (3.32), задаватимуть:

а) E.VLS-D, якщо

E i = vert P i, де P i = conv E i, i ∈ JnE ;

б) E.SLS-D, якщо

∃fi(x) : Ki → R1, fi(x) =
E i

0, i ∈ JnE , (3.71)

функцiя fi(x) – строго опукла на опуклих компактах Ki ⊇ P i, i ∈ JnE ;

в) E.PSS-D, якщо iснує сiм’я поверхонь S = {Si}i∈JnE , така, що

E i = P i ∩ Si, i ∈ JnE ;

г) E.PSR-D, якщо виконана умова (3.71) в областях

Ki ⊆ C i = conv Si : Ki ⊇ C i, i ∈ JnE ;

e) E.2LS-D, якщо множини (3.32) є 2SLs.

Ґрунтуючись на теоремi 2.3 та тверд. 2.1, маємо – якщо множина

E є VLS, то будь-яка її декомпозицiя є водночас E.VLS-D, E.SLS-D та

E.PSS-D. Так, як S можна використати єдину поверхню (2.107), тобто ви-

брати Si = S, i ∈ JnE , i, вiдповiдно, єдину функцiю, що визначає цi поверхнi,
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а саме fi(x) = f(x), i ∈ JnE .

Якщо до того ж E дозволяє PSR за участю S, кожна декомпозицiя E

буде E.PSR-D, адже умову (3.72) у даному випадку можна використовувати

у такiй формi:

K = Ki ⊆ C i = C, i ∈ JnE . (3.72)

При формуваннi декомпозицiй Cb-множини E, нас насамперед цiка-

витиме її представлення за допомогою Cb-множин меншої потужностi, що

можна зробити рiзними способами: а) тими, що описанi у п. 3.2, коли E

представлялася об’єднанням множин, породженими власними пiдмножи-

нами E.GS (див., наприклад, E.DI), власними пiдмультимножинами E.IM

(див. E.DI , E.DIV ); б) меншої розмiрностi, що вiдбувається, наприклад, при

фiксацiї частини координат E (див., наприклад, E.DII-E.DIV ); в) меншого

радiуса (для SpLS/SsSS E). Це стосується, наприклад, до E.DII , E.DIII .

Представимо декiлька шляхiв декомпозицiї C-множини E, що ґрунтую-

ться на властивостях заданих на нiй функцiї. Зокрема, розглянемо питання

розкладання C-множини E по поверхнях, заданих деякою функцiєю.

Нехай iснують функцiї

fi(x) : E → R1, i ∈ JnE , (3.73)

такi, що ∀ i ∈ JnE ∃xi, yi ∈ E : fi(xi) = 0, fi(yi) = 0.

У такому випадку множини (3.32) можна визначити так:

E i = {x ∈ E : fi(x) = 0}, i ∈ JnE .

Якщо виконана умова (3.42), то E.D називатимемо декомпозицiю E,

що задана сiм’єю функцiй (3.73) (далi E.DV ).

Прикладом E.DV є Enk(G).DIII , E±nk(G).DIII , коли сiм’я (3.73) таке:
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для Enk(G), j ∈ Jk : nE = n, fi(x) = xi − ej, i ∈ Jn;

для E±nk(G), j ∈ Jk : nE = n, fi(x) = xi − ej, fn+i(x) = xi + ej, i ∈ Jn.

Вираз (3.28) є ще одним прикладом декомпозицiї E.DV , що задана

сiм’єю функцiй f(x, y) = yTe, y ∈ B′n, потужнiсть якого 2n.

Якщо E – VLS, то, враховуючи, що E ⊂ ∂ P , можна запропонувати

розкладання E по гiпергранях (далi E.DV
dE−1), гранях розмiрностi dE − 2

(далi E.DV
dE−2), ребрах, вершинах (далi E.DV

0 ) i взагалi по гранях заданої

розмiрностi (далi E.DV
i , i ∈ J0

dE
).

Так, E.DV
dE−1 задається сiм’єю функцiй fi(x) = a′′i x−b′′i , i ∈ Jn′′, що видi-

ляється з (2.95). E.DV
dE−2 задається сiм’єю функцiй:

fij(x) = λifi(x) + λjfj(x), i, j ∈ Jn′′, де λi, λj > 0, λi + λj = 1,

Fi, Fj ∈ F, Fi, Fj – сумiжнi гiпергранi. E.DV
0 задається такою сiм’єю:

fI(xj)(x) = ∑
i∈I(xj)

λifi(x), де ‖λ‖1 = 1, λ ∈ R|I(xj)|
>0 , I(xj) = {i ∈ Jm′′ :

a′′i x
j − b′′i = 0}, j ∈ JnE .

Розглянемо випадок, коли функцiї (3.73) вiдрiзняються лише констан-

тою. Нехай h(x) : Rn → R1. Множину M ⊆ Rn називатимемо рiзноманiттям,

заданим функцiєю h(x), якщо ∃ h0 ∈ R1 : h(x) =
M
h0.

Нехай функцiя h(x) : E → R1, така що

∀ x ∈ E h(x) ∈ hE, (3.74)

де hE = {hi}i∈Jmh(x)
, hi < hi+1, i ∈ Jmh(x)−1; (3.75)

∀ i ∈ Jmh(x) ∃ yi ∈ E : h(yi) = hi.

Сформуємо сiм’ю (3.73) вигляду: fi(x) = h(x)− hi, i ∈ Jmh(x). Введемо

у розгляд сiм’ю рiзноманiть:

S i = {x ∈ Rn : h(x) = hi}, i ∈ Jmh(x), (3.76)
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заданих функцiєю h(x). Будемо говорити, що множина E розкладається

по рiзноманiттях (3.76), заданих h(x), або по множинах рiвня цiєї функцiї

та називатимемо її mh(x)-рiвневою множиною по функцiї h(x). У залежно-

стi вiд вигляду h(x), це буде розкладання по лiнiйних, лiнiйно зв’язних

рiзноманiттях тощо.

Зауваження 3.6. Пошук mh(x) у випадку, коли (3.76) являють собою

сiм’ю гiперсфер у просторi, заданому метрикою ρ [67], iз центром у точцi a ∈

E, є задачею перевiрки, що ця множина є a locallymh(x)-distance set, достатньо

широко представленою у науковiй лiтературi [52,77,166,169,205,237,238,240].

Так, FPC E називається a locally mh(x)-distance set, якщо для довiльної

a ∈ E iснує не бiльшеmh(x) рiзних вiдстаней вiд a до точок E. Узагальненням

цього поняття є таке: множина E називається mh(x)-distance set, якщо iснує у

точностi m рiзних вiдстаней мiж парами точок E. Найчастiше розглядається

евклiдова метрика, в результатi чого шукається кiлькiсть рiвнiв розкладання

E по функцiї ‖x− a‖2.

Нехай

E i = {x ∈ E : h(x) = hi} = S i ∩ E, i ∈ Jmh(x). (3.77)

Якщо mh(x) > 1, тобто E є багаторiвневою по функцiї h(x), множини

(3.77) – попарно непересiчнi. З iншого боку, згiдно з (3.75), усi цi множини

непорожнi, тобто, має мiсце E.QPD вигляду (3.30), (3.77), де nE = mh(x)

(далi E.DV I).

Якщо у регулярних точках розмiрнiсть рiзноманiть (3.76) задовольняє

умову:

dim S i = n− 1, i ∈ Ji∈Jmh(x)
, (3.78)

тобто (3.76) є сiм’єю гiперповерхонь, будемо казати, що множина E розкла-
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дається по гiперповерхнях (3.76) або по гiперповерхнях рiвня h(x).

Ясно, що кiлькiсть рiвнiв розкладання C-множин та властивостi утво-

рених у результатi декомпозицiї C-множин суттєво залежать вiд вибору

функцiї h(x).

У зв’язку з цим виникають такi питання: а) якi властивостi мають

утворенi C-множини сiм’ї (3.77) у залежностi вiд вигляду множини E i фун-

кцiї h(x); б) як знайти допустимi точки цих множин; в) яким чином обрати

функцiю h(x), щоб зменшити або збiльшити число компонент розкладань,

перейти до розгляду компонент меншої розмiрностi тощо.

Залежно вiд того, яка функцiя буде взята за основу розкладання, фор-

мули (3.30), (3.77) задаватимуть розкладання E по паралельних площинах,

вкладених гiперсферах, елiпсоїдах, кусково-лiнiйних поверхнях i т.п.

Зауваження 3.7. Надалi будемо розглядати розкладання E по функцi-

ях, опуклих у межах P , що є достатньою умовою для того, щоб формула

(3.76) задавала розкладання E по поверхнях, опуклих, строго опуклих, силь-

но опуклих тощо в залежностi вiд типу опуклої функцiї h(x).

Якщо виконана умова (3.78) i при цьому E є однорiвневою по h(x), то

E лежить на гiперповерхнi S = S1. Якщо до того ж h(x) є строго опуклою

у K = P , то E є SLS, а функцiя f(x) у (2.107) має вигляд: f(x) = h(x)− h1.

Якщо E – багаторiвнева по h(x), розкладання E по поверхнях породжує

декомпозицiю E.DV I на C-множини, кожна з яких лежить у окремiй поверхнi.

Якщо при цьому h(x) опукла i обмежена, (3.76) являє собою сiм’ю вкладених

одне в одне поверхонь. Зокрема, це вiдбувається, якщо h(x) є строго опуклою.

Так, наприклад, обравши x1 ∈ E та довiльнi a ∈ Rn (далi центр розкладання

E по поверхнях ) та α ∈ (1,∞), A ∈ Rn×n, A � 0, i перевiривши умови:

h(x) = ‖x− a‖2 =
E
h1, де h1 = ‖x1 − a‖2; (3.79)

h(x) = ‖x− a‖αα =
E
h1, де h1 = ‖x1 − a‖αα; (3.80)
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h(x) = ‖x− a‖2
A =

E
h1, h1 = ‖x1 − a‖2

A, де ‖x‖2
A = xTAx, (3.81)

можна встановити, що E є поверхнево розташованою, якщо хоч одна з них

виконана, а описана навколо E поверхня S задана вiдповiдним рiвнянням iз

сукупностi (3.79)-(3.81). Якщо ж жодна з цих умов не виконується, можна

перейти до розгляду розкладання E по вкладених гiперсферах, суперсферах

чи елiпсоїдах iз центром у точцi a та декомпозицiї E вигляду (3.30) по

сферично-, суперсферично- чи елiпсоїдально розташованих C-множинах, що

породжується цим розкладанням.

Зауваження 3.8. Так, наприклад, для E = E±nk(G) умови (3.79), (3.80)

виконуються при виборi a = 0, а саме

‖x‖2 =
E±nk(G)

‖g‖2, (3.82)

‖x‖αα =
E±nk(G)

‖g‖αα, α ∈ (1,∞), (3.83)

i не виконуються при виборi центра розкладання у будь якiй iншiй точцi.

Значно складнiше за перевiрку умов (3.79)-(3.81) є пошук самої де-

композицiї, адже для цього необхiдно знайти всю множину значень (3.75),

що набуває функцiя h(x) на C-множинi. Але у деяких випадках це зробити

достатньо легко, виходячи зi структури C-множини. Це стосується, зокрема,

Cb-множин, твiрна множина яких має вигляд A = Jk або A = J0
k−1, тобто

якщо C-множина E є UZ+S, UZ>0S.

Приклад 3.1. Нехай a = 0, E = Bn. Умова (3.79) не виконана, функцiя

h(x) має вигляд:

h(x) = ‖x− a‖2 = ‖x‖2 (3.84)

та задовольняє умову (3.74) для
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hE = J0
n. (3.85)

У результатi отримується розкладання множини Bn по вкладених

гiперсферах iз центром початку координат:

Si = Si(0), i ∈ J0
n, (3.86)

серед яких S0 – вироджена у точку гiперсфера радiусу 0. Цьому розкла-

данню вiдповiдає декомпозицiя (3.21) множини Bn по множинах булевих

перестановок, адже

Si ∩Bn = Bn(i), i ∈ J0
n. (3.87)

Приклад 3.2. Нехай тепер a = 0, E = Tn. У даному випадку (3.84)-

(3.86) також мають мiсце, а (3.87) перетворюється на:

Si ∩ Tn = B±n (i), i ∈ J0
n,

тобто, розкладаючи множину Tn по гiперсферах iз центром у початку коор-

динат, отримується декомпозицiя Tn вигляду (3.27) по множинах трiйкових

перестановок зi знаком.

Приклад 3.3. Для Cb-множини перестановок E = En(Jn), n ≥ 5 мо-

жна запропонувати розкладання по гiперсферах iз центром у a ∈ En(Jn),

ґрунтуючись на результатах [7]. Нехай, наприклад, a = g = (1, ..., n),

h(x) = 1
2‖x− a‖

2 = 1
2‖x− g‖

2,

тодi, згiдно з [7], (3.75) має вигляд:

hE = J0
n′, де n′ = C3

n+1. (3.88)
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Це означає, що iснує розкладання En(Jn) по вкладених гiперсферах

iз центром у точцi g: Si = Si(g), i ∈ J0
n′, квадрати радiусiв яких беруть

усi парнi значення з [0, 1
3(n3 − n)]. Воно породжує декомпозицiю En(Jn) на

множини

E i = Si ∩ En, i ∈ J0
n′, (3.89)

що утворюють новий клас C-множин, серед яких E0, En′ – одноточковi, а

саме E0 = g, En′ = g′ = (n, n− 1, ..., 1); E1 = NP (g), En′−1 = NP (g′). У сiм’ї

(3.89), E i об’єднує точки En(Jn), що розташованi на евклiдовiй вiдстанi 2i

вiд точки g. Як буде показано у п. 3.4, розкладання En(Jn) по вкладених

гiперсферах еквiвалентно її розкладанню по паралельних гiперплощинах до

гiперплошини α, що проходить через NP (g). Нехай її рiвняння α : aTx = b.

Зауваження 3.9. Отже, встановлено, що Bn та Tn є m||x||22 = n + 1-

рiвневими, множина En(Jn) m||x−g||22 = maTx = n′ + 1-рiвневою, де n′ задано

(3.88). Так, у прикладi (3.3) показано, що Bn, Tn – local (n+ 1)-distance sets

для точки a = 0, а, враховуючи їх симетрiю, що вони є (n+ 1)-distance sets.

У той же час, En – local C3
n+1 + 1-distance set для точки a = 0 та загалом є

C3
n+1 + 1-distance set.

Поняття багаторiвневостi C-множини по функцiї узагальнимо на сiм’ю

функцiй. Нехай H(x) = {hj(x)}j∈J , |J | ≥ 1. Розглянемо розкладання E по

кожнiй з функцiй з H(x) i визначимо величину:

lev(E,H) = max
h(x)∈H(x)

mh(x). (3.90)

Далi називатимемо C-множину E lev(E,H)-рiвневою за сiм’єю функцiй

H(x). Окремим випадком є розглянутий вище варiант |H(x)| = 1, коли (3.90)

перетворюється на lev(E, h(x)) = mh(x).

Нехай розкладання E вiдбувається по лiнiйних рiзноманiттях, заданих

функцiєю
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h(x) = nTx, де n 6= 0, (3.91)

а сiм’я (3.75) така, що |hE| = m(n). У даному випадку розкладання E

вiдбувається по гiперплощинах:

H i(n) = {x ∈ Rn : nTx = hi}, i ∈ Jm(n),

паралельних H(n) = {x ∈ Rn : nTx = 0}. Воно породжує E.QPD вигляду

(3.30), де nE = m(n), E i = H i(n) ∩ E, i ∈ Jm(n). Це розкладання задається

функцiєю (3.91), яка повнiстю визначається вектором n, тому називати-

мемо його розкладанням E в напрямку вектора n, а саму множину E –

m(n)-рiвневою в напрямку вектора n. Для того, щоб пiдкреслити, що роз-

кладання стосується множини E, використовуватимемо також позначення

m(n) = m(n,E).

Так, наприклад, вибираючи h(x) = x1+x2 при розкладаннi E = En(Jn),

маємо n = e1 + e2, а також h1 = 1 + 2 = 3, h2 = 1 + 3 = 4, h3 = 1 + 4 =

= 2 + 5, ..., hm(n) = n− 1 + n = 2n− 1. Отже, m(n) = 2n− 1, вiдповiдно, E є

2n− 1-рiвневою в напрямку n.

Якщо n ∈ {ej}j∈Jn, тобто E розкладається по площинах, паралельних

координатним, будемо називати його розкладанням E за j-ою координатою,

а саму E – m(ej)-рiвневою за координатою xj (j ∈ Jn). Кiлькiсть рiвнiв

цього розкладання напряму пов’язана з множинами (2.47), а саме: m(ej) = kj,

j ∈ Jn. Максимум цих величин позначимо через lev′(E) = maxj∈Jnm(ej, E)

i назвемо числом рiвнiв розкладання множини E за координатами, а саму

цю множину – lev′(E)-рiвневою за координатами.

lev′(E) обмежена зверху потужнiстю E.IS, а знизу, згiдно з (2.49), –

значенням 2, отже, 2 ≤ lev′(E) ≤ k. Згiдно з (3.52), для Cb-множин, що нами

розглядаються, lev′(E) = k. У термiнах багаторiвневостi за сiм’єю функцiй

lev′(E) = lev(E,H), де H = {ejx}j∈Jn. Нехай
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H(j) = {(
∑

i∈ω⊆Jn,|ω|=j
ei)Tx}, j ∈ Jn, (3.92)

тодi H(1) = H, H(2) = {(ei + ej)Tx}i<j, ..., H(n) = {eTx}. Вiдмiнною

особливiстю Cb-множин вiд вiдповiдних C-множин, є те, що ∀j ∈ Jn

lev(E,H(j)) = lev(E, {(
j∑
i=1

ei)Tx}) = m(n(j)), (3.93)

де n(j) =
j∑
i=1

ei. Таким чином, для визначення lev(E,H(j)) достатньо визна-

чити рiвневiсть E у напрямку вектора n(j) (j ∈ Jn).

Для базових SPSs, сiм’ю (3.92) можна розширити до

H(j) = {(
∑

i∈ω⊆Jn,|ω|=j
ei)Tx ◦ y}y∈B′n(j), j ∈ Jn, (3.94)

зi зберiганням властивостi (3.93) (тут B′n(j) = 2Bn(j)− 1). Це вiдбувається в

силу того, що для фiксованого j ∈ Jn ∀h1(x), h2(x) ∈ H(j), h0 ∈ R1 виконано

E1 = {x ∈ E : h1(x) = h0} ' E2 = {x ∈ E : h2(x) = h0}.

Тому дослiдження C-множин, утворених у результатi розкладання E

по функцiях iз (3.94), можна обмежити однiєю функцiєю для кожного j.

Нехай це будуть функцiї вигляду (
j∑
i=1

ej)Tx, j ∈ Jn. Утворимо з них сiм’ю

H = {hj(x) =
j∑
i=1

xi}j∈Jn i розглянемо розкладання E по кожнiй з його

компонент. Кiлькiсть утворених таким чином комбiнаторно неiзоморфних

множин у точностi збiгатиметься з кiлькiстю таких класiв серед розкладань

за сiм’єю (3.94).

Враховуючи упорядкування елементiв G.IM, hj(x) ∈ [
j∑
i=1

gi,
j∑
i=1

gη−i+1],

j ∈ Jn\{1}. Розкладання по h1(x) – це розкладання за координатами, вже

розглянуте вище. Тому перейдемо до випадку j > 1. Дослiдимо, що собою
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являють C-множини Emin,j = {x ∈ E : hj(x) =
j∑
i=1

gi}, Emax,j = {x ∈ E :

hj(x) =
j∑
i=1

gη−i+1}, j ∈ Jn−1\{1}.

За побудовою Emin,j, Emax,j дозволяє розбиття множини координат на

I = Jj та I = Jn\Jj, при цьому E(I) вигляду (2.81) iндукується

|I|-елементною мультимножиною {gi}i∈Jj або {gη−j+i}i∈Jj . Отже, за озна-

ченням цi C-множини будуть PSs або PPSs у залежностi вiд того, до якого

класу – PS чи PPS – належить E. При цьому якщо E – Cb-множина переста-

новок, Emin,j, Emax,j будуть базовими Cb-множинами перестановок, якщо E –

Cb-множина розмiщень – Cb-множинами полiрозмiщень.

Окремо треба сказати про випадок j = n, який приводить до розкла-

дання E лише за умови, що E – PPS. При цьому Emin,j, Emax,j iндукуються

n-елементними мультимножинами {gi}i∈Jn або {gη−i+1}i∈Jn вiдповiдно, тобто

за означенням є PSs, причому базовими, адже як E розглядається деяка

Cb-множина.

Перейдемо до розгляду особливостей розкладань E, пов’язаних iз

його опуклою оболонкою, – багатогранником P . У термiнах розкладань у

напрямку нормалi nF до гiпергранi F ∈ F, величини lev(P ), lev(E) є такими:

lev(P ) = max
F∈F

m(nF ,V); lev(E) = max
F∈F

m(nF , E).

Проведемо їх узагальнення на випадок, коли замiсть F вибирається

множина FP ′ гiперграней багатогранника P ′ ⊃ E – багатогранник. Введе-

мо у розгляд величину: lev(E,P ′) = max
F∈FP ′

m(nF , E). У цих позначеннях,

lev(P ) = lev(V, P ), lev(E) = lev(E,P ).

Якщо P ′ ⊃ P – релаксацiйний багатогранник, FP ′ – множина його

гiперграней, то 2 ≤ lev(E,P ′) ≤ lev(P ). Виходячи з цього, виникає питання

видiлення класу C-множин, для яких iснує релаксацiйний багатогранник iз

заданою кiлькiстю рiвнiв розкладання E, у тому числi таких, де lev(E,P ′)
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досягає своєї нижньої оцiнки два.

3.3 Шляхи формування нових класiв C-множини

Очевидно, що теоретико-множиннi операцiї, лiнiйнi та нелiнiйнi перетво-

рення та iншi дiї над C-множиною/C-множинами приводять до формування

нових C-множин. Властивостi одержаних множин детально викладенi у [369].

Визначивши комбiнаторний тип T отриманої множини e-конфiгурацiй, твiр-

ну множину та iндукуючу мультимножину, та в залежностi вiд обмежень,

що на них накладаються, можна вводити новi класи C-множин, вiдповiдно i

Cb-множин як множин усiх можливих e-конфiгурацiй типу T , що задоволь-

няють цi обмеження.

Зауваження 3.10. Якщо E1, ..., EL – Cb-множини, будемо вважати,

множина E, отримана: а) в результатi теоретико-множинних операцiй, таких

як перетин, об’єднання, взяття декартова добутку та прямої суми (далi

Спосiб 3.1 ); б) у результатi їх перетворень (лiнiйних та нелiнiйних) (далi

Спосiб 3.2 ); в) якщо E є елементом розбиття Cb-множини на комбiнаторно-

iзоморфнi пiдмножини (далi Спосiб 3.3 ).

Тепер, увiвши у розгляд лише Cb-множину розмiщень, усi вищенаведенi

Cb-множини можуть бути визначенi Способами 3.1-3.3. Так, якщо

E1, ..., EL ⊂ Rn,

El = En
ηkl(Gl), l ∈ JL,

G =
L⋂
l=1

Gl : |G| = n,

то Cb-множина перестановок може бути визначена Способом 3.1 як

Enk(G) =
L⋂
l=1

En
ηkl(Gl).
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Виходячи з (3.29), Cb–множина перестановок зi знаком може бути також

визначена як об’єднання Cb–множин перестановок. Ще один шлях задання

Cb–множин цього класу – це формула (3.28), яка представляє їх як об’єднання

2n комбiнаторно-iзоморфних з E = Enk′(G′) Cb–множин, отриманих з E

вiдображеннями вiдносно рiзних наборiв координатних площин. В обох

випадках тут використано Спосiб 3.1.

Вирази (3.22), (3.26) вказують два шляхи задання множини Bh
n – як

об’єднання Cb-множин булевих перестановок i як елемент розбиття булевої

множини на комбiнаторно-iзоморфнi множини Bh
n, B

h
n. У першому випадку

використано Спосiб 3.1, у другому – Спосiб 3.3. Нарештi, Способом 3.3 можна

задати Cb-множини Ee
n(G) i Eo

n(G), виходячи з (3.25).

Iз заув. 3.10, зокрема, слiдує, що сума Мiнковського Cb-множин також

є Cb-множиною, адже, згiдно з означенням:

E = E1 + ...+ EL = {x ∈ Rn : x = x1 + ...+ xL, xl ∈ El, l ∈ JL}, (3.95)

тобто множину (3.95) можна представити об’єднанням nE2 · ... · nEL

Cb-множин, комбiнаторно iзоморфних до E1.

Це саме говорить про те, що добуток Адамара двох C-множин, серед

яких є Cb–множина, є Cb–множиною. Дiйсно, нехай E1 – Cb–множина, E2 –

просто C–множина. У такому випадку ∀y ∈ E2 y ◦ E – є результатом лiнiй-

ного перетворення над E, заданого матрицею D = diag(y1, ..., yn), тобто є

Cb–множиною. А E = E1 ◦E2 є об’єднанням |E2| Cb–множин, одержаних цим

способом, вiдповiдно, також є Cb-множиною. Таким чином, для формування

цiєї Cb-множини E використовуються Способи 3.1, 3.2.

Зауваження 3.11. Нарештi, Спосiб 3.2 формування Cb-множин означає,

що усi проекцiї Cb-множини Bn на пiдпростори розмiрностi менше за n, є

також Cb-множинами. Паралельнi проекцiї гiперкуба PBn, якi при цьому

утворюються, називаються зонотопами (zonotopes) [39]. Їх особливiстю є
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центральна симетрiя як самого багатогранника, так i усiх його гiперграней

[128,168]. Так, вiдомо, що багатогранник перестановок без повторень Πn(Jn) є

зонотопом, зокрема Πn(J4) є проекцiєюB6. Таким чином, частина центрально-

симетричних множин класiв Enk(G), En
ηk(G), E±nk(G) може бути вiднесена

до класу Cb-множин по факту того, що вони формуються у результатi дiї на

множину Bn деякого лiнiйного перетворення.

Що стосується декартового добутку, то, згiдно з (3.12), (3.13), декар-

товим добутком Cb-множин перестановок є Cb-множина полiперестановок,

Cb-множин перестановок та розмiщень – Cb-множина полiрозмiщень. Доцiль-

но ввести також поняття Cb-множини перестановок зi знаком як декартового

добутку кiлькох Cb-множин перестановок зi знаком. Так само, можна ви-

дiлити Cb-множини спецiальних полiперестановок, булевих полiрозмiщень,

трiйкових перестановок зi знаком тощо.

Щодо прямої суми, то прикладом Cb-множини, що є прямою сумою

iнших Cb-множин, є B±n (1), а саме B±n (1) =
n
⊕
i=1

B′1.

Зауваження 3.12. Для нових Cb-множин, утворених iз множин (3.14),

(3.15) одним зi способiв (див. заув. 3.10), усi декомпозицiйнi пiдходи, наведенi

у п. 3.2, цiлком застосовуванi пiсля адаптацiї до способу їх формування.

Розглянемо C-множину, утворену з En
ηk(G) накладанням умов вигля-

ду xi ≤ xi+1, i ∈ Jn. Ця множина є образом у Rn загальної e-множини

n-сполучень iз G [310, 325, 370]. Назвемо її загальною Cb-множиною сполу-

чень Snηk(G). Її окремими класами будуть: а) Snk (G) = Snkk(G) – Cb-множина

сполучень без повторень; б) Snk(G) = Snn·k,k(G) – Cb-множина сполучень з

необмеженими повтореннями; в) Snη2(G) – спецiальна Cb-множина сполучень.

3.4 Властивостi полiедрально-сферичних C-множин

Нехай E – PSpS, що задовольняє (2.108). Для того, щоб пiдкреслити,

що у (E.PSR) бере участь Sr(a), використовуватимемо позначення E(a, r), а
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якщо Srmin(amin) – Ê(â, r̂), де â = amin, r̂ = rmin.

PSpSs видiлимо окремо як клас C-множин, що володiє спецiальними

властивостями. При їх дослiдженнi виникає ряд питань, серед яких: а) як

визначити, чи є C-множина X ⊂ Rn полiедрально-сферичною множиною

(задача iдентифiкацiї, далi Задача 3.1 ); б) як знайти параметри E як PSpS,

тобто як представити її у формi E(a, r) (задача визначення параметрiв,

далi Задача 3.2 ), у тому числi параметри представлення Ê(â, r̂) (задача

визначення центра i радiуса PSpS, далi Задача 3.3 ); в) якi iснують способи

декомпозицiї PSpS, а також C-множини на PSpSs (задача декомпозицiї, далi

Задача 3.4 ); г) як для довiльної FPC E поставити у взаємно-однозначну

вiдповiднiсть PSpRE, можливо, за рахунок доповнення точокE додатковими

координатами (задача пошуку PSpR або розширеного PSpR (an extended

PSR), далi Задача 3.5 ) [255,320] вiдповiдно. Розглянемо цi питання.

У прикладах 2.1-2.3 та заув. 3.8 Задачi 3.1, 3.2 розв’язанi для чоти-

рьох класiв C-множин. Сформулюємо отриманi у них результати у виглядi

теореми.

Теорема 3.6. Якщо E – симплексна C множина, є PS, SS або SPS, то

вона є PSpS.

Розв’язки Задачi 3.3 для цих та iнших класiв будуть отриманi у роздiлi 4

разом iз розв’язками Задач 3.1, 3.2 для останнiх. Вiдзначимо, що за умови

виконання необхiдної умови (3.17), щоб E була PS, пошук невиродженого

афiнного перетворення (3.2) такого, що виконана (3.1), – це ще один спосiб

розв’язати Задачу 3.1.

Теорема 3.7. Якщо E ⊂ Rn – C-множина, що задовольняє умови (2.108)

та dE = n, то центр i радiус PSpS E:

amin = a, rmin = r. (3.96)

Доведення дивись у додатку B.2.
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Теорема 3.7 вказує на те, за яких умов центр та радiус PSpS визначаю-

ться єдиним чином i дають розв’язок Задачi 3.2.

3.4.1 Теоретико-множиннi операцiї над PSpSs

Введемо в розгляд набiр iз L ≥ 2 точкових конфiгурацiй, заданих у

евклiдовому просторi розмiрностi не вище n:

El ⊂ Rnl, nl ≤ n, l ∈ JL, (3.97)

серед яких є PSpSs, тобто представимо цю умову таким чином:

∃L′ ∈ JL El ⊆ Sl,min = Srl,min

(
al,min

)
, l ∈ JL′, (3.98)

∃L′′ ∈ JL :
∣∣∣El

∣∣∣ <∞, l ∈ JL′′. (3.99)

Це означає, що

{El}l∈JL′′′ , де L′′′ = min{L′, L′′} – PSpSs; (3.100)

{El}l∈JL′\JL′′′ – гiперсфери або їх нескiнченнi пiдмножини, {El}l∈JL′′\JL′′′ –

FPCs, що не є PSpSs.

З (3.99) слiдує, що P l = conv El, l ∈ JL′′ – багатогранники. Нехай

P l =
{
x ∈ Rnl : Alx = bl, A′

l
x ≤ b′

l
, Al ∈ Rml×nl, A′

l ∈ Rm′
l×nl

}
,

l ∈ JL′′.
(3.101)

Узагальнимо поняття E.IM iз C-множини на довiльну точкову конфi-

гурацiю E ⊆ Rn. Назвемо GE ⊆ R1 мультимножиною, що iндукує E ⊂ Rn,

якщо вона є результатом об’єднання мультимножин, що iндукують всiлякi

скiнченнi пiдмножини E: GE = ⋃
Ei⊆E,|Ei|<∞

GEi. Зауважимо, що E.IM буде
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скiнченною для C-множин, злiченою – для злiчених та незлiченною для

незлiченних PCs.

Будемо формувати C-множину E як результат теоретико-множинних

операцiй над C-множинами (3.99). При цьому будемо вважати, що утворена

множина E не тiльки є непорожньою, але i не вироджена у точку, тобто має

вигляд (2.92). А це, в свою чергу, передбачає, що PSpSs (3.100) також не

одноточковi. Отже, 1 <
∣∣∣El

∣∣∣ <∞, l ∈ JL′′′, вiдповiдно, rl,min > 0, l ∈ JL′′′.

Пiдмножина.Нехай L = L′ = L′′ = 1, n1 = n; E1 = Ê1 (a1,min, r1,min) –

PSpS розмiрностi dE1, що iндукована GE1, а E ⊂ E1. Тодi

E є PSpS, такою що E = E (a1,min, r1,min), а також GE ⊆ GE1, dE ≤ dE1.

Вiдповiдно E буде VLS, а для багатогранника P вигляду (2.41) буде викона-

но P ⊂ P 1.

Лема 3.1. Якщо E ⊆ E1,

dE = dE1 ⇒ Smin = S1,min. (3.102)

Доведення дивись у додатку B.2.

Перетин.Нехай E утворюється в перетинi C-множин (3.97), що задо-

вольняють умови (3.98), (3.99), отже,

E =
L⋂
l=1

El, (3.103)

El ⊂ Rn, l ∈ JL. (3.104)

Вважатимемо, що в результатi операцiї (3.103) формується власна

пiдмножина кожної з PCs (3.104), тобто

E ⊂ El, l ∈ JL. (3.105)
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Вкажемо деякi властивостi C-множини (3.103). По-перше, вона є PSpS

як пiдмножина PSpSs (3.100). Вiдповiдно, E – VLS. Потужнiсть та розмiр-

нiсть E задовольняють умовам:

nE ≤ min
l∈JL′′

∣∣∣El
∣∣∣ , (3.106)

dE ≤ min
l∈JL′′

dEl. (3.107)

Для E.IM виконано включення GE ⊆
L⋂
l=1

GEl. Для багатогранника P ,

за рахунок виконання умови (3.105) i вершинної розташованостi C-множин,

що входять у сiм’ю (3.104), виконано строге включення P ⊂
L′′⋂
l=1

P l. Для

радiуса PSpS E має мiсце оцiнка: rmin ≤ min
l∈JL′

rl,min.

Перетин PSpS iз гiперплощиною. Розглянемо окремий випадок форму-

вання E вигляду (3.103), коли L = 2, L′ = L′′ = 1, а PC E2 являє собою

гiперплощину, в результатi чого формули (3.98), (3.99), (3.103) набувають

вигляду:

E = E1 ∩ E2 6= ∅, (3.108)

де E1 ⊆ S1,min = Sr1,min (a1,min) , |E1| <∞, а для E2 виконано:

∃c2 ∈ Rn, d2 ∈ R1 : ‖c2‖ = 1, E2 = {x ∈ Rn : c2x = d2} . (3.109)

Таким чином, дослiджується C-множина, що утворена в перерiзi PSpS

E1 iз площиною E2. У даному випадку вiрнi всi вищенаведенi властивостi

E як перетину двох FPCs, одна з яких – PSpS. Але специфiка E2 дозволяє

конкретизувати їх, а саме:

a) оскiльки dE2 = n− 1, формула (3.107) набуває вигляду

dE ≤ min {dE1, n− 1} ; (3.110)
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б) враховуючи незлiченнiсть E2, формула (3.106) набуває вигляду:

nE ≤
∣∣∣E1∣∣∣ ; (3.111)

в) H–представлення багатогранника P можна побудувати додаванням

до H–представлення (3.101) багатогранника P 1 рiвняння площини, у якiй

лежить E2, звiдки:

P =
{
x ∈ Rn : c2

Tx = d2, A
1x = b1, A′

1
x ≤ b′

1
, A1 ∈ Rm1×n, A′

1 ∈ Rm′
1×n

}
;

г) розв’язок Задачi 3.3 можна виписати в явному виглядi.

Твердження 3.9. Розв’язок Задачi 3.3 для множини (3.108), де E1 –

PSpS та E2 – площина (3.109), має вигляд:

rmin =
√

(r1,min)2 − (cT2 a1,min − d2)2, (3.112)

amin = a1,min − c2
(
cT2 a

1,min − d2
)
. (3.113)

Доведення дивись у додатку B.2.

Зауваження 3.13. Якщо для E1 Задача 3.3 не розв’язана, тобто центр

i радiус цiєї PSpS невiдомi, але є деякий розв’язок r1, a1 Задачi 3.2, можна

скористатися узагальненням формули (3.112) i отримати явний розв’язок

r =
√
r2

1 − (cT2 a1 − d2)2, a = a1 − c2
(
cT2 a

1 − d2
)
Задачi 3.2 для E.

Перетин PSpS iз гiперсферою. Нехай знову формується C-множина E

вигляду (3.103) для L = 2, при цьому L′ = 2, L′′ = 1, тобто E1 – PSpS, а

E2 – гiперсфера. У цьому випадку E буде не тiльки PSpS як перетин PSpS

E1 зi сферично розташованою точковою конфiгурацiєю E2, але i лежатиме

у площинi перетину гiперсфер S1,min, S2,min.

Твердження 3.10. Розв’язок Задачi 3.3 для множини (3.108), де E1 –
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PSpS та E2 – гiперсфера, має вигляд:

rmin =
√

(r1,min)2 − (cT3 a1,min − d3)2, amin = a1,min − c3(cT3 a1,min − (3.114)

−d3), де c3 = a1,min−a2,min

‖a1,min−a2,min‖ , d3 = r1,min−r2,min−(a1,min)2
+(a1,min)2

2‖a1,min−a2,min‖ . (3.115)

Доведення дивись у додатку B.2.

Зауваження 3.14. Мiркування, викладенi у заув. 3.13, вiрнi i коли для

E1, E2 вiдомий лише розв’язок Задачi 3.2. У перетинi цих двох

C-множин утворюється PSpS E, для якої можна знайти розв’язок Зада-

чi 3.2 подiбний до (3.115).

Також будуть вiрнi оцiнки (3.110) i (3.111) для розмiрностi та поту-

жностi E, а згiдно з (3.110), у перетинi PSpS iз гiперсферою або довiльною

сферично-розташованою PC формуватиметься PSpS розмiрностi як мiнiмум

на одиницю менше за розмiрнiсть вихiдної C-множини E1.

Зауваження 3.15. Зазначимо, що у перетинi PSpSs iз гiперсферою або

гiперплощиною, якщо цей перетин задовольняє умову (2.92), утворюється

PSpS меншої розмiрностi, центр i радiус якої можна знайти в явному ви-

глядi, застосовуючи результати тверджень 3.9, 3.10 iтерацiйно, послiдовно

включаючи у розгляд таку C-множину з сiм’ї (3.104).

Об’єднання.Нехай виконана умова (3.104), а E є об’єднанням C-множин

вигляду (3.97)–(3.99), тобто виконано (3.104),

E =
L⋃
l=1

El. (3.116)

Будемо також вважати, що E ⊃ El, l ∈ JL, а описанi сфери мiнiмаль-

ного радiуса навколо них вiдрiзняються, тобто

[
ai,min, ri,min] 6= [

aj,min, rj,min] , i, j ∈ JL, i < j. (3.117)
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Ясно, що в результатi об’єднання довiльних PSpSs, зазвичай форму-

ється C-множина, що не є PSpS. З iншого боку, як було показано вище,

можливе розкладання PSpS по паралельних площинах, у результатi чого

здiйснюється декомпозицiя вихiдної C-множини на PSpSs меншої розмiрностi.

Наведемо достатню умову того, щоб в об’єднаннi PSpSs утворювалася PSpS.

Теорема 3.8. Нехай усi множини (3.104) – PSpSs, тобто у (3.98), (3.99)

L′ = L′′ = L. Якщо iснують cl, dl, tl ∈ Rn, l ∈ JL та r∗ ∈ R1
>0 такi, що

clx=
El
dltl, l ∈ JL; (3.118)

al,min + cltl = al+1,min + cl+1tl+1, i ∈ JL−1; (3.119)

(cltl)2 +
(
rl,min

)2 = (cl+1tl+1)2 +
(
rl+1,min

)2
, l ∈ JL−1. (3.120)

У такому випадку C-множина (3.116) є PSpS, центр i радiус якої можна

знайти за формулами:

amin = a1,min + c1t1, r
min =

√
(c1t1)2 + (r1,min)2. (3.121)

Доведення дивись у додатку B.2.

Крiм того, вiрно

nE ≥ max
l∈JL

∣∣∣El
∣∣∣ , dE ≥ max

l∈JL
dEl. (3.122)

Якщо виконанi умови теореми 3.8, а також умова (3.117), то нерiвностi

(3.122) будуть виконуватися строго, отже, nE > max
l∈JL

∣∣∣El
∣∣∣, dE > max

l∈JL
dEl.

Декартовий добуток.Нехай виконанi умови (3.11),

де E = {x = (x1, ..., xL) ∈ Rn : xl ∈ El, l ∈ JL}, (3.123)
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тобто E є декартовим добутком множин (3.97), i представляється у формi

(3.10).

Нехай також виконанi умови (3.98), (3.99), тобто серед C-множин (3.97)

є PSpSs.

Дослiдимо, за яких умов множина (3.10) буде PSpS.

Теорема 3.9. C-множина вигляду (3.10) є PSpS тодi i тiльки тодi, коли

множини (3.97) – PSpSs.

Доведення дивись у додатку B.2.

Якщо для множин (3.97) Задачу 3.2 розв’язано, то остання формула

дає розв’язок цiєї ж задачi для E.

Зауваження 3.16. Якщо для PSpSs (3.97) розв’язано Задачу 3.3, а самi

вони представленi у формi El = Êl
(
amin,l, rmin,l

)
, l ∈ JL, то розв’язок Задачi

3.3 для E вигляду (3.10) є таким –

amin =
L
⊗
l=1

al,min, rmin =
 L∑
l=1

(
rl,min)2

1/2

. (3.124)

Розмiрнiсть отриманої PSpS задається формулою dE =
L∑
l=1

dEl, а крите-

рiй її повномiрностi такий: dE = n⇔ dEl = nl, ∈ JL.

Пряма сума. Властивостi прямої суми PSpSs детально розглянуто у

[369].

Задача 3.4. Що стосується Задачi 3.4, ясно що довiльна декомпозицiя

PSpS E є декомпозицiєю на PSpSs, розмiрнiсть та радiуси яких не пере-

вищують розмiрностi та радiуса E. З iншого боку, якщо E – C-множина

вигляду (2.92), то, вибираючи за функцiю h(x) у (3.76) квадратичну фун-

кцiю h(x) = (x − x0)2, де x0 – задана точка, отримуємо декомпозицiю E

на PSpSs (3.77). У зв’язку з цим iнтерес представляють пошук розв’язкiв

Задач 3.1, 3.2 для компонент (3.77) цiєї декомпозицiї за їх розв’язками для

E. Розглянемо цi та iншi питання в рамках вивчення теоретико-множинних
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операцiй над сукупностями точкових конфiгурацiй, серед яких є PSpSs.

Бiльш детально способи декомпозицiї C-множин див. у [320,369].

Задача 3.5 Розв’язання Задачi 3.1 може бути пов’язане зi значними

витратами часу. У той же час, у деяких випадках перехiд вiд довiльної

C–множини E ⊂ Rn до PS E ′ можна зробити достатньо ефективно, здiйсню-

ючи пiдйом у простiр Rn′, n′ > n.

Нехай E – C-множина вигляду (2.92), що не є PSpS або принаймнi

жодна з наведених вище умов полiедрально-сферичностi не виконана, а саме

E не є PS, SS та симплексною C-множиною. Представимо декiлька шляхiв

розв’язання Задачi 3.5 для такої PPS.

Спосiб 3.4.1. Довизначення у (2.46) e-конфiгурацiй n′′ = nE − n− 1-єю

координатою, обраними довiльним чином:

E ′ = {(xi, yi)}i∈JnE , y
i = (yij)Tj∈Jn′′ ∈ Rn′′- фiксований, i ∈ JnE . (3.125)

Наприклад, yi = 0 ∈ Rn′′, i ∈ JnE . Побудована таким чином C-множина

є симплексною у просторi розмiрностi n′ = n+ n′′, теж є PSpS. Цей прийом

застосовний, якщо потужнiсть E порiвнювана з n.

Спосiб 3.4.2. Пiдйом у простiр Rη, де η = |G| > n. Формуємо множину

E ′ вигляду (3.125), доповнюючи координати точок E

n′′ = η − n-координатами так, щоб у цiлому виконувалося {(xi, yi)} = G,

i ∈ JnE}. Наприклад, це можна зробити так:

{xij, yij′}j∈Jn,j′∈Jn′′ = G, (3.126)

yij′ ≤ yi,j′+1, j
′ ∈ Jn′′−1, i ∈ JnE . (3.127)

За побудовою E ′ – PS, що iндукується G, вiдповiдно, вона є PSpS (див.

прикл. 2.2).

Спосiб 3.4.2 можна застосувати до тих PPSs, що не є дворiвневими
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за координатами. При цьому, враховуючи, що η ≤ n2, для невеликих n

розмiрнiсть розширеного простору збiльшується не кардинально.

Спосiб 3.4.3. Даний спосiб пов’язаний iз мiнiмальним збiльшенням

розмiрностi простору при переходi вiд C-множини, що не є PSpS, до PSpS.

Теорема 3.10. Для довiльної C-множини E ⊂ Rn iснує PSpS вигляду

(3.125), така що E ′ ⊆ Rn+1.

Доведення дивись у додатку B.2.

Вiдзначимо, що теорема 3.10 вказує швидкий шлях переходу вiд роз-

гляду C-множини E, що, наприклад, не є VLS, до вершинно розташованої

C-множини у просторi розмiрностi лише на одиницю вище.

Як центр описаної гiперсфери Sr∗(x0) можна вибрати початок коорди-

нат x0 = 0, у результатi чого

ri = (
n∑
j=1

(xij − x0j)2)1/2, i ∈ JnE , r∗ = max
i∈JnE

ri. (3.128)

перетворюється на ri = ‖xi‖, r∗ = max
i∈JnE

‖xi‖. Можна також обрати центр мас

E. Так, якщо X = {xi}i∈J|X|, то у позначеннях

Σk
G = ∑

y∈G
yk, k ∈ N, (3.129)

X = 1
|X|Σ

1
X , (3.130)

це виглядає так – x′0 = (x, 0), де x = (Xj)j∈Jn. Iншi способи: а) x0 = (Aj)j∈Jn;

б) x0 = Ge; в) x0 = Ae тощо.

Зауважимо, що побудована PSpS E ′ вигляду (3.125),

yi = (r∗2 − r2
i )1/2, i ∈ JnE , (3.131)

як i E, буде PPS, але потужнiсть η′ мультимножини G′, що її iндукує, може

бути значно бiльшою за η i досягати величини nE.
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Для зменшення η′ бажано враховувати симетрiю E, що вiдображено у

трьох шляхах для Способу 3.4.3.

Так, якщо E = En
ηk(G), k > 2, x0 = Ge, то (3.128) перетворюється на

ri = (
n∑
i=1

(xij −G)2)1/2, i ∈ JnE ;

r∗ = max{(
n∑
i=1

(gi −G)2)1/2, (
n∑
i=1

(gη−i+1 −G)2)1/2},

при цьому η′ − η оцiнюється зверху кiлькiстю n-сполучень iз G, тобто

η′ ≤ |Snηk(G)|+ η.

Аналогiчно, можна зробити узагальнення з PSpS на PSsS, обравши у

(3.128), замiсть евклiдової, iншу lp-норму.

Зробимо ще одне зауваження. Ми представили три способи як поста-

вити у взаємно-однозначну вiдповiднiсть до C-множини E ⊂ Rn – SPsS

E ′ ⊂ Rn′, де n′ = n′′n > n. Але якщо розв’язується деяка задача на E, напри-

клад, e-задача (1.12), де E ′ – C-множина, еквiвалентною до неї буде задача

вигляду:

f̃(x′)→ min,

x′ ∈ E ′,
(3.132)

де x′ = (x, y) ∈ Rn+n′′, f̃(x′) : E × Rn′′ → R1, f̃(x′) =
x∈E,y∈R1

f(x), а E ′ сфор-

мовано одним iз Способiв 3.4.1-3.4.3. Але з побудови видно, що є можливiсть

збiльшення областi E ′ i при цьому (3.132) та e-задача (1.12) залишаються

еквiвалентними.

Наприклад, якщо обрано Спосiб 3.4.3, то ослабивши умову y ≥ 0,

n+ 1-а координата точок E ′ визначатиметься за формулою

yi = (r∗2 − r2
i )1/2, i ∈ JnE . (3.133)
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Вiдповiдно, область пошуку (3.132) збiльшиться, при цьому E залиша-

ється PSpS iз тими самими параметрами.

Те саме здiйснимо i для Способу 3.4.2, ослабляючи (3.127) i застосову-

ючи лише (3.126).

Зазначимо, що використовуючи таку модифiкацiю, кiлькiсть обме-

жень не збiльшується, адже (3.133) можна представити у компактнiй формi

(yi)2 = r∗2 − r2
i , i ∈ JnE , а додавання обмежень (3.127) у (3.126) може лише

збiльшити її.

3.5 Зв’язок мiж VLSs та FPCs

Подальше викладення буде тiсно пов’язане з VLSs. Зазначимо, якi шля-

хи iснують для моделювання FPC E, що не є VLS, за допомогою VLS/VLSs.

Отже, нехай E ⊂ Rn – не є VLS, тодi це C-множина розмiщень.

У п. 3.2 було вказано шляхи, пов’язанi iз декомпозицiєю E на декiлька

VLSs. При цьому C-A пропонує такi E.D на основi покриття G = E.IM n-

елементними мультимножинами, що приводить до розбиття E на C-множини

перестановок (далi Спосiб 3.5.1 ). У той же час G-A рекомендує проводити

таку E.D, ґрунтуючись на розкладаннi E по строго опуклих вкладених

поверхнях. (далi Спосiб 3.5.2 ).

Наступнi способи пов’язанi iз зануренням E у розширений простiр.

Так, у п. 3.4 було показано три шляхи, що дозволяють вiд E перейти до

PSpS E ′ ⊂ Rn′, n′ > n, яка автоматично є VLS (далi Спосiб 3.5.3 ).

Ще один спосiб пов’язаний з переходом вiд E до булевої E ′, яка авто-

матично є PSpS i VLS (далi Спосiб 3.5.4 ).

Цей спосiб є загальноприйнятим при переходi вiд скiнченних цiлочисель-

них та дискретних множин до булевих множин [309] i детально описаний для

C-множин у [369]. Так, для ZSs вiн пов’язаний iз двiйковим представленням

цiлих чисел та пiдйомом у простiр розмiрностi n′ =
n∑
i=1
dlog2(bi − ai) + 1e, де
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[ai, bi] – межi змiни xi, i ∈ Jn. Те саме можна застосувати для USs. Для скiн-

ченної дискретної множини, представленої у формi (2.38), n′ =
n∑
i=1
dlog2kie,

де ki, i ∈ Jn, задано (2.36).

Останнiй спосiб (далi Спосiб 3.5.5 ) буде ґрунтуватися на встановленому

у п. 2.6 зв’язку мiж числовими Cb-множинами та Cb-множинами того же

комбiнаторного типу, компонентами яких є вектори одиничного базису.

Отже, якщо E = En
ηk(G) – не є VLS, тобто η > n, k > 2, тодi, пере-

йшовши вiд розгляду E до загальної Cb-множини матриць розмiщень Enηk(G),

приходимо до розгляду ще однiєї булевої e-множини. При цьому розширеним

простором виступає Rnk̇, тобто розмiрнiсть щонайменше у три, щонайбiльше

у n разiв бiльше за розмiрнiсть простору, у якому задано E.

Перевагою даного способу є ще i те, що, на вiдмiну вiд попереднiх,

воно зберiгає початкову комбiнаторну структуру – так E залишатиметься

Cb-множиною розмiщень, але вже не числовою, а векторною. Вiдповiдно,

вона зберiгає свої структурнi властивостi, водночас набуваючи переваги

булевих множин e-конфiгурацiй, зокрема, вершинну розташованiсть.

3.6 Висновки за роздiлом 3

Дослiджено питання представлення одних C-множин через iншi як

спосiб моделювання перших. У рамках цього пiдходу дослiджено зв’язок

мiж рiзними класами C-множин, зокрема, пов’язаних iз лiнiйними перетво-

реннями, а також можливiсть представлення однiєї множини через iншу чи

сукупнiсть iнших C-множин у вихiдному або розширеному просторi.

У першому контекстi розглянуто питання видiлення класiв еквiвален-

тностi C-множин з точки зору їх комбiнаторної iзоморфностi. У другому –

питання декомпозицiї C-множин, у т.ч. на множини того ж комбiнаторного

типу.

Здiйснено C-A i G-A способiв декомпозицiї i запропоновано ряд прин-
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ципово нових декомпозицiйних пiдходiв до розбиття та покриття C-множин.

Основною метою моделювання C-множин за допомогою iнших множин

е-конфiгурацiй обрано їх представлення як результат лiнiйних перетворень

Cb-множин, розбиття та теоретико-множинних операцiй над Cb-множинами.

Показано, що цi три способи можуть бути використанi як основний iнстру-

мент моделювання нових класiв Cb-множин.

Видiлено три широких класу C-множин, що володiють цiкавими осо-

бливостями – це VLSs, сферично розташованi (PSpSs) та дворiвневi (2LSs)

C-множини. Дослiджено їх властивостi та взаємозв’язок, зокрема, запропо-

новано шляхи представлення довiльних C-множин через VLSs та PSpSs.

Основнi результати третього роздiлу опублiковано у роботах [186,189,

254,255,310,320,322,325,326,333,344,369].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [7,39,52,67,77,109,128,166,168,169,205,237,238,

240,309,370].
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4 БАЗОВI C-МНОЖИНИ ТА БАГАТОГРАННИКИ

Нехай множина E вигляду (2.92) є базовою множиною e-конфiгурацiй,

а P – вiдповiдний Cb-багатогранник (2.41). Крiм того, будемо вважати, що

E є однiєю з множин (3.14), (3.15).

Так, Ee
2 є одноточковою множиною i не задовольняє (2.92), тому виклю-

чаємо її з розгляду. Крiм того, не розглядатимемо двоелементну множину

Bh
2 = {(0, 0), (1, 1)}. Отже, надалi Cb–множини Ee

n, B
h
n розглядатимемо для

n ≥ 3.

Введемо у розгляд спецiальний клас Cb–множин перестановок, що

генеруються триелементною множиною A та iндукуються мультимножиною:

G = {en1
1 , e2, e

n3
3 } = {en1

1 , e2, e
n−n1−1
3 }. (4.1)

Для Cb–множин перестановок, iндукованих мультимножиною (4.1), бу-

демо використовувати позначенняE ′n3(G), а для вiдповiдного класу Cb–багато-

гранникiв – Π′n3(G).

При дослiдженнi класу Cb–множин перестановок зi знаком та окремих

його пiдкласiв використаємо позначення:

E = E±nk(G), EI = E±Ink (G), EII = E±IInk (G). (4.2)

Для загальної Cb–множини перестановок зi знаком, зокрема, першого

та другого типу, що породжується множиною E ′n3(G), застосовуватимемо

такi позначення:

E ′ = E
′±
n3(G);E ′I = E±In3 (G);E ′II = E±IIn3 (G). (4.3)

Щоб об’єднати класи EI , EII в єдиному класi Cb–множин перестановок
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зi знаком, мультимножину G, що породжує клас (4.2), представимо у формi:

G = {en0
0 , e

n1
1 , ..., e

nκ
κ } : |G| = n, 0 = e0 < e1 < ... < eκ,

де κ =


k − 1, якщо E = EI (далi Випадок 4.1);

k, якщо E = EII (далi Випадок 4.2),
(4.4)

при цьому n0 > 0 у Випадку 4.1 i n0 = 0 у Випадку 4.2.

Крiм того, введемо у розгляд Cb–множину CEn(e1) = e1B
±
n (1) вер-

шин гiпероктаедра (a cross-polytope, a hyperoctahedron) [72] CPn(e1) =

= conv (CEn(e1)) = e1PB
±
n (1) iз центром у точцi 0, де e1 ∈ R1

>0.

4.1 Властивостi Cb-множин: основнi задачi

Сформулюємо основнi задачi дослiдження властивостей Cb–множини

E i Cb–багатогранника P :

– Задача 4.1 – побудова H-представлення P , у т.ч. незвiдного (далi

Задача 4.2 ) та компактного розширеного (далi Задача 4.3 );

– Задача 4.4 – дослiдження E на поверхневу розташованiсть;

– Задача 4.5 – визначення, чи дозволяє E полiедрально-поверхневе

представлення.

Враховуючи, що гiперсфера, елiпсоїд та суперсфера з коефiцiєнтом

деформацiї α/2 ∈ (0.5,∞) є сильно опуклими, вiдповiдно i строго опуклими,

поверхнями, iснування PSR буде встановлено, якщо буде доведено, що E є

PSpS, PSsS або PES. Отже, акцент будемо робити на пошуку поверхонь цих

трьох типiв;

– Задача 4.6 – пошук критерiю вершини багатогранника P (пошук

V–представлення P );

Розв’язання цiєї задачi передбачає виявлення ознаки, за якою з мно-

жини E однозначно видiляється V. Ця ознака в iдеалi формулюється як
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необхiдна i достатня умова того, що довiльна точка x ∈ E є елементом V,

тобто в формi критерiю вершини P .

Дана задача спрощується для множин, що є SLSs, адже за теоре-

мою 2.3 вони є VLSs, вiдповiдно критерiй вершини для них має вигляд:

x ∈ V⇔ x ∈ E.

– Задача 4.7 – пошук критерiю сумiжностi вершин P , зокрема, вияв-

лення, чи всi вершини P мають однаковий степiнь регулярностi.

Розв’язання Задачi 4.7 передбачає формулювання ознаки, за якою

довiльнiй x ∈ V ставиться у вiдповiднiсть її окiл NP (x) = {y ∈ V : y ↔ x}

точок, з’єднаних iз нею ребром (x, y) ∈ edges P .

Нехай RP (x) = |NP (x)| – кiлькiсть сумiжних iз x ∈ V вершин P (сте-

пiнь вершини, a vertex degree). Якщо ∃ R(P ) ∈ N: ∀x ∈ V

R(P ) = RP (x), тобто усi вершини мають однакове число сумiжних, ве-

личина R(P ) є степенем регулярностi вершин P ;

– Задача 4.8 – видiлення класу простих Cb–багатогранникiв (simple

Cb–polytopes), тобто тих, для яких R(P ) = dE;

– Задача 4.9 – дослiдження симетрiї E и P , зокрема, встановлення,

чи є P кулею у деякому нормованому просторi [67];

– Задача 4.10 – дослiдження багаторiвневостi E в цiлому, за коорди-

натами, окремими напрямками, окремими функцiями та сiм’ями функцiй.

– Задача 4.11 – дослiдження комбiнаторної iзоморфностi Cb–множин

та комбiнаторної еквiвалентностi Cb–багатогранникiв.

Задачi 4.1-4.11 стосуються дослiдження алгебро-топологiчних та тополо-

го-метричних властивостей Cb–множин. Внаслiдок та в ходi їх розв’язання

виникають i потребують розв’язання рiзнi задачi перечислення для множи-

ни E, а також: a) для її пiдмножин, таких як V, NP (x), RP (x) (x ∈ E);

б) для всього класу Cb–множин, куди належить E та P , наприклад, для

класiв еквiвалентностi Cb–багатогранникiв та комбiнаторної iзоморфностi

Cb–множин. В останньому випадку виникають двi задачi – визначення кiль-
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костi класiв еквiвалентностi багатогранникiв заданої розмiрностi та знахо-

дження потужностей самих цих класiв. Те саме стосується i комбiнаторно

iзоморфних Cb–множин.

У рамках дослiдження екстремальних властивостей функцiй, заданих

на Cb–множинах, розглядаються такi задачi:

– Задача 4.12 – встановити, чи є Cb–множина E добре описуваною.

Множина E називається добре описуваною (a well described set, WDS )

[24], якщо лiнiйна задача

LP (E, c) : zlin,E = min
x∈E

cTx, xlin,E = arg min
x∈E

cTx

ефективно, тобто за полiномiальний час, розв’язувана.

Розв’язання Задачi 4.12 передбачає розв’язання LP (E, c) у явному ви-

глядi або пошук полiномiального алгоритму її розв’язання (далiMLP (E, c)).

– Задача 4.13 – задача проектування на Cb–множину, тобто пошуку

y = PrEx для x ∈ Rn, узагальненням якої є задача комбiнаторного заокру-

глення до елемента Cb–множини.

Задача 4.13 є нелiнiйною задачею комбiнаторної оптимiзацiї, яку в

окремих випадках можна ефективно розв’язати.

Лема 4.1. Якщо E – PES та WDS, то задача пошуку найближчої до

x ∈ Rn точки у метрицi ‖x‖2
A = xTAx, де A задовольняє (2.110), може бути

розв’язана за полiномiальний час.

Доведення дивись у додатку B.3.

Наслiдок 4.1. [186] Якщо E – PSpS та WDS, то задача пошуку проекцiї

на неї довiльної точки x ∈ Rn може бути розв’язана за полiномiальний час.

Доведення дивись у додатку B.3.

Зауваження 4.1. Насл. 4.1 вказує шлях розв’язання Задачi 4.13 для

PSpSs, а лема 4.1 – Задачi 4.13 для PESs.
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– Задача 4.14 – пошук нижнiх оцiнок опуклої функцiї на Cb–множинах.

Розв’язання цiєї задачi ґрунтується на теоремах 1.1-1.3, вiрних для

довiльних множин, не обов’язково VLSs чи PSpSs.

Використаємо їх для Cb–множин, отже, припустимо, що (1.38)-(1.40)

застосовуються для оцiнки функцiї на Cb–множинi E, де K ⊃ E – замкнена

опукла власна надмножина E.

Оцiнку (1.38) доцiльно використовувати для WDS E, адже останнiй

доданок у нiй є розв’язком лiнiйної задачi на E. Якщо до того ж E є PSpS,

застосовуваними стають оцiнки (1.39), (1.40), де Задача 4.13 розв’язується

на етапi пошуку останнiх доданкiв.

У даному роздiлi буде проведено дослiдження нових класiв Cb–множин

на базi властивостей вiдомих у лiтературi класiв загальних Cb–множин пере-

становок та розмiщень [193, 258,265,290, 297,310,333, 363,364,369, 370]. Серед

Cb–множин, що вiдповiдають випадку m > 1, буде розглянуто Cb–множину

матриць перестановок, а також деякi його узагальнення, представленi у п.

2.6. Зокрема, для EN
n (G) будуть систематизованi та адаптованi до C–множин

результати, що стосуються множини Pn матриць перестановок [48,50,258,

264,265].

Вивчення вiдбувається у двох напрямах: а) конкретизацiя властиво-

стей спецiальних класiв Cb–множин, таких як Cb–множина перестановок

без повторень, спецiальнi Cb–множини перестановок та розмiщень i т. iн.;

б) дослiдження Cb–множин, що є результатом розбиття E на комбiнаторно

еквiвалентнi пiдмножини (це стосується множин Ee
n(G), Bh

n); в) вивчення

нових властивостей Cb–множин перестановок та розмiщень; г) дослiдження

властивостей нових класiв множин, таких як Cb–множина перестановок зi

знаком та її спецiальних класiв.

Слiд вказати на особливостi розв’язання Задач 4.2-4.4 для

P ′ = conv Ee
n(G)/ conv Bh

n, виходячи з принципу побудови Cb–множин

E ′ = Ee
n(G)/Bh

n з E = En(G)/Bn. Застосовуватимемо таку схему формуван-
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ня E. Задати початкову точку x0 ∈ E, видалити усi сумiжнi до неї вершини,

провести ребра до сумiжних вершин до сумiжних. Те саме зробити для

N ′P (x0). Процедуру продовжувати далi, доки не залишиться половина еле-

ментiв E. Для розв’язання Задачi 4.2 сформувати правильнi вiдсiкання точок

NP (x), x ∈ E ′ через точки NP ′(x), доповнюючи ними (P .HR). Враховуючи

можливiсть декомпозицiї множини E ′ на Cb–множини цього ж класу меншої

розмiрностi (див. п. 3.2), що лежать у гiпергранях P , ознакою, того, що

вiдповiдне обмеження P буде суттєвим, буде те, що Cb–багатогранники, одер-

жанi в результатi такої декомпозицiї, мають розмiрнiсть на одиницю менше

за P ′. Ця особливiсть використовуватиметься при розв’язаннi Задачi 4.4.

У даному роздiлi будуть наведенi розв’язки Задач 4.1-4.13 для мно-

жини E = E±nk(G) та спецiальних її пiдкласiв, розв’язки Задач 4.1-4.5

для решти введених ранiше Cb–множин, а також деякi розв’язки задач За-

дач 4.6-4.13, необхiднi для подальшого викладення. Вiдзначимо, що розв’яз-

ки решти Задач 4.1-4.13 для iнших Cb–множин (3.14), (3.15) можна знайти

у [186, 189, 254, 258, 289, 297, 325, 333, 343, 364, 368–370, 379], розв’язки для

Cb–множин полiперестановок, полiрозмiщень та iнших полiкомбiнаторних

множин, що iндукуються множинами (3.14), (3.15), можна виписати, виходя-

чи з властивостей декартових добуткiв C–множин, наведених у п. 3.3 та [369],

зокрема, частково їх можна знайти у [295,297,363,370,371].

У даному пунктi наведено розв’язки задачi визначення потужностi

введених ранiше Cb множин:

Enk(G), En
ηk(G), E±nk(G), Ee

n(G), Be
n, (4.5)

а також для їх спецiальних класiв.
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4.2 Потужнiсть Cb-множин

Cb-множини перестановок

– Enk(G):

|Enk (G)| = n!
n1! · ... · nk!

. (4.6)

– Спецiальнi класи Enk(G):

|En (G)| = n!, |E ′n3(G)| = Cn1
n (n− n1), |Bn (m)| = Cm

n . (4.7)

Cb-множини розмiщень: – En
ηk(G):

Наслiдок 4.2. [369]

∣∣∣En
ηk(G)

∣∣∣ = n! ∑
Gi⊂G

1
ni1!·...·niκi !

, (4.8)

G =
{
Gi
}
i∈I ;G

i ⊂ G,
∣∣∣Gi∣∣∣ = n, i ∈ I ′; G = ⋃

i∈I
Gi;

∀i, i′ ∈ I, i 6= i′ Gi 6= Gj;
[
Gi
]

=
(
ni1, ..., n

i
κi

)
, κi =

∣∣∣S (Gi)∣∣∣ , i ∈ I.

Цей результат ґрунтується на декомпозицiї (3.24).

– Спецiальнi класи En
ηk(G):

|En
k (G)| = k!

(k − n)!;
∣∣∣En

k (G)
∣∣∣ = kn;

∣∣∣En
n+1,k(G)

∣∣∣ = (n+ 1)!
η1! · ... · ηk!

;

|Bn (m1,m2)| =
m2∑

m=m1
Cm
n ; |Bn| = 2n.

Cb-множини парних перестановок i парних булевих векторiв

|Ee
n| = n!

2 ; (4.9)∣∣∣Bh
n

∣∣∣ = 2n−1.
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Cb-множини перестановок зi знаком

– E±nk(G):

Теорема 4.1. Потужнiсть множини E±nk(G) обчислюється за формулою:

|E| = Cn0
n ·

(n− n0)!
κ∏
i=1

ni!
· 2n−n0, (4.10)

де κ визначено з (4.4).

Доведення дивись у додатку B.3.

– Спецiальнi класи E±nk(G):

|E±Ink (G) | = Cn0
n ·

(n− n0)!
k−1∏
i=1

ni!
· 2n−n0; |E±IInk (G) | = 2n n!

k∏
i=1

ni!
;

∣∣∣E±In (G)
∣∣∣ = 2n−1n!;

∣∣∣E±IIn (G)
∣∣∣ = 2nn!;

∣∣∣B±n (m)
∣∣∣ = Cm

n 2m; |CEn(1)| = 2n;∣∣∣E ′±In3 (G)
∣∣∣ = Cn0

n (n− n0)2n−n0;
∣∣∣E ′±IIn3 (G)

∣∣∣ = Cn1
n (n− n1)2n.

4.3 Опуклi оболонки Cb-множин

4.3.1 Опуклi оболонки C-множин: загальна теорiя

Нехай E – C–множина вигляду (2.92), P – вiдповiдний C–множина

(2.41). При дослiдженнi властивостей Cb–множин (3.14), (3.15) та вiдповiдних

Cb–багатогранникiв достатньо обмежитися двома класами багатогранникiв –

повномiрними (fulldimensional), тобто такими:

dP = n, (4.11)

та n− 1-вимiрними (n− 1-dimensional) –

dP = n− 1. (4.12)
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Особливiстю багатогранникiв класу (4.11) є те, що їхнє IHR визначено

однозначно, складається з нерiвностей, тобто має форму (2.95). Для комбi-

наторних багатогранникiв класу (4.12) властиве, що їхнє IHR мiстить єдине

рiвняння, вiдповiдно (2.93) перетворюється на (2.95),

β : a′x = a′0, a
′ 6= 0. (4.13)

В останньому випадку (P .IHR) визначено неоднозначно, зокрема, якщо

система (2.95), (4.13) задає (P .IHR), то ∀α = (αi)i ∈ Rn′′ система (4.13),

(a′′i + αia
′)x ≤ a′′i0 + αia

′
0, i ∈ Jn′′, (4.14)

також є IHR багатогранника P (далi (P (α).IHR)).

У сiм’ї (P (α).IHR) видiлимо те (P .IHR), у якому опорнi гiперплощини

до гiперграней P ортогональнi до β. Позначимо його (P .IHR∗), а параметри

α∗ ∈ Rn′′ визначимо з умови: (a′′i + α∗ia
′)Ta′ = 0, i ∈ Jn′′, звiдки

α∗i = −a
′′T
i a

′

‖a′‖2 , i ∈ Jn′′, (4.15)

а (P .IHR∗) збiгається з (P (α∗).IHR).

Сiм’я (P (α).IHR) незвiдних H-представлень можна узагальнити на

довiльне H-представлення P , покладаючи, що система (2.95), (4.13) – це

просто (P .HR). У такому випадку система (4.13), (4.14) задаватиме сiм’ю

H-представлень P (далi (P (α).HR)), у якiй видiлимо (P .IHR∗)=(P (α∗).HR)

iз параметрами, що визначаються з (4.15).

Кожен багатогранник P дозволяє (P .HR), обмеження-нерiвностi якого

представленi двостороннiми обмеженнями, яке має вигляд (2.94),

a′′′i0 ≤ a′′i x ≤ a′′i0, i ∈ I ⊆ Jn′′ (4.16)
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(далi (P .HRI)). Зокрема, якщо нормалi до усiх опорних гiперплощин до

гiперграней P рiзнi, воно матиме вигляд

a′′′i0 ≤ a′′i x ≤ a′′i0, i ∈ Jn′′, (4.17)

де a′′′i0 = min
x∈P

a′′i x, i ∈ Jn′′. У цьому випадку (P .HRI) – звiдне i має порядок

n′ + 2n′′.

Незвiдне H-представлення P , видiлене з (P .HRI), позначимо (P .IHRI).

Для його iснування необхiдно, щоб P був центрально симетричним. Таким

чином, актуальним є видiлення центрально-симетричних Cb–множин, тобто

тих, що:

∃ x0 ∈ Rn : E − x0 = −(E − x0), (4.18)

адже вiдповiднi Cb–багатогранники також центрально-симетричнi. Якщо

(P .IHRI) iснує, а умова (4.18) не виконана, ознакою центральної симетри-

чностi P є ∃ x0 ∈ Rn : P − x0 = −(P − x0).

У разi iснування, центр x0 симетрiї E/P може бути визначений з

системи:

a′ix
0 = a′i0, i ∈ Jn′, a′′i x0 = 1

2(a′′′i0 + a′′i0), i ∈ Jn′′.

4.3.2 Cb-багатогранники: позначення i розмiрнiсть

Замiна у (3.14), (3.15) E на Π, B на PB дає такi Cb-множини:

PBn(m), Πnk(G), Πn(G), Πe
n(G) − (4.19)

це вiдповiдно гiперсимплекс (a hypersimplex) [199], загальний Cb–багатогранник

перестановок (a generalized permutohedron) [197,209,370], Cb–багатогранник

перестановок без повторень (a permutohedron) [258,265], Cb–багатогранник
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парних перестановок (an even permutohedron) [258] вiдповiдно, зокрема,

Πn2(G) – це спецiальний Cb–багатогранник перестановок;

a) PBn, PBn(m1,m2), PBh
n; б) Πn

ηk(G), Πn
k(G), Πn

k(G);

в) PB±n (m), Π±nk(G), Π±Ink (G), Π±IInk (G), Π±In (G), Π±IIn (G),
(4.20)

де: а) вiдповiдно, одиничний гiперкуб (a hypercube) [108], Cb–багатогранник

булевих розмiщень (a Boolean partial permutohedron), напiвкуб (a semi-

cube, a halfcube) [99, 138]; б) вiдповiдно, загальний Cb–багатогранник роз-

мiщень (a generalized partial permutohedron) [370] (у т.ч. Πn
η2(G) – спецi-

альний Cb–багатогранник розмiщень), Cb–багатогранник розмiщень без по-

вторень (a partial permutohedron) [258], Cb–багатогранник розмiщень iз нео-

бмеженими повтореннями (a partial permutohedron with unbounded repetiti-

ons) [379]; в) вiдповiдно, Cb–багатогранник трiйкових перестановок зi знаком,

загальний Cb–багатогранник перестановок зi знаком (a generalized signed

permutohedron) [248,369], загальнi Cb–багатогранники перестановок зi знаком

першого та другого типу, Cb–багатогранники перестановок зi знаком без

повторень першого та другого типу вiдповiдно.

Ця сама замiна у (4.2), (4.3) вiдповiдно приводить до скорочених позна-

чень P I , P II , P+, P ′, P
′I , P

′II для загальних Cb–багатогранникiв перестановок

зi знаком першого та другого типу; загального Cb–багатогранника перестано-

вок, що вiдповiдає E+, та Cb–багатогранникам перестановок зi знаком двох

типiв, що вiдповiдають (4.3).

Об’єднаємо в однiй теоремi результати [258,265, 369], що стосуються

розмiрностi Cb–багатогранникiв.

Теорема 4.2. Багатогранники (4.19) є повномiрними, а багатогранники

(4.20) – n−1-вимiрнi. Площини багатогранникiв (4.19) задаються рiвняннями:

Πnk(G) :
n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

gi; (4.21)
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Πn(G),Πe
n(G) :

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

ei; (4.22)

PBn(m) :
n∑
i=1

xi = m; (4.23)

Π′n3(G) :
n∑
i=1

xi = n1e1 + e2 + n3e3. (4.24)

4.3.3 H-представлення Cb-багатогранникiв

У даному пунктi наводяться розв’язки Задачi 4.2, вiдповiдно, i Зада-

чi 4.1, для Cb–багатогранникiв, що вiдповiдають Cb–множинам (4.5), та їх

окремим класам, а також деякi розв’язки Задачi 4.3 для Cb–багатогранникiв,

звичайнi Н-представлення яких мiстять експоненцiйну кiлькiсть обмежень.

4.3.3.1 Cb-багатогранники перестановок

– Πnk(G):

Теорема 4.3. [369]1) Незвiдним H-представленням багатогранника

Πnk (G) (далi (Πnk (G).IHR1 )) є система обмежень, що включає рiвняння

(4.21) та нерiвностi спiлок2)

∑
j∈ω

xj ≥
|ω|∑
j=1

gj, ω ⊂ Jn (4.25)

з номерами i = |ω| ∈ J = Jn−1\J , де i ∈ J = imin, n1 ∪ n− nk, imax,

imin = min {2, n− nk},imax = max {n− 2, n1}.

Наслiдок 4.3. [369] Система обмежень (4.21),

∑
j∈ω′

xj ≤
|ω′|∑
j=1

gn−j+1, ω
′ ⊂ Jn, (4.26)

де i = n−|ω′|+1 задовольняє умови теореми 4.3, є незвiдним H-представленням

Πnk (G) (далi (Πnk (G).IHR2 )).
1)Ця теорема є уточненням теореми [294]
2)i-ою спiлкою системи (4.25) називається сукупнiсть нерiвностей, що вiдповiдає ω таким, що |ω| = i
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Доведення дивись у додатку B.3.

Зауваження 4.2. При даному перетвореннi нумерацiю спiлок нерiв-

ностей залишимо незмiнною, тобто кожному |ω′| поставимо у вiдповiднiсть

n− |ω′|+ 1-у спiлку нерiвностей (4.25).

Наслiдок 4.4. (Πnk (G).HRI) має вигляд (4.21)

|ω|∑
j=1

gj ≤
∑
j∈ω

xj ≤
|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊂ Jn, |ω| ≤
⌊
n

2

⌋
. (4.27)

Як видно з (4.25), (4.26), H-представлення мiстить максимум n− 1-у

спiлку нерiвностей з номерами i ∈ Jn, що виконано для (4.27), враховуючи

заув. 4.2.

Теорема 4.4. Система обмежень (4.21),

∀ ω ⊂ Jn
i

n−i
∑
j /∈ω

xj −
∑
j∈ω

xj + ai ≤ 0, (4.28)

де i = |ω|, ai = − i
n−iΣ

1
G − n

n−i
i∑

j=1
gj, i ∈ Jn−1, (4.29)

де Σ1
G знайдено за формулою (3.129), а i = |ω| задовольняє умови теореми 4.3,

є IHR типу (P .IHR∗) (далi (Πnk (G).IHR3 )).

Доведення дивись у додатку B.3.

– Спецiальнi класи Πnk(G): HRs i IHRs Cb–багатогранникiв перестано-

вок наведено у [333,369], зокрема,

(Πn (G) .IHR1) : (4.22), ∑
j∈ω

xj ≥
|ω|∑
j=1

ej, ω ⊂ Jn;

(Πn (Jn) .IHR1) : (4.22), ∑
j∈ω

xj ≥ C2
|ω|+1, ω ⊂ Jn;

(Π′n3(G).IHRI) : (4.24), e1 ≤ xi ≤ e3, i ∈ Jn.

Якщо m ∈ Jn−1\{1}, то
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(Bn(m).IHR2) : (4.23), xi ≤ 1, ∑
j 6=i
xj ≤ m, i ∈ Jn;

(Bn(m).IHR3) : (4.23), −m ≤ (n− 1)xi −
∑
j 6=i
xj ≤ n−m, i ∈ Jn.

Cb-багатогранники розмiщень. – En
ηk(G):

Теорема 4.5. [370] Система нерiвностей

∑
j∈ω

xj ≥
|ω|∑
j=1

gj, ω ⊆ Jn; (4.30)

∑
j∈ω′

xj ≤
|ω′|∑
j=1

gη−j+1, ω
′ ⊆ Jn, (4.31)

є (Πn
ηk (G).HR).

Теорема 4.6. [369]3) Незвiдним H-представленням багатогранника

Πn
ηk (G) (далi (Πn

ηk (G).IHR)) є система лiнiйних обмежень, що включає:

а) нерiвностi спiлок (4.30) iз номерами i = |ω| ∈ J , де

J = Jn\J, (4.32)

J = imin, η1 ∪ η − ηk, imax, (4.33)

imin = min {2, η − ηk} , imax = max {η − 2, η1} ;

б) нерiвностi спiлок (4.31) iз номерами i′ = |ω′| ∈ J ′, де

J ′ = Jn\J ′, (4.34)

J ′ = i′min, ηk ∪ η − η1, i
′max, (4.35)

i
′min = min {2, η − η1} , i

′max = max {η − 2, ηk} .

– Спецiальнi класи En
ηk(G): незвiднi H-представлення цих множин

представленi у [333], зокрема,

3)Ця теорема є уточненням теореми 3.1 [75,297]
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(Πn
k (G) .IHR) :

∑
j∈ω

xj ≥
|ω|∑
j=1

ej, ω ⊆ Jn;
∑
j∈ω′

xj ≤
|ω′|∑
j=1

ek−j+1, ω
′ ⊆ Jn;

(Πn
k .IHR) :

∑
j∈ω

xj ≥ C2
|ω|, ω ⊆ Jn;

∑
j∈ω′

xj ≤
k(2n− k + 1)

2 , ω′ ⊆ Jn;

(Πn
k .IHRI) : e1 ≤ xi ≤ ek, i ∈ Jn;

(PBn.IHRI) : 0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ Jn; (4.36)

(PBn(m1, n).IHR2) : xi ≤ 1, i ∈ Jn,
n∑
i=1

xi ≥ m1 для m1 ∈ J0
n−1;

(PBn(n,m2).IHR1) : xi ≥ 0, i ∈ Jn,
n∑
i=1

xi ≤ m2 для m2 ∈ Jn;

(PBn(n,m2).IHRI) : 0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ Jn,m1 ≤
n∑
i=1

xi ≤ m2.

4.3.3.2 Cb-багатогранники парних перестановок та булевих векторiв

– Πe
n (G):

Теорема 4.7. [258] (Πe
n (G).HR) має вигляд системи (Πn (G).HR), до-

повнену нерiвностями:

n∑
i=1

cπixi ≥ ∆G, π ∈ Eo
n(Jn), (4.37)

де ∆G =
n∑
i=1

ciei − δG, δG = (e2 − e1) (en − en−1) ;

c1 = en, c2 = en−1, ci = ci−1 −
δG

ei − ei−1
, i ∈ Jn\J2.

(4.38)

Теорема 4.8. [333]4), (Πe
n (G).IHR) включає рiвняння (4.22) та нерiвно-

стi (4.37). При n ≥ 5 (Πe
n (G).IHR) також включає обмеження на змiннi:

e1 ≤ xi ≤ en, i ∈ Jn. (4.39)

При n ≥ 6 H-представлення (Πe
n (G).IHR) також включає спiлки

(Πn (G).IHR) iз номерами i ∈ Jn−3\J2.

4)теорема 4.8 є адаптацiєю до (Πe
n (G).IHR) результату, наведеного у [62]
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– PBe
n:

Теорема 4.9. [99] Багатогранник PBe
n задається системою обмежень

(4.36),

∑
i∈I
xi ≤ |I| − 1 +

∑
i/∈I
xi, I ⊆ Jn, |I| = 2l + 1, l ∈ J0

bn−1
2 c. (4.40)

(далi (PBe
n.HR)).

Теорема 4.10. [333] (PBh
3 .IHR) має вигляд (4.40). При n ≥ 4 (PBh

n.IHR)

має вигляд (4.36), (4.40).

4.3.3.3 Cb-багатогранники перестановок зi знаком

– Π±nk(G):

Сформулюємо у наших позначеннях, результат, наведений у [206].

Лема 4.2. Система обмежень

∑
i∈I ′

xi −
∑
j∈J ′

xj ≤
∑

i∈I ′∪J ′
gn−i+1,∀I ′, J ′ ⊆ Jn : I ′ ∩ J ′ = ∅, I ′ ∪ J ′ 6= ∅, (4.41)

є H-представленням Π±nk(G) (далi (Π±nk(G).HR)).

За величиною i = |I ′ ∪ J ′|, у (Π±nk(G).HR) можна видiлити n-спiлок

нерiвностей з номерами i ∈ Jn, частина яких можуть бути надлишковими.

Так, наприклад, вiдомо [265], що гiпероктаедр CPn(e1) задається мо-

дульною нерiвнiстю:
n∑
j=1
|xj| ≤ e1, (4.42)

яку, розкриваючи знак модуля усiма можливими способами, є незвiдною

системою з 2n лiнiйних нерiвностей, що описує CPn(e1).

У представленнi (4.41) воно набуває вигляду:
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∑
i∈I ′

xi −
∑
j∈J ′

xj ≤
∑

i∈I∪J
gi = e1, ∀I ′, J ′ ⊆ Jn : I ′ ∩ J ′ = ∅, I ′ ∪ J ′ = Jn.

(далi (CPn(e1).IHR)). Як видно, (CPn(e1).IHR) складається з єдиної спiл-

ки (4.41) iз номером n. Решта обмежень (Π±nk(G).HR) у даному випадку є

надлишковими.

Бiльш загальновживаною формою аналiтичного опису гiпероктаедра

CPn(e1) є форма (4.42) [265]. Формально це кусково-лiнiйний аналiтичний

опис багатогранника CPn(e1), який можна розумiти як компактний запис йо-

го H-представлення. Далi таку компактну форму H-представлення/незвiдного

H-представлення багатогранника P позначатимемо (P .HRc)/(P .IHRc) вiдпо-

вiдно. У цих позначеннях, (4.42) – це (CPn(e1).IHRc). Надалi перевагу вiдда-

ватимемо саме цiй формi, адже вона є бiльш наочною i дозволяє вiдобразити

симетрiю Cb–багатогранникiв перестановок зi знаком вiдносно координатних

площин.

Теорема 4.11. Багатогранник Π±nk(G) задається незвiдною системою

нерiвностей (далi (Π±nk(G).IHRc):

∑
j∈ω
|xj| ≤

|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊆ Jn, |ω| ∈ I, (4.43)

I = Jn\I, I = 2, nκ ∪ n− n0, n− 1, (4.44)

де κ визначено з (4.4), а знак модуля розкрито усiма можливими способами.

Доведення дивись у додатку B.3.

– Спецiальнi класи Π±nk(G):

Так, для CEn(e1) множина I є такою I = 2, n1 ∪ n− n0, n− 1 =

= 2, 1 ∪ n− n+ 1, n− 1 = 1, n− 1, а (4.43) набуває вигляду (CEn(e1).IHRc),

зокрема, для одиничного гiпероктаедра (PB±n (1).IHRc) таке:
n∑
j=1
|xj| ≤ 1.

Для решти спецiальних Cb-множин перестановок зi знаком n1 ≥ 2, тому

множина (4.44) така – I = 2, n1 ∪ n− n0, n− 1 = 2, n1 ∪ n1, n− 1 = 2, n− 1,

отже, (Π±n2(G).IHRc) має вигляд:
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|xi| ≤ e1, i ∈ Jn;
n∑
j=1
|xj| ≤ n1e1. (4.45)

Зокрема, при m ∈ Jn−1\{1} (PB±n (m).IHRc):
n∑
j=1
|xj| ≤ m, −e ≤ x ≤ e.

Як видно з (4.42), (4.45), усi спецiальнi багатогранники перестановок

зi знаком є гiперкубами з симетрично усiченими кутами. Π′±In3 (G) володiє

цiєю ж властивiстю, адже для нього (4.44) набуває вигляду:

I = 2, n2 ∪ n− n0, n− 1 = 2, n1 ∪ n2 + 1, n− 1 = 2, n− 1.

Звiдси слiдує, що (Π′±In3 (G).IHRc) має форму:

− e2 ≤ xi ≤ e2, i ∈ Jn;
n∑
j=1
|xj| ≤ e1 + n2e2.

Для Π±IInk (G) вiрно – I = 2, nk∪n− 0, n− 1 = 2, nk, вiдповiдно, набiр гi-

перграней Π±IInk (G) повнiстю визначається кратнiстю елемента ek. Так, якщо

nk = 1, то I = ∅, тому (Π±nk (G).IHRc) має вигляд ∑
j∈ω
|xj| ≤

|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊆ Jn.

Зокрема,

(Π±IIn (G) .IHR) : ∑
j∈ω
|xj| ≤

|ω|∑
j=1

en−j+1, ω ⊆ Jn.

Якщо ж ek – кратний елемент, (Π±IInk (G).IHRc) набуває форму:
∑
j∈ω
|xj| ≤

|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊆ Jn, |ω| ∈ {1} ∪ nk + 1, n,

у т.ч. (Π±IIn2 (G) .IHRc) ∑
j∈ω
|xj| ≤

|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊆ Jn, |ω| ∈ {1} ∪ n2 + 1, n.

Наведемо ще одне формулювання теореми 4.11, що використовує ле-

му 4.2 у формi наслiдку з цiєї теореми.

Наслiдок 4.5. (Π±nk(G).IHR) має вигляд (4.41), де |I ′ ∪ J ′| ∈ I, де I

визначено з (4.44).

Зауваження 4.3. Певним недолiком H-представлень багатогранникiв

класу Π±nk (G) є те, що вони мiстять кiлькiсть обмежень, що експоненцiйно за-

лежить вiд n. Мiж тим, для деяких iз них iснують P .EHRs з полiномiальною



202

за n кiлькiстю обмежень.

Так, незвiдними EHR (an irredundant EHR, IEHR) трiйкових багато-

гранникiв перестановок зi знаком є [369]:

a) при m = 1 –

(PB±n (1).IEHR) : y ≥ 0,
n∑
i=1

yi ≤ 1, −yi ≤ xi ≤ yi, i ∈ Jn;

б) при m ∈ Jn−1\{1} –

(PB±n (m).IEHR) : y ≥ 0,
n∑
i=1

yi ≤ m, −1 ≤ xi ≤ 1, −yi ≤ xi ≤ yi, i ∈ Jn;

в) (Π′±n3(G).IEHR) має вигляд:

y ≥ 0,
n∑
i=1

yi ≤ e1 + n2e2, −e2 ≤ xi ≤ e2, −yi ≤ xi ≤ yi, i ∈ Jn.

4.4 Поверхнева розташованiсть Cb-множин

У даному пунктi наводяться розв’язки Задачi 4.4 для Cb–множин (4.5)

та окремих їх класiв. Як описанi строго опуклi поверхнi шукатимуться

гiперсфера, суперсфера або елiпсоїд. Вiдповiдно, для тих класiв Cb–множин,

для яких буде встановлено поверхневу розташованiсть, автоматично буде

доведено i iснування їх полiедрально-поверхневого представлення за участi

рiвняння знайденої описаної поверхнi. Таким чином, також буде розв’язано

Задачу 4.5.

Cb-множини перестановок: – Enk(G):

Теорема 4.12. Множина Enk(G) вписана у сiм’ю строго опуклих супер-

сфер Sr(a,α)(a · e):

n∑
i=1
|xi − a|α = rα(a, α), раiдуса r(a, α) = (

n∑
i=1
|gi − a|α)1/α, (4.46)

де a ∈ R1, α ∈ (1,∞) – параметри.

Доведення дивись у додатку B.3.

∀ a ∈ R1, iз (4.46) можна видiлити сiм’ю гладких поверхонь (4.46),
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α = 2β, β ∈ N, (4.47)

серед яких гiперсфера Sr(a,2)(a · e), бiквадратна суперсфера Sr(a,4)(a · e) i т.д.

Теорема 4.13. [364] Множина Enk(G) вписана у сiм’ю гiперсфер

Sr(a)(a · e):

n∑
i=1

(xi − a)2 = r2(a), радiуса r(a) =
√

Σ2
G − 2aΣ1

G + na2, (4.48)

де a ∈ R1 – параметр, Σ1
G,Σ2

G знайдено за формулою (3.129).

У сiм’ї (4.48):

S0 :
n∑
i=1

x2
i = Σ2

G; (4.49)

Smin :
n∑
i=1

(xi −
Σ1
G

n
)
2

= Σ2
G −

(Σ1
G)2

n
. (4.50)

Теорема 4.12 встановлює, що Enk(G) – PSsS. Теорема 4.13 слiдує з неї

i встановлює, що Enk(G) – PSpS, та визначає її центр i радiус її як PSpS:

amin = Ge, (4.51)

rmin =
(
Σ2
G − nG

2
)1/2

,

де G знайдено за формулою (3.130).

Теорема 4.14. Множина Enk(G) є ELS.

Доведення дивись у додатку B.3. Зокрема, ∀λ ∈ (0, 1) рiвняння

λ(‖x− ae‖2 − ‖g − ae‖2) + (1− λ)(xTe− gTe)2 = 0

задає описаний навколо Enk(G) елiпсоїд. Так при λ = 0.5 вiн матиме вигляд:

‖x− ae‖2 + (xTe− gTe)2 = ‖g − ae‖2. (4.52)
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Наслiдок 4.6. Множина Bn(m) є ELS.

Доведення дивись у додатку B.3.

Спецiальнi класи Enk(G): центри i радiуси деяких iз них, як PSpSs,

можна визначити за формулами [364,369] –

En(G) : amin = Ae, rmin =
(
Σ2
A −A

2
)1/2

; (4.53)

Bn(m) : amin = m

n
e, rmin =

√√√√m(n−m)
n

, (4.54)

причому для En(Jn) A = n+1
2 , Σ2

A = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1).

Cb-множини розмiщень:

Теорема 4.15. Множина E = En
n+1,k (G) є поверхнево-розташованою.

Доведення дивись у додатку B.3.

Зокрема, навколо E можна описати сiм’ю строго опуклих при

α ∈ (1,∞) поверхонь вигляду (4.47),

n∑
i=1
|xi − a|α +

∣∣∣∣∣− n+1∑
i=1

gi + a+
n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣
α

=
Enn+1,k(G)

n+1∑
i=1
|gi − a|α, (4.55)

серед яких α = 2 вiдповiдатиме елiпсоїд. Це означає, що En
n+1,k – ELS i має

мiсце теорема.

Теорема 4.16. [369] Множина En
n+1,k (G) вписана в елiпсоїд вигляду

xTAx+ bTx+ c = 0, (4.56)

де A = E + I, b = −2Σ1
Ge, c = (Σ1

G)2 − Σ2
G, (4.57)

де I – матриця з одиниць порядку n.

Перейдемо до розгляду булевих Cb–множин розмiщень. Нехай m1,m2:

m1,m2 ∈ J0
n, 0 ≤ m1 < m2 ≤ n.
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Лема 4.3. Cb–множина Bn(m1,m2) вписана у сiм’ю строго опуклих

суперсфер Sr(0.5,α)
(1

2 · e
)
:

n∑
i=1

∣∣∣∣∣xi − 1
2

∣∣∣∣∣
α

= rα(0.5, α) раiдуса r(a, α) = n1/α

2 , (4.58)

де α ∈ (1,∞) – параметр.

Доведення дивись у додатку B.3.

Лема 4.4. Bn(m1,m2) – PSpS, центр якої – точка (2.116), а радiус
√
n/2,

отже,

amin = 1
2 , r

min =
√
n

2 . (4.59)

Доведення дивись у додатку B.3. Таким чином, для Bn(m1,m2) гiпер-

сфера Smin задається (2.117).

Лема 4.5. Множина Bn(m1,m2) – PES i вписана у сiм’ю елiпсоїдiв

вигляду (2.109), де a = e
2 , A = A(b) = diag(d1, ..., dn), di = 1

bi
, i ∈ Jn, що

залежить вiд вектора параметрiв b ∈ Rn
≥0.5.

Доведення дивись у додатку B.3.

Об’єднаємо леми 4.3-4.5 в одну теорему.

Теорема 4.17. Множина Bn(m1,m2) є повномiрною PSpS, PSsS та PES.

Cb-множини парних перестановок i булевих векторiв:

Теорема 4.18. Ee
n (G) є PSpS, PES, PSsS, а її центр та радiус як PSpS

задається формулою (4.53).

Доведення дивись у додатку B.3.

Теорема 4.19. Bh
n (G) є PSpS, PES, PSsS, а її центр та радiус як PSpS

задається формулою (4.59).

Доведення дивись у додатку B.3.

Cb-множини перестановок зi знаком: – E±nk(G):
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Формули (3.82), (3.83) вказують на поверхневу розташованiсть E±nk(G),

а саме має мiсце таке.

Теорема 4.20. Множина E±nk(G) вписана у сiм’ю строго опуклих супер-

сфер

Sr(α)(0) :
n∑
i=1
|xi|α = rα(α), раiдуса r(α) = (

n∑
i=1
|gi|α)1/α, α ∈ (1,∞). (4.60)

Доведення дивись у додатку B.3.

Наслiдок 4.7. E = E±nk(G) – PSpS, центр i радiус якої задаються фор-

мулою:

amin = 0, rmin = (Σ2
G)1/2. (4.61)

Доведення дивись у додатку B.3.

Таким чином, для E±nk(G),

S0 = Smin :
n∑
i=1

x2
i = Σ2

G. (4.62)

– Спецiальнi класи E±nk(G) є PSpSs iз центром amin = 0 i радiусом r –

E±Ink (G) : r =
 k∑
i=2

e2
i

1/2

; E±In (G) : r =
 n∑
i=2

e2
i

1/2

; E±IIn (G) : r = (Σ2
A)1/2;

E±In2 (G) : r = e1 · n1/2
1 ; E±IIn2 (G) : r = (n1e

2
1 + n2e

2
2)1/2;

E±
′I

n2 (G) : r = (e2
2 + n3e

2
3)1/2, E±

′II
n2 (G) : r = (n1e

2
1 + e2

2 + n3e
2
3)1/2;

B±n (m) : r =
√
m; CEn(e1) : r = √e1.

(4.63)

4.5 Вершинна розташованiсть Cb-множин

У цьому пунктi будуть наведенi розв’язки Задачi 4.6 для Cb–багатогран-

никiв, що вiдповiдають Cb–множинам (4.5), з яких можна отримати розв’язки

даної задачi для окремих класiв цих множин, деякi з яких наведенi у [186,
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312,317,369].

У п. 4.4 було показано, що, за виключенням класу Cb–множин розмi-

щень, усi Cb–множини (3.14), (3.15) є SLSs, а, вiдповiдно, i VLSs. Крiм того,

у класi En
ηk(G) було видiлено такi SLSs як En

η2(G) (далi Клас 1 ) та En
n+1,k(G)

(далi Клас 2 ) i таким чином обґрунтовано їх вершинну розташованiсть.

Дослiдимо, чи є iншi VLSs у класi En
ηk(G).

Теорема 4.21. [370] Точка x ∈ En
ηk (G) є вершиною Πn

ηk (G), тодi i

тiльки тодi, коли

∃ s, r ∈ J0
n : s+ r = n, (4.64)

координати точки x утворюються перестановками чисел:

g1, g2, ..., gs, gη−r+1, ..., gη. (4.65)

Теорема 4.22. Серед Cb-множини розмiщень вершинно розташованими

є множини Класiв 1 i 2 i тiльки вони.

Доведення дивись у додатку B.3.

4.6 Критерiй сумiжностi вершин

Критерiї сумiжностi вершин багатогранникiв, що вiдповiдають Cb–мно-

жинам (3.14), (3.15), детально розглянутi у [369] разом iз питаннями про ви-

значення степеня регулярностi багатогранникiв та видiлення Cb–багатогранни-

кiв, для яких ця величина визначена. Нижче наведено розв’язки Задачi 4.7

для Cb–багатогранникiв (4.5).

Cb-багатогранники перестановок.

Теорема 4.23. [364] Вершинами багатогранника Πnk (G), сумiжними з

вершиною x, є всi точки, отриманi з x сумiжною транспозицiєю (an adjacent

transposition [264]), тобто перестановкою компонент твiрної множини A,
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рiвних ei, ei+1 (далi ei ↔ ei+1-транспозицiєю) (i ∈ Jk−1), i тiльки вони.

Теорема 4.24. [370]

R(Πnk (G)) =
k−1∏
i=1

nini+1. (4.66)

Cb-багатогранники розмiщень.

Теорема 4.25. [370] Якщо x ∈ vertΠn
ηk (G), то усi сумiжнi до неї верши-

ни отримуються одним iз двох способiв – сумiжною gi ↔ gi+1-транспозицiєю

для

gi 6= gi+1, i ∈ Js−1 ∪ Jη−1\Jη−r або замiною компоненти gs на gη−r (далi gs →

→ gη−r-замiною) для gs 6= gη−r чи gη−r+1 → gs+1-замiною для gη−r+1 6= gs+1,

де s, r визначаються з (4.64).

Лише вузький клас Πn
ηk (G) має регулярнi вершини. Видiлення класу

таких багатогранникiв, разом iз критерiями сумiжностi вершин для спецi-

альних класiв Cb–багатогранникiв розмiщень, наведенi у [369].

Cb-багатогранники парних перестановок.

Твердження 4.1. [333] Вершинами багатогранника Πe
n (G), сумiжними

з

x ∈ Ee
n (G), є усi e-конфiгурацiї перестановок, отриманi з x двома транспози-

цiями рiзних послiдовних елементiв A.

Теорема 4.26. [333] Степiнь регулярностi вершин Πe
n (G) –

R(Πe
n (G)) = n2 − n− 2

2 . (4.67)

Напiвкуби: Cb-багатогранники парних булевих векторiв.

Теорема 4.27. [47] Вершинами PBh
n, сумiжними з x ∈ Bh

n, є

(0− 1)-вектори, що розташованi вiд x на вiдстанi Хеммiнга5) два:

5)∀x, y ∈ Rn, вiдстань Хеммiнга (Hamming distance) Hd(x, y) – кiлькiсть рiзних вiдповiдних координат
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∀x, y ∈ Bh
n x↔

PBhn
y ⇔ Hd (x, y) = 2.

Iнакше кажучи, ∀x ∈ Bh
n точка y ∈ NPBhn

(x) формується двома

0→ 1-замiнами або двома 1→ 0-замiнами чи 0↔ 1-транспозицiєю.

Теорема 4.28. [369] Степiнь регулярностi вершин PBh
n:

R(PBh
n) = C2

n. (4.68)

Cb-багатогранники перестановок зi знаком.

Теорема 4.29. (Критерiй сумiжностi i степiнь регулярностi вершин

P = Π±nk (G)).

У Випадку 4.1, тобто якщо E = EII , для довiльної точки x ∈ E сумi-

жнi до неї вершини багатогранника P утворюються з x замiною максимум

двох координат xi, xj, абсолютнi значення яких є послiдовними елементами

A, значеннями sgn xi · |xj|, sgn xj · |xi| (далi Спосiб 4.1 ) або змiною на

протилежний знаку координати x, абсолютна величина якої e1.

У Випадку 4.2, сумiжнi до x ∈ E вершини P вiдрiзняються вiд x не

бiльше, нiж двома координатами, i формуються з неї або Способом 4.1, або

транспозицiєю нульової координати та координати з абсолютним значенням

e1 iз подальшою змiною знаку ненульової координати на протилежний.

Степiнь вершини багатогранника P :

R(Π±Ink (G)) = 2n0n1 +
k−2∑
i=1

nini+1, (4.69)

R(Π±IInk (G)) = n1 +
k−1∑
i=1

nini+1. (4.70)

Доведення дивись у додатку B.3.

x, y. Для x, y ∈ Bn Hd(x, y) =
n∑
i=1
|xi − yi|
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4.7 Простi Cb-багатогранники

Наведемо розв’язки Задачi 4.8 для Cb–багатогранникiв, що вiдповiдають

Cb–множинам (4.5), а також деяких їх окремих класiв.

Простi багатогранники класу Πnk (G)

Теорема 4.30. [369] Загальний багатогранник перестановок Πnk(G)

простий тодi i тiльки тодi, коли первинна специфiкацiя мультимножини, що

його iндукує, задовольняє умову:

ni · ni+1 = max{ni, ni+1}, i ∈ Jk−1. (4.71)

Зауважимо, що умова (4.71) еквiвалентна такiй:

min{ni, ni+1} = 1, i ∈ Jk−1. (4.72)

Зауваження 4.4. Формула (4.72) показує, що, серед розглянутих нами

спецiальних класiв многранникiв C-множин перестановок, простими є Πn(G),

PBn(1), PBn(n− 1) та Π′n3(G).

Простi багатогранники класу Πn
ηk (G)

Твердження 4.2. [369] (достатня умова простоти Πn
ηk (G)) Якщо Cb–много-

гранник розмiщень належить до одного з нижченаведених класiв, вiн про-

стий: а) P = Πn
k (G); б) P = Πn

k (G); в) P = Πn
n+1k (G) такий, що ηi · ηi+1 =

= max{ηi, ηi+1}, i ∈ Jk−1; г) P = Πn
2n−2,2({en−1

1 , en−1
2 }); д) P =

= Πn
2n−1,2({en−1

1 , en2}); е) P = Πn
2n−1,2({en1 , en−1

2 }). Бiльш того, для спецiальних

Cb–багатогранникiв розмiщень цi умови є необхiдними i достатнiми.

Наслiдок 4.8. У класi спецiальних багатогранникiв перестановок про-

стими є Πn
n+1,2({en1 , e2}),Πn

n+1,2({e1, e
n
2}),Πn

2n−2,2({en−1
1 , en−1

2 }),Πn
2n−1,2({en−1

1 , en2}),
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Πn
2n−1,2({en1 , en−1

2 }), Πn
2({en1 , en2}) i тiльки вони.

4.7.0.4 Простi багатогранники класу Πe
n (G), PBh

n

Наслiдок 4.9. (з теореми 4.26) У класi Πe
n (G) простим є Πe

3 (G) i тiльки

вiн.

Наслiдок 4.10. (з теореми 4.28) У класi PBh
n простим є PBh

2 i тiльки

вiн.

4.7.0.5 Простi багатогранники класу Π±nk (G)

Наслiдок 4.11. (iз теореми 4.30) Загальний багатогранник перестановок

зi знаком Π±nk(G) простий тодi i тiльки тодi, коли первинна специфiкацiя

мультимножини, що породжує E±nk(G), задовольняє умови

n0 ∈ {0, 1}, n1 = 1, min{ni, ni+1} = 1, i ∈ Jκ−1\{1}, (4.73)

де κ визначено з (4.4).

Доведення дивись у додатку B.3.

Так, простими будуть усi багатогранники перестановок зi знаком без

повторень Π±n (G), а також Π±′In3 ({e0, e1, e
n−2
2 ), Π±′IIn3 ({e1, e2, e

n−2
3 ).

4.8 Центральна симетрiя Cb-множин

У даному пунктi будуть наведенi розв’язки Задачi 4.9 для Cb–множин

(4.5) та деяких їх окремих класiв.

Теорема 4.31. [369] Множина Enk(G) центрально-симетрична тодi i

тiльки тодi, коли для G виконана умова:

gi + gn−i+1

2 = G, i ∈ J[n+1
2 ], (4.74)
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де G знайдено за формулою (3.130). Центром симетрiї є точка (4.51) – центр

Smin.

Наслiдок 4.12. [369] 1) Множина En(G) центрально-симетрична тодi i

тiльки тодi, коли A така, що:

ei + en−i+1

2 = A, i ∈ J[n+1
2 ]. (4.75)

Якщо (4.75) виконана, центром симетрiї En(G) є точка (4.53).

2) Множина Bn(m) центрально-симетрична тодi i тiльки тодi, коли n –

парне i m = n
2 , i у такому випадку має центр симетрiї у точцi (2.116).

Теорема 4.32. [369] Множина En
ηk (G) центрально симетрична в тому i

тiльки в тому випадку, якщо

gi = gη−i+1, i ∈ J[ η+1
2 ]. (4.76)

При цьому центром симетрiї En
ηk (G) є точка (4.51).

Твердження 4.3. Множина E = E±nk (G) має центр симетрiї у початку

координат.

Дiйсно, оскiльки E – Cb–множина перестановок зi знаком, ∀x ∈ E

виконано y = −x ∈ E.

Теорема 4.33. Множина E = Ee
n (G) центрально симетрична тодi i

тiльки тодi, коли n(n − 1) – кратне чотирьом, а E.GS задовольняє умову

(4.75). При цьому центром симетрiї є точка (4.53).

Доведення дивись у додатку B.3.

Твердження 4.4. [333] Множина Bh
n центрально-симетрична тодi i

тiльки тодi, коли n парне. У такому випадку центром її симетрiї є точка

(2.116).

Зауваження 4.5. Разом iз центрально симетричними Cb–множинами
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видiляються деякi класи центрально симетричних Cb–багатогранникiв, а

це, у свою чергу, дозволяє говорити про можливiсть представлення цих

багатогранникiв кулями у деякому нормованому/напiвнормованому просторi

(X, ‖.‖E).

Нехай E – центрально симетрична Cb–множина. Не обмежуючи загаль-

ностi, будемо вважати, що центр її симетрiї a = 0.

У такому випадку для E, що є Cb–множиною перестановок чи розмi-

щень, ‖.‖E буде суперпозицiєю норм та напiвнорм:

‖x‖{ν} = max
ω⊆Jn,|ω|=ν

|
∑
j∈ω

xj|, ν ∈ Jn; (4.77)

для Cb–багатогранникiв перестановок зi знаком – суперпозицiєю норм:

‖x‖[ν] = max
ω⊆Jn,|ω|=ν

∑
j∈ω
|xj|, ν ∈ Jn; (4.78)

для Cb–багатогранникiв парних перестановок – суперпозицiєю (4.77) та норми

‖x‖∗ = max
π∈Eon(Jn)

|
n∑
i=1

cπixi|,

де cπi визначено за (4.38) для i ∈ Jn.

Твердження 4.5. [369] Π±nk(G) = {x : ‖x‖E±nk(G) ≤ 1}, де ‖x‖E±nk(G) =

max
ν∈Jn

‖x‖[ν]
ΣmaxG,ν

, де Σmax
G,ν =

ν∑
i=1

gn−i+1, ‖x‖[ν] – норма (4.78).

Звiдси слiдує, що Π±nk(G) має центр симетрiї у початку координат i є

кулею у нормованому просторi, заданому нормою ‖x‖E±nk(G).

Вiдповiдно, i E±nk(G) є центрально симетричною множиною як множина

вершин такого багатогранника.
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4.9 Рiвневiсть Cb-множин

Задачу 4.10 для Cb–множин (4.5) та їх окремих класiв стосовно рiвне-

востi E у цiлому за координатами детально дослiджено у монографiї [369] i

наведено значення чи оцiнки для lev(E), lev′(E).

У даному пунктi, ми лише сформулюємо у виглядi теореми наведенi

там результати, що стосуються дворiвневих Cb–множин серед (2.87), (2.88).

Теорема 4.34. Серед Cb–множин перестановок дворiвневими є клас

En2(G), зокрема Bn(m). Серед Cb–множин розмiщень – 2LSs-класи En2(G)

та En+1,2(G) i лише вони. Серед Cb–множин перестановок зi знаком дворiв-

невими є лише CEn(e1), зокрема B±n (1). Ee
3 – єдина дворiвнева Cb–множина

парних перестановок. Дворiвневi Cb–множини парних булевих векторiв – це

Be
2 та Be

3 – i лише вони.

Теорема 4.35. Якщо n ≥ 2, то

lev(B±n (m)) = m+ 1. (4.79)

Доведення дивись у додатку B.3.

4.10 Комбiнаторно iзоморфнi Cb-множини

Задачу 4.10 частково дослiджено у п. 3.1. Тут лише зауважимо, що для

вершинно розташованих Cb–множин дана задача видiлення комбiнаторно

iзоморфних множин, вiдповiдно, розбиття класiв Cb–множин на класи еквi-

валентностi, еквiвалентна до задачi видiлення комбiнаторно еквiвалентних

Cb–багатогранникiв.

Для множин, що не є VLSs, таких як En
ηk(G), 2 < k, η > n + 1,

також потрiбне забезпечення бiєкцiї мiж парами Cb–множин з одного класу

еквiвалентностi.

Для Cb–множин перестановок розв’язанню Задачi 4.11, а саме ви-
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дiленню комбiнаторно еквiвалентних багатогранникiв, присвячено робо-

ти [258, 325, 369], для Cb–множин розмiщень це питання висвiтлювалося

у публiкацiях [258, 325, 369]. Зокрема, має мiсце Πn+1,k(G) ∼= Πn
n+1,k(G),

Πn
k(G) ∼= Πn

n+1(G).

Перше з них, у сукупностi iз вершинною розташованiстю En+1k(G),

означає, що En+1,k(G) ' En
n+1k(G), друге – що при видiленнi класiв ком-

бiнаторної еквiвалентностi серед Cb–багатогранникiв розмiщень достатньо

обмежитися Πn+1,k(G) ∼= Πn
n+1k(G).

Сiм’я {Bh
n, n ∈ N} розбивається на класи еквiвалентностi стосовно

їх комбiнаторної iзоморфностi за величиною dE = n, у кожному з яких в

точностi одна Cb–множина.

Що стосується Cb–множин парних перестановок, то тут, очевидно, вiрнi

спiввiдношення:

∀n ∈ N,∀G,G′ : |S(G)| = |S(G′)| Ee
n(G) ' Ee

n(G′), Ee
n(G) ' Eo

n(G).

Звiдси слiдує, що сiм’я {Ee
n(G), G : |S(G)| = n}n∈N розбивається на

класи еквiвалентностi за величиною dE = n− 1.

Перейдемо до розгляду Cb–множин перестановок зi знаком. Перефор-

мулюємо результат, наведений у [369], у термiнах комбiнаторно iзоморфних

Cb–множин.

Теорема 4.36. [317] Для фiксованого n кiлькiсть Mn(E±nk(G)) класiв

комбiнаторної iзоморфностi Cb–множин перестановок зi знаком визначається

за формулою:

Mn(E±nk(G)) = 2n − 1,

у тому числi першого та другого типу:

Mn(E±Ink (G)) = 2n−1 − 1, Mn(E±IInk (G)) = 2n−1.
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4.11 Властивостi базових полiкомбiнаторних множин

У монографiї [369] представленi розв’язки Задач 4.1-4.10 для C–множин

вигляду (3.10), що породжуються C–множинами El, l ∈ JL, для яких цi задачi

розв’язанi.

У даному роздiлi наведено розв’язки Задач 4.1-4.10 для Cb–множин

класiв (3.14), (3.15).

З iншого боку, згiдно з тверд. 3.6, базовi полiкомбiнаторнi множини,

породженi множинами цих класiв, можуть бути представленi у формi (3.10)

пiсля вiдповiдної перенумерацiї координат. Звiдси слiдує, що для усiх ба-

зових полiкомбiнаторних множин, що породженi множинами (3.14), (3.15),

розв’язки Задач 4.1-4.10 також знайдено. Зокрема, будуть одержанi розв’яз-

ки цих задач для загальних полiкомбiнаторних Cb–множин перестановок та

розмiщень, деякi з яких вiдомi у лiтературi [288,291,295,297,363].

4.12 Iншi властивостi Cb-множин

Встановимо зв’язок мiж E±nk(G) iз iншими Cb–множинами, а також мiж

E±Ink′(G) та E±IInk (G).

Твердження 4.6.

E±nk(G) = Enk(G) ◦B′n.

Отже, iснує зв’язок не лише мiж Cb–множинами перестановок зi знаком

та перестановок, але i мiж Cb–множинами перестановок зi знаком та булевими

Cb–множинами.

Твердження 4.7.

E±IInk (G) = E±Ink (G′) + e1B
′
n,
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де G′ ⊂ R1
+, S(G′) = {e′i}i∈Jk , e

′

i = ei − e1 (i ∈ Jk), [G′] = [G].

Цим твердженням встановлюється зв’язок мiж E±Ink (G) та E±IInk (G).

Зауваження 4.6. Для Cb–множин перестановок, розмiщень та переста-

новок зi знаком та довiльної x ∈ Rn ефективно може бути також розв’язана

задача перевiрки умови x ∈ P (далi Задача 4.15 ).

Так, для E ∈ {Enk(G), En
ηk(G)} її розв’язання зводиться до упорядко-

вування координат x за неспаданням i перевiрки у одержанiй допомiжнiй

точцi y виконання одного обмеження з кожної спiлки (P .IHR) [370]. Зокрема,

для Bn, ця задача зводиться до перевiрки виконання обмежень на змiннi

у точцi x. Для E = E±nk(G), точка y будується упорядкуванням модулiв

координат x за неспаданням, пiсля чого Задача 4.15 зводиться до перевiрки

виконання єдиного обмеження з кожної спiлки (Π±nk(G).IHR) [317].

Виходячи з вигляду (Πe
n(G).IHR) та (Πh

n.IHR), Задача 4.15 на Ee
n(G),

Bh
n зводиться до її розв’язання для En(G), Bn i перевiрки одного обмеження

з (4.37) або (4.40) вiдповiдно у допомiжнiй точцi y, одержанiй у ходi процесу.

4.13 Cb-графи

Деякi з Задач 4.1-4.11 характеризують основнi властивостi Cb–графiв,

що вiдповiдають (3.14), (3.15).

Так, розв’язання Задачi 4.6 дозволяє сформувати множину вершин V

графу G, зокрема, для VLSs встановити збiжнiсть V з E, а також визначити

його порядок |V|. Розв’язок Задачi 4.7 допомагає у формуваннi множини E

ребер G та визначеннi його розмiру |E|.

Видiлення Cb–багатогранникiв, для яких визначено R(P ), дозволяє во-

дночас говорити про видiлення вiдповiдних регулярних Cb–графiв, а простих

Cb–багатогранникiв – простих Cb–графiв.

Нарештi, у ходi розв’язання Задачi 4.11, одночасно з встановленням

комбiнаторної еквiвалентностi Cb–багатогранникiв, видiляються також iзо-
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морфнi Cb–графи.

Цi та багато iнших задач розглядаються в теорiї графiв [13,89], засто-

совуючи, як правило, до їх розв’язання теоретико-графовi методи (a graph-

theoretic way). Серед них перевiрка наявностi гамiльтонових циклу та шляху,

Ейлерова шляху, пошук хроматичного та клiкового чисел графу, його дiаме-

тру, максимальної незалежної множини тощо.

Для дослiдження Cb–графiв, як цi, так i полiедральнi методи є кори-

сними, оскiльки вони належать до геометричних графiв. Деякi з Cb–графiв

вiдомi у лiтературi i дослiдженi у бiльшiй чи меншiй мiрi [5, 108,258].

Так, про граф Gn(Jn) багатогранника перестановок без повторень вiдо-

мо, що вiн є графом Келi, а саме Gn(Jn) = Cayley(Sn; {f(12); (23); ...; (n−

1 n)}). Gn(Jn) є гамiльтоновим, а гамiльтонiв цикл може бути найдений у

ньому за допомогою алгоритму Джонсона-Троттера (the Steinhaus-Johnson-

Trotter algorithm) генерацiї множини перестановок. Його дiаметр diam(Gn(Jn)) =

C2
n.

Серед Cb–графiв перестановок вiдомий також Gn(m) = J(n, k) – граф

Джонсона (Johnson graph, граф гiперсимплексу). diam(Gn(Jn)) = min{m,n−

m}, а сам вiн є гамiльтоновим [5].

Найбiльш вивченим є граф гiперкуба (a hypercube graph) Gn = Qn [108].

Так, дiаметр diam(Gn) = n, вiн є дводольним, вiдповiдно, його хроматичне

число – два. Крiм того, вiн є простим, гамiльтоновим, а гамiльтонiв цикл у

ньому може бути знайдений за допомогою коду Грея (the Gray code) [129,136].

Усi цi Cb–графи є регулярними, а їх порядок i розмiр легко можуть

бути знайденi на базi наведених вище результатiв даного роздiлу.

Що стосується решти зазначених Cb–графiв, то, ґрунтуючись на [325,

369] та пунктах 4.2, 4.5, 4.6, можна сказати, що усi вони регулярнi, за

виключенням деяких Gnηk(G), η > n + 1. Серед Gnηk(G), diam(Gnηk(G)) ∈

[1, C2
n+1], причому нижня межа досягається на n-симплексах Gn(0, 1),Gn(n−

1, n), а верхня – на Gnk (G).
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Серед Gnk(G), diam(Gnηk(G)) ∈ [1, C2
n], нижня межа досягається на

n− 1-симплексах Gn(1),Gn(n− 1), верхня – на Gn(G). Деякi iншi властивостi

графiв Gnk(G), Gnηk(G) дослiджено у [312,325].

4.14 Екстремальнi властивостi функцiй на Cb-множинах

У цьому пунктi наведемо: а) розв’язки Задачi 4.12 для Cb–множин (4.5)

та їх окремих класiв; б) розв’язки Задачi 4.13 для полiедрально-сферичних

множин серед них та множини En
k(G); в) у рамках дослiдження Задачi 4.14 –

нижнi оцiнки функцiї, заданої на C–множинi, для рiзних класiв функцiй.

Задача 4.12.Нехай

{ij}j∈Jn : {ij}j∈Jn=Jn, cij ≥ cij+1, j ∈ Jn−1, (4.80)

s ∈ J0
n : cis ≥ 0, cis+1 < 0,

де i0 = 0, in+1 = n+ 1, c0 = M, cn+1 = −M, M > 0 – константа.

Теорема 4.37. [236]

x
lin,Enk(G)
ij = gj, j ∈ Jn; zlin,Enk(G) =

n∑
j=1

cijgj. (4.81)

Наслiдок 4.13.

x
lin,En(G)
ij = ej, j ∈ Jn; zlin,Enk(G) =

n∑
j=1

cijej;

x
lin,Bn(m)
ij = 0, j ∈ Jn−m; xlin,Bn(m)

ij = 1, j ∈ Jn\Jn−m,

zlin,Bn(m) =
n∑

j=n−m+1
cij .

Теорема 4.38. [370]
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x
lin,Enηk(G)
ij = gj, j ∈ Js;x

lin,Enηk(G)
in−j+1 = gη−j+1, j ∈ Jn−s;

zlin,E
n
ηk(G) =

s∑
j=1

cijgj +
n−s∑
j=1

cin−j+1gη−j+1.
(4.82)

Наслiдок 4.14.

x
lin,Enk (G)
ij = ej, j ∈ Js;xlin,E

n
k (G)

in−j+1 = ek−j+1, j ∈ Jn−s;

zlin,E
n
k (G) =

s∑
j=1

cijej +
n−s∑
j=1

cin−j+1ek−j+1;
(4.83)

x
lin,E

n

k
i =


e1, якщо ci ≥ 0,

ek, якщо ci < 0,
(i ∈ Jn),

zlin,E
n

k = e1
∑

i∈Jn:ci>0
ci + ek

∑
i∈Jn:ci<0

ci.

(4.84)

Нехай E = Bn(m1,m2), m′1 = min{n − m1, s}, m′2 = min{m2, n − s}.

На E буде виконана принаймнi одна з умов:

m′1 = n−m1, (4.85)

m′2 = m2, (4.86)

що дозволяє записати розв’язок лiнiйної задачi на E у такiй формi.

Наслiдок 4.15. Якщо для Bn(m1,m2) виконана: а) умова (4.85), то

x
lin,Bn(m1,m2)
ij = 0, j ∈ Jn−m′2; x

lin,(m1,m2)
ij = 1, j ∈ Jn\Jn−m′2,

zlin,Bn(m1,m2) =
n∑

j=n−m′2+1
cij ;

б) умова (4.86), то

x
lin,Bn(m1,m2)
ij = 0, j ∈ Jm′1; x

lin,(m1,m2)
ij = 1, j ∈ Jn\Jm′1,

zlin,Bn(m1,m2) =
n∑

j=m′1+1
cij ;
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Наслiдок 4.16.

xlin,Bni =


0, якщо ci ≥ 0,

1, якщо ci < 0,
(i ∈ Jn), zlin,Bn = ∑

i∈Jn:ci<0
ci.

Таким чином, Enk (G), En
ηk (G) – класи WDSs. MLP (E, c) для них

полягає в упорядкуваннi (4.80) координат вектору c, порiвняннi їх iз нулем

та присвоюваннi (4.82) або (4.83). Зокрема, для Ek
n(G) упорядкування не

потрiбно, а присвоювання вiдбувається згiдно з (4.84).

Теорема 4.39. Множини Ee
n(G), Bh

n – WDSs.

Доведення дивись у додатку B.3.

Теорема 4.40. [317,343]

x
lin,E±nk(G)
ij = sgn

(
cij
)
· gj, j ∈ Jn; zlin,E

±
nk(G) =

n∑
j=1
|cij |gj,

де {ij}j∈Jn=Jn,
∣∣∣cij ∣∣∣ ≥ ∣∣∣cij+1

∣∣∣ , j ∈ Jn−1.

Наслiдок 4.17.

x
lin,B±n (m)
ij =



0, якщо j ∈ Jn−m,

1, якщо j ≥ n−m, cij < 0,

−1, якщо j ≥ n−m, cij ≥ 0;

zlin,B
±
n (m) =

n∑
j=n−m+1

|cij |.

Теорема 4.41. Якщо El ⊂ Rnl, l ∈ JL, – WDSs, то їх декартовий добуток

(3.10) – є також WDS за умови, що L > 1 – фiксоване.

Доведення дивись у додатку B.3.

Наслiдок 4.18. Полiкомбiнаторнi Cb–множини, що породжуються фi-

ксованою кiлькiстю множин сiмей (3.14), (3.15), є WDSs.

Зауваження 4.7. Наслiдок 4.18 у сукупностi iз теоремами 4.37-4.40
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узагальнює результати [288,363] з загальних Cb–множин полiперестановок i

полiрозмiщень на iншi полiкомбiнаторнi множни, породженi (3.14), (3.15).

Задача 4.13.Вилучимо з (3.15) Cb–множини розмiщень En
ηk

(G) для k > 2

i об’єднаємо з (3.14) у єдину сiм’ю (далi Сiм’я 4.1 ).

Теорема 4.42. Для множини E з Сiм’ї 4.1 задача пошуку y∗ = PrEx

для x ∈ E еквiвалентна розв’язанню LP (E, a − x), де a – центр описаної

навколо E гiперсфери, i розв’язується за полiномiальний час.

Доведення дивись у додатку B.3.

Окрiм En
ηk(G), Задача 4.13 також може бути ефективно розв’язана для

ще одного класу Cb–множин розмiщень.

Наслiдок 4.19. [379] Для E = E
k
n(G), y∗ = PrEx може бути знайдена

за формулою:

y∗i =



e1, якщо xi ≤ e1,

ek, якщо xi ≥ ek,

ej, якщо e1 < xi < ek,

(i ∈ Jn) (4.87)

де j ∈ Jk : |ej − xi| ≤ min
k 6=j
|ek − xi|.

Ясно, що пошук (4.87) потребує виконання полiномiального за n числа

операцiй.

Доповнимо Сiм’ю 4.1 класом E
k
n(G) i сформуємо Сiм’ю 4.2.

Наслiдок 4.20. Для полiкомбiнаторних Cb–множин, що породженi мно-

жинами Сiм’ї 4.2, для x ∈ Rn Задача 4.13 розв’язується за полiномiальний

час.

Доведення дивись у додатку B.3.

Зауваження 4.8. У роботах [275,277,279,280] показано, що на деяких

векторних Cb–множинах лiнiйна задача також розв’язується ефективно.
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Так, наприклад, для множини E = ENkN (GN ,A) ї ї розв’язання зводи-

ться до лексикографiчного упорядкування векторiв A, яке є узагальненням

упорядкувань (4.80), (4.81), та подальшого присвоювання, що здiйснюється

за полiномiальний час. Отже, E – WDS. Крiм того, E – PSpS як пiдмножина

Cb–множини N -перестановок, що iндукована GN .

Зокрема, звiдси слiдує, що булевi векторнi Cb–множини, якi пов’язанi iз

Mb-множинами перестановок, є WDSs та PSpSs. Серед множин цього класу,

про Cb–множину матриць перестановок En вiдомо, що вона є WDS [50,186]

та PSpS [50,186,329].

Те саме тепер можна сказати про весь клас Enk(G), зокрема, про

Cb–множину матриць перестановок з повтореннями.

Задача 4.14.Нехай E ⊂ Rn, ϕ : E → R1, K ⊇ E – опуклий компакт,

Φ : K → R1 – опукле продовження ϕ на K, то мають мiсце такi теореми, що

узагальнюють теореми 1.1-1.5 на випадок довiльної функцiї ϕ(x), а також

леми 1, 2 [251] з K = P на компакт K ⊇ P .

Теорема 4.43. ∀ x ∈ K

min
y∈E

ϕ (y) ≥ Φ (x)− (∇̄Φ (x), x) + min
y∈E

n∑
i=1
∇̄iΦ (x)yi, (4.88)

де ∇̄Φ (x) = (∇̄iΦ (x))i∈Jn – субградiєнт функцiї Φ (x) у точцi x.

Ця теорема слiдує з теореми 1.5 та властивостi продовження функцiї з

E, що ∀x ∈ E ϕ(x) = Φ(x).

Наслiдок 4.21. Якщо Φ(x) – диференцiйовна на K, то ∀ x ∈ K

min
y∈E

ϕ (y) ≥ Φ (x)− (∇Φ (x), x) + min
y∈E

n∑
i=1

∂Φ(x)
∂ xi

yi. (4.89)

Теорема 4.44. Якщо Φ(x) – сильно опукла з параметром ρ > 0 на K,

то
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min
x∈E

ϕ(x) ≥ Φ(y∗) + ρmin
x∈E
‖x− y∗‖2, (4.90)

де y∗ = arg min
y∈K

Φ (y).

Зауважимо, що, оскiльки умова Φ(x) ≤
x∈K

ϕ(x) не обов’язково виконана,

оцiнка (4.90) може бути покращенням (1.39) при вiдповiдному виборi Φ(x).

Теорема 4.45. Якщо Φ (x) сильно опукла з параметром ρ > 0 на K, то

∀x ∈ K

min
y∈E

ϕ(y) ≥ Φ(x)− 1
4ρ
∥∥∥∇Φ(x)

∥∥∥2 + ρmin
y∈E

∥∥∥∥∥y − x+ 1
2ρ∇Φ(x)

∥∥∥∥∥
2
. (4.91)

Наслiдок 4.22. Якщо Φ (x) – диференцiйовна та сильно опукла з пара-

метром ρ > 0 на K, то ∀x ∈ K

min
y∈E

ϕ(y) ≥ Φ(x)− 1
4ρ‖∇Φ(x)‖2 + ρmin

y∈E

∥∥∥∥∥y − x+ 1
2ρ∇Φ(x)

∥∥∥∥∥
2
. (4.92)

Теорема 4.46. Якщо y∗∗ ∈ E задовольняє умову min
y∈E

n∑
i=1
∇̄iϕ (x) =

= (∇̄Φ (y∗∗), y∗∗), а у разi диференцiйованостi Φ(x) – min
y∈E

n∑
i=1

∂ϕ
∂xi

=

= (∇Φ (y∗∗), y∗∗), то y∗∗ = arg min
x∈E

ϕ(x).

Зауваження 4.9. Як видно, застосування оцiнок (4.88), (4.90), (4.91)

можливо за умови розв’язання задачi побудови опуклого/сильно опуклого

продовження ϕ(x), а також Задач 4.12, 4.13 на E.

Як було встановлено вище, цi задачi ефективно розв’язуються для

Cb–множин Сiм’ї 4.2, а також полiкомбiнаторних Cb–множин, що ними поро-

джуються.

Що стосується опуклого/сильно опуклого продовження, то, згiдно з

теоремами 1.7, 1.8, воно iснує для усiх множин Сiм’ї 4.1 та полiкомбiнаторних

множин, ними породжених, адже усi вони – вершинно розташованi.

Щодо оцiнок (4.89), (4.92), то для множин Сiм’ї 4.1 та породжених

ними полiкомбiнаторних множин вони застосовуванi за умови використання
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як Φ(x) диференцiйованого опуклого продовження ϕ(x), яке iснує для цих

Cb–множин згiдно з теоремою 1.9.

Розглянемо питання побудови нижнiх оцiнок функцiй для C–множин

та Cb–множин, що не є WDSs та PSpSs. Нехай E ′ – C-множина, що не є WDS,

а E ⊃ E ′ – Cb–множина, що є WDS i PSpS. У такому випадку з врахуванням

того, що min
x∈E′

ϕ(x) ≥ min
x∈E

ϕ(x), отримуємо низку оцiнок, якi ґрунтуються на

використаннi (4.88), (4.90), (4.91).

Так, iз (4.88) слiдує:

min
y∈E′

ϕ (y) ≥ Φ (x)− (∇̄Φ (x), x) + min
y∈E

n∑
i=1
∇̄iΦ (x)yi. (4.93)

Якщо E ′ має вигляд (3.103) або (3.116), де складовi множини (3.104) –

WDSs та PSpSs, то мають мiсце вiдповiдно оцiнки:

min
y∈E′

ϕ (y) ≥ Φ (x)− (∇̄Φ (x), x) + max
l∈JL

min
y∈El

n∑
i=1
∇̄iΦ (x)yi;

min
y∈E′

ϕ (y) ≥ Φ (x)− (∇̄Φ (x), x) + min
l∈JL

min
y∈El

n∑
i=1
∇̄iΦ (x)yi.

Зауваження 4.10. Враховуючи (3.18) та застосовуючи у наведених

оцiнках розв’язки Задач 4.12, 4.13 для числових Cb–множин та заув. 4.8

стосовно векторних Cb–множин, можна сказати, що наведенi у даному пунктi

оцiнки узагальнюють результати [249,251,274,275,277,279,280,288,365,367,

370,373,379].

Виключеннями є множини композицiй перестановок E ′ та Cb–множини

сполучень iз повтореннями E ′′ = S
n
k(G). Але до цих двох класiв застосовува-

на оцiнка (4.93) при виборi: a) для E ′ – E = Enk(G), де G = E ′.IM; б) для

E ′′ – E = E
n
k(G′′), де G′′ = {E ′′.GS}n. Останнє вiрно також для усiх пiд-

множин En
k(G′′), Snk(G′′), зокрема, до загальних Cb–множин n-перестановок,

n-розмiщень та n-сполучень, що iндукуються власними пiдмножинами G′′.
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4.15 Властивостi деяких Cb-множин: m > 1

Дослiдимо деякi властивостi Cb–множин Enk(G), En, Een, E±nk(G), ско-

риставшись їх зв’язком iз множинами (3.14), (3.15), а також iз множинами

матриць перестановок PM
n та перестановок з повтореннями PM

nk (G), k < n.

Отже, нехай

EN ∈ {Enk(G), En, Enηk(G), Enk , Een, E±nk(G)} (4.94)

Введемо у розгляд Cb–багатогранник PN = convEN , у т.ч. для множин

сiм’ї (4.94) це буде Pnk(G) = conv Enk(G) – загальний Cb–багатогранник ма-

триць перестановок, Pn = conv En – Cb–багатогранник матриць перестановок

(багатогранник Бiркгоффа, the Birkgoff polytope [19, 48]), Pen = conv Een –

Cb–багатогранник матриць парних перестановок, P±nk(G) = conv E±nk(G) –

загальний Cb–багатогранник матриць перестановок зi знаком.

4.15.1 Потужнiсть EN

Враховуючи, що EN = ϕ(E), де ϕ – бiєктивне вiдображення, то має

мiсце |EN | = |E|, вiдповiдно, за формулами (4.6), (4.7), (4.9), (4.10):

|Enk (G)| = n!
n1!·...·nk! ; |En| = n!; |Een| = n!

2 ;∣∣∣E±nk(G)
∣∣∣ = Cn0

n ·
(n−n0)!
k∏
i=1

ni!
· 2n−n0;

∣∣∣Enηk (G)
∣∣∣ =

∣∣∣En
ηk (G)

∣∣∣ ; |Enk (G)| = n!
(n−k)! .

4.15.2 Зв’язок EN iз iншими булевими Cb-множинами

Нехай m = k, x1, ...,xn, x′T1 , ...,x
′T
m мають форму (2.26), (2.27).

Теорема 4.47.

EN = Enk(G) = Bkn(e) ∩B′nk(n), (4.95)
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де Bkn(e) =
n∏
j=1

Bk(1); (4.96)

B′nk(n) = {x ∈ RN : x′ = vec(XT ) ∈
k∏
i=1

Bn(ni)}, (4.97)

n = ([G])T = (n1, ..., nk)T .

Враховуючи (4.96), звiдси слiдує, що ∀x ∈ EN виконано:

k∑
i=1

xij = xTj e = 1, j ∈ Jn; (4.98)
n∑
j=1

xij = x′ie = ni, i ∈ Jk. (4.99)

Доведення дивись у додатку B.3.

Наслiдок 4.23.

En = Bn(e) ∩B′n(e), (4.100)

де Bn(e) = Bnn(e), B′n(e) = B′nn(e).

Зокрема, для En (4.99) перетворюється на

n∑
j=1

xij = x′Ti e = 1, i ∈ Jn. (4.101)

Наслiдок 4.24. Довiльна точка x ∈ E±nk(G) задовольняє обмеження:

k∑
i=1
|xij| = 1, j ∈ Jn; (4.102)

n∑
j=1
|xij| = ni, i ∈ Jk. (4.103)

Наслiдок 4.25.

Pnk(G) ⊆ PBkn(e) ∩PB′nk(n), (4.104)

де PBkn(e) =
n∏
j=1

Bk(1),PB′nk(n) =
k∏
i=1

PBn(ni).
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Теорема 4.48.

EN = Enηk(G) = Bkn(e) ∩B′nk(η′, η), (4.105)

B′nk(η′, η) = {x ∈ RN : x′ = vec(XT ) ∈
k∏
i=1

Bn(η′i, ηi)},

де η′ = (η′1, ..., η′k)T , η = (η1, ..., ηk)T , η′i = max{0, n− η + ηi}, i ∈ Jk.

Доведення аналогiчно теоремi 4.47 iз врахуванням, що (4.98) виконано,

а (4.99) перетворюється на

η′i ≤
n∑
j=1

xij = x′ie ≤ ηi, i ∈ Jk.

Наслiдок 4.26.

Pnηk(G) ⊆ P ′nηk(G),

де P ′nηk(G) = PBkn(e) ∩PB′nk(η′, η). (4.106)

Наслiдок 4.27.

EN = Enk (G) = Bkn(e) ∩B′nk(0, e),

де B′nk(0, e) =
k∏
i=1

Bn(0, 1).

4.15.3 H-представлення PN

Теорема 4.49. [147] H-представленням Pnk(G) (далi (Pnk(G).HR)) є

система обмежень (4.98), (4.99),

0 ≤ xij ≤ 1, i ∈ Jk, j ∈ Jn.

Враховуючи вигляд (Bn(m).HR), теорема 4.49 означає, що (4.104) ви-
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конується як рiвнiсть, отже,

Pnk(G) = PBkn(e) ∩PB′nk(n). (4.107)

Наслiдок 4.28.

Enk(G) = Pnk(G) ∩Bnk.

Теорема 4.50. Незвiдним H-представленням Pnk(G) (далi (Pnk(G).IHR))

є система (4.98), (4.99), з якої вилучене одне довiльне обмеження, що допов-

нена нерiвностями:

xij ≥ 0, i ∈ Jk, j ∈ Jn; (4.108)

xij ≤ 1, j ∈ Jn, для i ∈ Jk : ni > 1. (4.109)

Доведення теореми ґрунтується на застосуваннi (Bn(m).IHR) до (4.107).

Наслiдок 4.29. (4.98), (4.101)

xij ≥ 0, i, j ∈ Jn, (4.110)

це (Pn.HR) i є звичайним аналiтичним описом багатогранника Бiркгоффа

[147,265], а пiсля вилучення одного довiльного рiвняння – це (Pn.IHR).

Наслiдок 4.30. Cb–багатогранник перестановок Πnk(G) дозволяє побудо-

ву компактного розширеного незвiдного H-представлення (далi (Πnk(G).EIHR))

у формi (Pnk(G).IHR), (2.133).

На вiдмiну вiд (Πnk(G).IHR), представлення (Πnk(G).EIHR) має полiно-

мiальний порядок, а саме мiстить n+ k рiвнянь, а також до 2kn нерiвностей.

Для P = Pnηk(G) запишемо умову (4.105), позначивши праву частину

P ′. Багатогранник P ′ має вигляд (4.106) i задається системою (4.98), (4.108),
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xij ≤ 1, i ∈ Jk, j ∈ Jn;

η′i ≤
n∑
j=1

xij = x′ie ≤ ηi, i ∈ Jk.

P ′ – релаксацiйний багатогранник для P , але для Enηk(G) має мiсце

такий результат, подiбний до (4.104), який можна довести аналогiчно теоре-

мi 4.47.

Твердження 4.8.

Enηk(G) = Pnηk(G) ∩Bn·k.

Наслiдок 4.31.

Enηk(G) = vert(Pnηk(G) ∩Bn·k).

Для Pen побудуємо розширене H-представлення, враховуючи вигляд

(Pn(x).HR) та зв’язувальне спiввiдношення (2.133). Для визначеностi у (4.38)

покладемо G = Jn i одержимо (Pen.EHR) вигляду (4.37), де

∆G =
n∑
i=1

ici − 1; c1 = n, c2 = n − 1, ci = ci−1 − 1, i ∈ Jn\J2, (2.133),

gA = (1, 2, ..., n), (4.98), (4.101), (4.110). Пiсля вилучення з (Pen.EHR) до-

вiльного рiвняння, згiдно з теоремою 4.8, воно перетворюється на незвiдне

H-представлення при n ≥ 5.

Для P±nk(G), виходячи з зв’язку мiж Enk(G) i E±nk(G), на основi

(Pnk(G).IHR), маємо, що ∀x ∈ P±nk(G) виконанi нелiнiйнi обмеження (4.102),

(4.103) та лiнiйнi нерiвностi:

−1 ≤ xij ≤ 1, j ∈ Jn, i ∈ Jk : ni > 1. (4.111)

Для побудови H-представлення P±nk(G) перейдемо до опуклої оболонки

множини E ′, заданої (4.102), (4.103):
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convE ′ :
n∑
j=1
|xij| ≤ 1, j ∈ Jn;

k∑
i=1
|xij| ≤ ni, i ∈ Jk. (4.112)

У результатi маємо компактне H-представлення P±nk(G) вигляду (4.111),

(4.112), яке, очевидно, незвiдне (далi (P±nk(G).СIHR)). Розкриваючи у (4.112)

знаки модулiв усiма можливими способами, (P±nk(G).CIHR) перетвориться на

(P±nk(G).IHR). Зокрема, (P±n .СIHR) матиме вигляд
n∑
i=1
|xij| ≤ 1,

j ∈ Jn;
n∑
j=1
|xij| ≤ 1, i ∈ Jn.

4.15.4 Поверхнева розташованiсть EN

Зауваження 4.11. Оскiльки (4.94) – BSs у просторi RN , усi вони є PSsSs

та PSpSs як пiдмножини BN , що належать класам PSsSs та PSpSs. Далi

ми скористаємося iншими властивостями цих множин, а саме принципом їх

формування, щоб не тiльки встановити їх сферичну розташованiсть, але i

знайти параметри описаної гiперсфери Smin.

Щоб показати поверхневу розташованiсть EN = Enk(G), скористаємося

її представленням (4.95). Згiдно з (4.96), (4.97), його складовi –EN1 = Bkn(e),

EN2 = B′nk(n) – PSpSs як декартовi добутки PSpSs класу Bn(m). Згiдно з

(3.124), (4.54), параметри ÊNi = ÊNi(ai,min, ri,min), i = 1, 2:

a1,min = (1/k, ..., 1/k) ∈ RN , r1,min =
(
n∑
j=1

k−1
k

)1/2
=
√
n(1− 1

k); (4.113)

a2,min = (n1
n , ...,

nk
n , ...,

n1
n , ...,

nk
n ), r2,min =

(
k∑
i=1

ni(n−ni)
n

)1/2
. (4.114)

Параметри ÊN = ÊN(amin, rmin) можна знайти за формулами (3.114),

(3.115). Отже, має мiсце така теорема.

Теорема 4.51. МножинаEN = Enk(G) – PSpS, параметри представлення

ÊN якої можна знайти за формулами (3.114), (3.115), де ai,min, ri,min, i = 1, 2,

знайденi за формулами (4.113), (4.114).
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Наслiдок 4.32. Множина EN = En – PSpS, параметри представлення

ÊN якої – такi:

amin = (1/n, ..., 1/n) ∈ RN , rmin =
√
n− 1. (4.115)

Дiйсно, для En(G) параметри (4.113), (4.114) описаних гiперсфер спiв-

падають та перетворюються на (4.115).

Наслiдок 4.33. Множина EN = Een – PSpS, параметри представлення

ÊN якої можна знайти за формулою (4.115), якщо dim PN = dim conv Een.

Наслiдок 4.34. Множина EN = E±nk(G) – PSpS, параметри представлен-

ня ÊN якої можна знайти за формулою:

amin = 0 ∈ RN , rmin =
√
n. (4.116)

Дiйсно, точки Enk(G) ⊂ EN рiвновiддаленi вiд 0 на вiдстань
√
n. Те

саме стосується решти точок EN , виходячи з її центральної симетрiї вiдносно

0. До того ж PN – повномiрний (див. тверд. 4.11), отже, для EN , PN описана

гiперсфера визначена однозначно, i її параметри заданi формулою (4.116).

Твердження 4.9. Множина EN = Enηk(G) – PSpS, що лежить на пере-

тинi гiперсфер iз параметрами (4.113),

a3,min = (1/2, ..., 1/2) ∈ RN , r3,min =
√
nk/2. (4.117)

Параметри представлення ÊN для даної множини можна визначити,

використовуючи у тверд. 3.10 параметри (4.116), (4.117).

Теорема 4.52. Множини сiм’ї (4.94) є поверхнево розташованими, зокре-

ма,

– Enk(G), En, Een, Enηk(G) – PSpSs, PSpSs, PESs;

– E±nk(G) – PSpSs, PSpSs.
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Доведення дивись у додатку B.3.

Зокрема, для вказаних класiв PESs, використавши у побудовi рiвняння

‖x‖2 −m+ (xTe−m)2 = 2‖x‖2 − 2m · xTe +m2 −m = 0, (4.118)

отримаємо рiвняння елiпсоїда, описаного навколо Bkn(e), вiдповiдно, навколо

такої множини EN :
n∑
j=1

(‖xj‖2 − xTj e) = 0. (4.119)

4.15.5 Розмiрнiсть PN

Теорема 4.53.

dim Pnk(G) = n · k − n− k + 1. (4.120)

Доведення дивись у додатку B.3.

Тепер вiдома формула про розмiрнiсть багатогранника Бiркгоффа

[264,265] отримується як наслiдок iз теореми 4.53.

Наслiдок 4.35.

dim Pn(G) = (n− 1)2.

Наслiдок 4.36.

dimPen(G) ≤ (n− 1)2.

Твердження 4.10.

dimPnηk(G) = k · n− n.

Твердження 4.11.

dimP±nk(G) = k · n.
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Доведення дивись у додатку B.3.

4.15.6 Вершинна розташованiсть EN

Наслiдок 4.37. (з теореми 4.52) Множини сiм’ї (4.94) є VLSs.

4.15.7 Рiвневiсть EN

Теорема 4.54. Множина EN = Enk(G) – 2LS.

Доведення дивись у додатку B.3.

Теорема 4.55.

lev E±nk(G) = 1 + max
i∈Jk
{ni, 2}. (4.121)

Доведення дивись у додатку B.3.

Наслiдок 4.38. Якщо EN = E±nk(G), то

lev EN = 3⇔ ni ≤ 2, i ∈ Jk.

Зокрема, lev E±n (G) = 3.

Теорема 4.56.

lev Enηk(G) = max
i∈Jk
{ηi − η′i + 1}.

4.16 Висновки за роздiлом 4

Поставлено 14 задач дослiдження алгебро-топологiчних та тополого-

метричних властивостей Cb–множин та їх опуклих оболонок – Cb–багатогран-

никiв, а також вивчення екстремальних властивостей функцiй, заданих на

них. Зокрема, розглянуто питання поверхневої розташованостi Cb–множин та

аналiтичного опису Cb–багатогранникiв. Тим самим дослiджено можливiсть

їх аналiтичного представлення за допомогою аналiтичних описiв опуклої
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гiперповерхнi i багатогранника.

У рамках вивчення екстремальних властивостей функцiй розглянуто

поведiнку лiнiйних та деяких квадратичних функцiй, а також питання по-

будови нижнiх оцiнок функцiй за допомогою їх опуклих продовжень. Тим

самим обґрунтовано доцiльнiсть та актуальнiсть розвитку теорiї опуклих

продовжень.

Основнi класи розглянутих числових Cb–множин – загальнi Cb–множини

перестановок i парних перестановок, перестановок зi знаком, розмiщень i пар-

них булевих розмiщень та їх спецiальнi класи. Серед векторних Cb–множин –

множини перестановок та розмiщень векторiв одиничного базису, у т.ч. оди-

ничних векторiв зi знаком.

Для перерахованих класiв Cb–множин та їх спецiальних класiв наведено

розв’язки поставлених задач, якi систематизують та розвивають вiдомi в

лiтературi властивостi деяких iз них як образiв е-множин, для iнших, таких

як клас Cb–множин перестановок зi знаком, цi задачi розв’язуються вперше.

Встановлено поверхневу розташованiсть i можливiсть описати навколо

квадратичну сильно опуклу поверхню для всiх введених ранiше Cb–множин,

за винятком деяких видiв Cb–множин розмiщень.

Отриманi у даному роздiлi результати розвивають ECO у двох на-

прямках – дослiдження властивостей образiв e-множин i вивчення поведiнки

функцiй – лiнiйних, квадратичних та опуклих – на цих множинах. Крiм

цього, вони можуть бути використанi у розробцi спецiальних методiв ECO.

Так, дослiдження симетрiї [159] Cb–множин та багатогранникiв дозволяє

скоротити область пошуку оптимального розв’язку; встановлення вершинно

розташованостi Cb–множин – вказує на можливiсть розв’язання ECOPs на

них поєднанням двох релаксацiй – полiедральної та поверхневої, а також за

допомогою графо-теоретичних пiдходiв пiсля переходу до розгляду графу

багатогранника; винайдення критерiю сумiжностi вершин є основою побудови

схем випадкового пошуку, що ґрунтуються на побудовi шляхiв по сумiжних
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вершинах Cb–багатогранника [220] тощо.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у роботах [182, 186,

188,189,254,310,312,317,321,325,329,331,333,343,369].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [5, 13, 24,40,47, 48,50,62, 67,72,75,85,89, 99,108,

129,136,138,147,159,159,193,197,199,206,209,220,236,248,249,258,264,265,

274,275,277,279,280,287–291,294,295,297,363–365,367,368,370,371,373,379].
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5 НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIОНАЛЬНI ПРЕДСТАВЛЕННЯ

C-МНОЖИН

Даний роздiл присвячений побудовi аналiтичних описiв C–множин.

Головну увагу придiлено дослiдженню цих описiв для Cb–множин.

5.1 Термiнологiя, класифiкацiя, приклади

Нехай E ⊂ Rn – C–множина вигляду (2.92), F – сiм’я функцiй:

F = {fj(x)}j∈Jm, (5.1)

де fj : Rn → R1 – неперервнi, j ∈ Jm. (5.2)

Означення 5.1. Зображення C–множини E за допомогою функцiональ-

них залежностей:

fj(x) = 0, j ∈ Jm′, (5.3)

fj(x) ≤ 0, j ∈ Jm\Jm′ (5.4)

назвемо неперервним функцiональним представленням (f–представленням,

a functional representation, (E.FR)) цiєї множини.

Систему (5.3) назвемо строгою частиною (a strict part) f–представлення,

систему (5.4) – нестрогою частиною (an unstrict part), а кiлькiсть обме-

жень – його порядком (an order). Так, m буде порядком f–представлення

(5.3), (5.4), а m′, m′′ = m −m′ – порядком його строгої i нестрогої частин

вiдповiдно. Окремi обмеження f–представлення (5.3), (5.4) будемо називати

його компонентами, а власне його – m-компонентним f–представленням E.

Зауваження 5.1. Якщо для E має мiсце представлення (5.3), (5.4), а

неперервнiсть функцiй (5.1) забезпечується лише на частинi Rn, тобто
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fj : K → R1 – неперервнi, j ∈ Jm,

де K ⊂ Rn : K ⊇ E, будемо говорити, що (5.3), (5.4) є f–представленням E

на множинi K.

f–представлення геометрично представляє E як перетин m′ дiйсних

рiзноманiть:

Sj = {x ∈ Rn : fj(x) = 0}, j ∈ Jm′, (5.5)

пiсля чого з утвореної надмножини E видiляється безпосередньо сама E за

допомогою нерiвностей (5.4), якi задають у просторi деякi областi:

Cj = {x ∈ Rn : fj+m′(x) ≤ 0}, j ∈ Jm′′, (5.6)

у результатi чого має мiсце – E =
(
∩

j∈Jm′
Sj

)⋂( ∩
i∈Jm′′

Cj

)
.

Якщо розмiрнiсть рiзноманiть (5.5) дорiвнює n− 1 –

dim Sj = n− 1, j ∈ Jm′, (5.7)

тобто всi вони є гiперповерхнями, а рiзноманiття (5.6) – n-вимiрнi та обмеженi,

то f–представлення (5.3), (5.4) задає E як множину точок перетину поверхонь

(5.5) i тiл (5.6). Так, наприклад, це матиме мiсце, якщо усi функцiї (5.1) –

строго опуклi в опуклiй областi K ⊇ E.

Поняття f–представлення може бути застосовано до довiльної пiдмно-

жини X ⊂ Rn. Тому здiйснимо класифiкацiю f–представлень множини X у

залежностi вiд вигляду функцiй (5.1), що його визначають, а також порядку

строгої i нестрогої його частин та f–представлення в цiлому. Далi вкажемо,

якi з них застосовуваннi до C–множин.

По вигляду функцiй (5.1) серед f–представлень множини X можуть
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бути видiленi лiнiйнi та нелiнiйнi, диференцiйованi, гладкi, опуклi, полiномi-

альнi, тригонометричнi f–представлення i т.п. У свою чергу, для цих видiв

може бути здiйснена подальша класифiкацiя. Наприклад, (5.3), (5.4) – полiно-

мiальне (або алгебраїчне) f–представлення множиниX , якщо всi функцiї сiм’ї

F – полiноми. Ввiвши поняття степеня полiномiального f–представлення як

найвищого степеня цих полiномiв, можна видiлити лiнiйнi, квадратичнi, ку-

бiчнi, бiквадратнi та полiномiальнi f–представлення степенiв, вище за чотири

(далi fPd–представлення, де d – степiнь полiномiального f–представлення).

Зауваження 5.2. Представлення (5.3), (5.4) може мати тi чи iншi вла-

стивостi в пiдобластях Rn, тому, в разi необхiдностi, вказуватимемо його тип

i область його дiї.

Проведемо класифiкацiю f–представлень у залежностi вiд спiввiдноше-

ння параметрiв m, m′, m′′. Вiдповiдно до цього введемо у розгляд кiлька

типiв f–представлень.

Означення 5.2. Систему (5.3), (5.4) назвемо:

– строгим представленням E (a strict representation, (E.SR)), якщо в

ньому присутня тiльки строга частина, тобто

m′ = m, m′′ = 0; (5.8)

– нестрогим (an unstrict representation, (E.UR)) – якщо в f–представленнi

є тiльки нестрога частина, отже, m′ = 0, m′′ = m;

– змiшаним f–представленням (a mixed representation, (E.MR)), якщо

воно включає строгу та нестрогу частини, тобто

m′ (m−m′) > 0.

Якщо множина E дозволяє PSR, то її E.PSR є змiшаним f–представлен-

ням, строга частина (5.3) якого включає рiвняння описаної строго опуклої по-

верхнi, а нестрога частина (5.4) – нерiвностi H–представлення
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P = convE. Такий аналiтичний опис E називатимемо полiедрально-поверхне-

вим f–представленням (a polyhedral-surfaced f-representation, (E.PSR)) мно-

жини E.

Вiдповiдно до класифiкацiї PSRs, наведеної у п. 2.5, введемо декiлька

класiв E.PSRs у залежностi вiд типу описаних поверхонь. Якщо (5.41) – рiвня-

ння гiперсфери, E.PSR назвемо полiедрально-сферичним f–представленням

(a polyhedral-hyperspherical f-representation, (E.PSpR)); якщо (5.41) задає елi-

псоїд,E.PSR будемо називати полiедрально-елiпсоїдальним f–представленням

(a polyhedral-ellipsoidal f-representation, (E.PER)); у разi, якщо (5.41) – це

рiвняння суперсфери, то E.PSR називатимемо полiедрально-суперсферичним

f–представленням (a polyhedral-superspherical f-representation, (E.PSsR)).

Так, f–представленням гiперсфери Sr (x0) є f1 (x) = (x− x0)2 − r2 = 0

(далi (Sr(x0).FR1 )), кулi Cr (x0) = conv Sr (x0) – нерiвнiсть

f1 (x) = (x− x0)2 − r2 ≤ 0 (далi (Cr(x0).FR)), багатогранника P – його

H–представлення. Першi два – однокомпонентнi i квадратичнi f–представлення,

причому (Sr(x0). FR1) – строге, (Cr(x0).FR) – нестроге.

Неперервнi функцiональнi представлення множин визначено неоднозна-

чно. Так, Sr (x0) може бути задана рiвнянням ‖x− x0‖2
2 = r2 або

‖x− x0‖2 = r. Останнє приводить до такого f–представлення гiперсфери:

f1 (x) =
√

(x− x0)2 − r = |x− x0| − r = 0, яке, на вiдмiну вiд (Sr(x0).FR1),

вже не є полiномiальним.

Нехай X – деякий багатогранник. Довiльне (X .HR) є лiнiйним f–пред-

ставленням X, нестрогим або змiшаним. Вiдзначимо, що будь-яке H–пред-

ставлення невиродженого у точку багатогранника є нестрогим його f–представ-

ленням, якщо вiн повномiрний, i може вважатися змiшаним, якщо цей

багатогранник не є повномiрним. Представлене у формi (2.93), воно має

параметри m = n′ + n′′, m′ = n′, m′′ = n′′. Що стосується FPC, строге

лiнiйне f–представлення iснує тiльки для одноточкової множини, яку можна

розглядати i як вироджений у точку багатогранник, i як вироджену у точку
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гiперсферу. У першому контекстi її можна представити системою n лiнiйно-

незалежних лiнiйних рiвнянь, у другому – рiвнянням гiперсфери радiуса

нуль.

Перейдемо до розгляду особливостей f–представлень C–множини E.

Оскiльки за умовою вона не є одноточковою, будь-яке її f–представлення –

нелiнiйне. Загальна задача побудови (E.FR) множини (2.92) полягає в знахо-

дженнi деякої системи обмежень (5.3), (5.4), яка задає множину E. Неважко

бачити, що E має незлiченну кiлькiсть f–представлень, тому дана зада-

ча завжди розв’язувана. Щоб побудувати таке представлення, достатньо

сформувати n рiзних iнтерполяцiйних полiномiв по точках E, наклавши

додатковi обмеження на лiнiйну незалежнiсть їх градiєнтiв у точках E, що

можливо зробити згiдно з [85, 157]. У результатi такої побудови можлива

ситуацiя, що поверхнi, якi задаються цими iнтерполяцiйними полiномами,

матимуть i iншi спiльнi точки, окрiм E. Їх можна вирiзати обмеженнями

вигляду (5.4). Наприклад, "зайва"точка x∗ вирiзається обернено опуклим

обмеженням вигляду (x−x∗)2 ≥ r∗2, де r∗ > 0 – радiус околу точки x∗, в яку

не потрапляє жодна точка E. В результатi такої побудови буде сформовано

fPnE−1–представлення E (далi (E.FR1 )), що є (E.SR) порядку m = n або

(E.MR) порядку m > n.

Отже, теоретично розв’язувана не тiльки задача iснування f-представ-

лення E, але i задача знаходження її fPd–представлення. Бiльш того, може

ставитися питання про iснування та побудову fPd–представлень нижчих сте-

пенiв до степеня два включно, адже два є мiнiмальним степенем такого

представлення C–множини. Вiдповiдно, початкова загальна задача побудови

(E.FR) може бути звужена до задачi побудови квадратичного, кубiчного,

бiквадратного f–представлень тощо. Ще одна задача, яка виникає в ходi побу-

довi f–представлень, – це зменшення їх порядку. Як виявляється, зниження

степеня fPd–представлення C–множин приводить, як правило, до збiльшення

його порядку. I навпаки, спроба зменшити порядок f–представлення – до
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ускладнення аналiтичного вигляду функцiй, що присутнi у ньому.

Продемонструємо це на прикладi, представивши таким чином ще один

спосiб побудови fPd–представлення C–множини E вигляду (2.92). Кожну її

точку задамо рiвнянням виродженої гiперсфери:

xj : fj(x) = (x− xj)2 = 0, j ∈ JnE . (5.9)

Перемноживши рiвняння системи (5.9), отримаємо таке рiвняння:

f(x) =
nE∏
i=1

fj(x) =
nE∏
i=1

(x− xj)2 = 0, (5.10)

якому, як неважко бачити, задовольняють точки E i тiльки вони, тобто

(5.10) – це ще одне строге полiномiальне f–представлення E (далi (E.FR2 )).

Воно однокомпонентне, тобто виграє в порiвняннi з (E.FR1) за порядком.

З iншого боку, його степiнь дорiвнює 2nE, що значно гiрше за (E.FR1).

Зауважимо також, що якщо потужнiсть E велика, то (E.FR1), (E.FR2) ста-

ють практично незастосовними, оскiльки оперують з усiма точками E. Мiж

тим, iснують C–множини, для яких iснують квадратичнi f–представлення,

незважаючи на те, що потужнiсть цих множин неполiномiально залежить

вiд розмiрностi простору, де вони визначенi. Їх побудова ґрунтується на

дослiдженнi геометричних властивостей C–множин, їх опуклих оболонок, а

також властивостей функцiй на цих множинах.

Так, умову x ∈ {0, 1} можна представити аналiтично у виглядi:

x(x − 1) = x2 − x = 0. Вiдповiдно, умова булевостi вектора x ∈ Rn бу-

де такою – x(x− e) = x2 − xe = 0, а у координатнiй формi –

fi(x) = x2
i − xi = 0, i ∈ Jn. (5.11)

Системi (5.11) задовольняють точки Bn i тiльки вони, отже, її можна
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розглядати як строге f–представлення множини Bn (далi (Bn.SR1 )), яке до

того ж є опуклим, адже усi функцiї, що його задають, – опуклi. Геометрично

(Bn.SR1) задає булеву Cb–множину як перетин n поверхонь другого порядку,

якi розпадаються на n пар паралельних площин xi = 0 та xi = 1 (i ∈ Jn).

Параметри цього f–представлення: m(Bn.SR1) = m′(Bn.SR1) = n, а степiнь –

два. (Bn.SR1) – це не єдине квадратичне f–представлення множини Bn. Її

можна задати i iншим способом [185]:

f1(x) = (x− 0.5e)2 − n
4 = 0;

fi+1(x) = xi − 1 ≤ 0, fi+n+1(x) = −xi ≤ 0, i ∈ Jn, (5.12)

отримавши таким чином змiшане f–представлення Bn. Геометрично во-

но задає Bn як перетин одиничного гiперкуба з описаною навколо нього

гiперсферою, тобто є подiедрально-сферичним представленням Bn (далi

(Bn.PSpR)). Воно є fP2–представленням, а його параметри: m′(Bn.PspR) = 1,

m′′(Bn.PspR) = 2n, m(Bn.PspR) = 2n+ 1. (Bn.PspR) може бути узагальнене

шляхом замiни рiвняння сфери рiвнянням суперсфери

Sα = {x ∈ Rn : |x− 0.5e|α − n

2α = 0}, (5.13)

α > 0, що дозволяє сформувати сiм’ю f–представлень (далi (Bn.MR(α))) ви-

гляду (5.12), f1(x) = |x − 0.5e|α − n
2α = 0, якi залежать вiд параметра

α ∈ R1
>0. Якщо α ∈ (1,∞), суперсфера (5.13) – строго опукла, тому

(Bn.MR(α)) є полiедрально-суперсферичним f–представленням Bn (далi

(Bn.PSsR(α))).

Так, (Bn.PSpR) = (Bn.PSsR(2)), f–представлення (Bn.MR(1)) – кусково-

лiнiйне, що задає булеву множину як перетин одиничного гiперкуба з по-

верхнею гiпероктаедра. Нарештi, (Bn.PSsR(4)) – бiквадратне f–представлення

множини Bn, коли вона задається як перетин суперсфери
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S4 = {x ∈ Rn : (x− 0.5e)4 − n
16 = 0} iз гiперкубом PBn.

Узагальнимо поняття (P .IHR), яке у нашiй термiнологiї є лiнiйним

f–представленням багатогранника P , що не мiстить надлишкових обмежень,

на довiльну PC E.

Представлення (5.3), (5.4) множини E будемо називати незвiдним

f–представленням (an irredundant f-representation, (E.IR)), якщо виключення

будь-якого з його обмежень приводить до задання власної надмножини E,

тобто

∀ j ∈ Jm′ E\Sj ⊃ E; ∀ i ∈ Jm′′ E\Ci ⊃ E. (5.14)

Якщо умова (5.14) порушується, f–представлення називатимемо звi-

дним (a redundant f-representation, (E.RR)). Тепер, вибираючи якE: а) C–мно-

жину, одержуємо поняття незвiдного f–представлення C–множини; б) ба-

гатогранник, – незвiдного його f–представлення тощо. Вiдповiдно, можна

ввести поняття незвiдного строгого (E.ISR), нестрогого (E.IUR) та змiша-

ного (E.IMR) f–представлення.

Однокомпонентне f–представлення C–множини можна завжди вважати

строгим. Крiм того, воно, очевидно, незвiдне. Якщо ж m(E.ISR) > 1, то

матиме мiсце: ∀ j′ ∈ Jm′ E ⊂ ∩
j∈Jm′\{j′}

Sj.

Зауваження 5.3. Для того, щоб перевiрити диференцiйовне (E.SR) на

незвiднiсть, достатньо показати, що градiєнти функцiй (5.3) лiнiйно незале-

жнi в деякiй точцi E, тобто ∃x0 ∈ E:

rank B(x0) = m′, де B(x) =
∂fi(x)
∂xj


i∈Jm′ ,j∈Jn

. (5.15)

Для (E.SR) порядку n ця умова перетворюється на:

∃ x0 ∈ E : |B(x0)| 6= 0. (5.16)
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Видiлимо два типи (E.ISRs), для яких виконана умова (5.7), тобто

(5.5) є множиною поверхонь:

– двокомпонентне (E.ISR) назвемо дотичним (a tangential representati-

on, (E.TR)), якщо множинаE збiгається з множиною точок дотику поверхонь

S1, S2;

– n-компонентне (E.ISR) назвемо пересiчним (an intersecting irredundant

representation, (E.IIR)).

Зауваження 5.4. Для того, щоб встановити, що n-компонентне (E.ISR)

C–множини E є пересiчним, необхiдно перевiрити, що виконана умова (5.7),

а також що воно незвiдне. Надалi будемо розглядати обидва цi два аспекти –

незвiднiсть f–представлень i представлення E як перетину двох поверхонь,

але повна перевiрка того, чи є f–представлення (E.IIR), здiйснюватися не

буде, тому зазвичай користуватимемося позначенням (E.SR).

Вiдповiдно до введеної класифiкацiї строгих незвiдних представлень,

(Bn.SR1) – це IIR. Це легко перевiрити за допомогою умови (5.16), що набуває,

примiром у точцi x0 = e, вигляд |B(e)| = 2|E| = 2 6= 0.

Як приклад дотичного представлення булевої множини (далi (Bn.TR1 ))

множини Bn, можна навести таку [185,188]:

S1 :
n∑
i=1

(
xi −

1
2

)2
= n

4 ; S2 :
n∑
i=1

(
xi −

1
2

)4
= n

16 ,

яке представляє цю множину як перетин гiперсфери S1 i суперсфери S2 iз

коефiцiєнтом деформацiї 2, центром яких є точка 0.5e.

(Bn.TR1) можна узагальнити, побудувавши сiм’ю пар суперсфер iз

рiзними коефiцiєнтами деформацiї (далi (Bn.TR2(α1, α2))) –

S1 :
n∑
i=1

∣∣∣∣∣xi − 1
2

∣∣∣∣∣
α1

= n

2α1
; S2 :

n∑
i=1

∣∣∣∣∣xi − 1
2

∣∣∣∣∣
α2

= n

2α2
, де 0 < α1 < α2 <∞.

Зауважимо, що не всi f–представлення у цiй сiм’ї є гладкими, а саме,
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гладкими серед них будуть лише тi, для яких α1 ≥ 2. Мiж тим, усi точки

Bn є точками диференцiйованостi функцiй f1(x), f2(x), що задають S1, S2.

Враховуючи симетрiю Bn, щоб це показати, достатньо зробити перевiрку

диференцiйованостi цих функцiй у точцi e, враховуючи, що fj(x) =
x≥0.5e

n∑
i=1

(
xi − 1

2
)αj . Вiдповiдно ∇fj(x) =

x≥0.5e
αj(

(
xi − 1

2
)αj−1)i∈Jn, звiдки ∇fj(e) =

= αj
(1

2
)αj−1 e 6= 0, j = 1, 2.

Розглянемо питання еквiвалентних перетворень f–представлень C–мно-

жин, що зменшують порядок цих представлень. Один зi шляхiв – дослiдити

f–представлення на незвiднiсть й перейти до розгляду (E.IR). Другий – це

згортка всiх або частини компонент f–представлення.

На прикладi побудованих вище f–представлень Bn покажемо цi можли-

востi. Неважко бачити, що усi вони є (Bn.IRs), отже, скорочення їх поряд-

ку можливе лише за допомогою згортки обмежень. Згорнемо компоненти

(Bn.SR1) наступним чином: f1(x) =
n∑
i=1

(x2
i−xi)2 = 0, отримавши рiвняння, що

задає множину Bn i є її однокомпонентним f–представленням (далi (Bn.SR2 )).

Те саме зробимо з компонентами (Bn.TR1), отримавши ще одне одноком-

понентне f–представлення (далi (Bn.SR3 )) – f1(x) =
(

n∑
i=1

(
xi − 1

2
)2 − n

4

)2
+

+
(

n∑
i=1

(
xi − 1

2
)4 − n

16

)2
= 0. Порiвнюючи їх, бачимо, що (Bn.SR2) – одноком-

понентне строге fP4–представлення, опукле в будь-який опуклiй пiдобластi

множини D = {x ∈ Rn : |xi − 0.5| ≥ 0.5, i ∈ Jn}, у той час як (Bn.SR3) –

однокомпонентне строге fP8–представлення, опукле в будь-якiй опуклiй пi-

добластi D′ = {x ∈ Rn : (x− 0.5e)2 ≥ n
4}. Вони обидва не є опуклими,

на вiдмiну вiд отриманих ранiше f–представлень Bn. Звiдси видно, що мi-

нiмальний порядок опуклого f–представлення C–множини дорiвнює двом,

а опуклi дотичнi f–представлення – це опукле f–представлення цього виду

мiнiмального порядку.

Узагальнимо цi спостереження на довiльну C–множин. Отже, такi

особливостi f–представлень C–множин мають мiсце – серед них iснують
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опуклi багатокомпонентнi, такi, як (Bn.SR1), але не iснує однокомпонентних

опуклих. При цьому однокомпонентнi f–представлення є строгими.

Якщо множина E ⊂ Rn аналiтично описується в деякому розши-

реному просторi Rn′, n′ > n, будемо говорити про iснування розшире-

ного f–представлення множини E (an extended f-representation, (E.ER)).

Пiдйом у простiр бiльшої розмiрностi [16] буває зручний при формуваннi

f–представлень заданого вигляду, наприклад, квадратичних. Якщо (E.ER)

побудовано, проектування у вихiдний простiр в окремих випадках дозволяє

знайти (E.FR).

Побудуємо розширене f–представлення Bn (далi (Bn.ER)) на базi

(Bn.SR2), увiвши в останньому замiну змiнних:

yi = (xi − 0.5)2, i ∈ Jn, (5.17)

та отримавши

n∑
i=1

yi = n

4 ;
n∑
i=1

y2
i = n

16 . (5.18)

(Bn.ER) має вигляд (5.17), (5.18), є строгим i квадратичним, а також

має порядок n+ 2.

5.2 Пiдходи до побудови f-представлень C-множин

Нехай E – деяка C-множина, i перед нами стоїть задача побудови її

f–представлення (далi Задача 5.1 ) на область K ⊃ E. Викладемо пiдходи

до розв’язання цiєї задачi, спочатку що стосується строгих f–представлень

(далi Задача 5.1.1 ), а потiм нестрогих та змiшаних (далi Задача 5.1.2 ).

Якщо накладається обмеження, що сiм’я (5.1) складається виключно з

полiномiв, до побудови f-представлень E застосовуваний апарат алгебраїчної

геометрiї (Algebraic Geometry, AG) [36, 92, 194, 245], зокрема дiйсної алгебраї-
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чної геометрiї (Real AG, AG) [36,60,79,110,245]. Так, задача знаходження

E.SR є задачею пошуку її аналiтичного зображення як алгебраїчної множи-

ни (дiйсного рiзноманiття, RV), у той час як задача знаходження E.MR та

E.UR є задачею пошуку зображення E як алгебраїчної напiвмножини. Тому

загальнi пiдходи до побудови f-представлень C-множин та їх перетворень

викладемо з використанням засобiв RAG, якi пiдлягають узагальненню з

кiльця R[x1, ..., xn] дiйсних полiномiв n змiнних на кiльце C(K) неперервних

на K ⊆ Rn функцiй.

RAG узагальнюється у декiлькох напрямках, серед яких алгебраїчна

геометрiя неперервних функцiй [2]. Саме її засоби використовуватимемо

далi, враховуючи, що побудову f–представлень C–множини E ми обмежили

кiльцем C(K)1) дiйних неперервних функцiй, заданих на K ⊃ E.

5.2.1 Пiдходи до побудови строгих f-представлень

Розглянемо пiдходi до розв’язання Задачi 5.1.1, тобто покладатимемо,

що f–представлення C-множин шукається у класi, де для F виконана умова

(5.8).

За означенням, (5.3) – це (E.SR), якщо має мiсце:

x ∈ E ⇐⇒ x задовольняє (5.3). (5.19)

Пошук системи рiвнянь (5.3), що задовольняє (5.19), ґрунтується на

видiленнi з усiєї множини функцiй, що визначенi на E, тих, що неперервнi

у Rn та набувають на E нульового значення. Цi функцiї утворюють сiм’ю

(далi (I(E))), кiлькiсть елементiв якого незлiченна, i в число яких входять

диференцiйованi функцiї, зокрема полiноми. Якщо вдається видiлити сiм’ю

I(E), область пошуку F обмежується нею.

Пошук I(E) для конкретної FPC може ґрунтуватися на дослiдженнi
1)тут i далi K – континуальна множина
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її особливостей як геометричного мiсця точок евклiдова простору (далi

Спосiб 5.1 ), зокрема, зв’язку E iз рiзноманiттями (5.5). Оскiльки як E

розглядається C-множина, також з’являється ще один спосiб (далi Спосiб 5.2 )

побудови Φ(E), що ґрунтується на C-A. RAG також пропонує свiй апарат

для розв’язання Задачi 5.1.1 (далi Спосiб 5.3 ), а також пов’язаних з нею

задач. Так, перевiрку f–представлення на незвiднiсть Способом 5.3 можна

здiйснити, зокрема, за допомогою видiлення базису Гребнера (the Groebner

basis) [60, 100].

Сформулюємо Задачу 5.1.1 у термiнах AVs та iдеалiв, що генерую-

ться AVs. У нашому випадку, як AVs виступають C множини, а множини

неперервних функцiй, що набувають на них значення 0, – як їх iдеали. Так,

для C множини E iдеалом функцiй, що визначають її як RV, буде множина

функцiй (iдеал, який генерується RV E):

I(E) = {f(x) ∈ C(K) : f(x)=
E

0}.

Довiльна сiм’я функцiй F ⊂ C(K), з одного боку, породжує iдеал

функцiй

〈F〉 = {
∑
fi∈F

fi(x) · gi(x), ∀gi(x) ∈ C(K), i ∈ J|F|} ⊂ C(K).

а з iншого – iндукує точкову конфiгурацiю

E ′(F) = {x ∈ Rn : fi(x) = 0, ∀fi ∈ F} − (5.20)

нуль множину (a vanishing locus, zero set) сiм’ї F , при цьому F є генератором

(базисом, a generator) RV E ′(F). Вiдповiдно, Задача 5.1.1 – це задача пошуку

скiнченної сiм’ї функцiй F , такої, що
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E = E ′(F) (5.21)

або I(E) = 〈F〉 , (5.22)

отже, це задача пошуку генератора E як RV такого, що |F| = m.

Залежно вiд вигляду та кiлькостi компонент у F , а також можливостi

їх скорочення без втрати властивостi отриманої сiм’ї породжувати саме

множину E, її генератори можуть бути скiнченними та нескiнченними,

полiномiальними, гладкими, незвiдними та звiдними тощо, а задача пошуку

генератору E iз тими чи iншими властивостями є задачею пошуку (E.SR)

вiдповiдного вигляду.

Для Cb-множини E пропонується пiдхiд до розв’язання Задачi 5.1.1,

який полягає у: а) проведеннi C-A i G-A з видiлення сiм’ї функцiй

Φ(E) ⊆ I(E) ⊆ C(K) (Задача 5.2); б) видiлення з Φ(E) сiм’ї F вигля-

ду (5.1), що забезпечує виконання умови (5.22). В ходi розв’язання Задачi 5.2

ставиться допомiжна задача побудови якомога ширшої сiм’ї Φ(E) для того,

щоб другий етап був здiйсненний (Задача 5.3), а також щоб Задачу 5.2 для

Cb-множини E ′ ⊂ E можна було розв’язати доповненням Φ(E) множиною

функцiй, якi приймають нульового значення на E ′ та ненульового на E.

У термiнах iдеалiв, цi етапи представляються як задачi пошуку

Φ(E) ⊂ C(K), F ⊆ Φ(E) таких, що:

– для Задача 5.1.1 виконана умова 〈F〉 = 〈Φ(E)〉 (Умова 5.1.1);

– для Задачi 5.2 – Φ(E) ⊆ I(E), 〈Φ(E)〉 = I(E) (Умова 5.2);

– для Задачi 5.3 – ∀E ′ ⊂ E 〈Φ(E ′)〉 ⊃ 〈Φ(E)〉 (Умова 5.3);

– для Задачi 5.4 – задачi побудови (E.ISR) –

Φ(E) 6= 〈F\{fi}〉 , ∀i ∈ Jm. (5.23)

Зауваження 5.5. RV (5.20), що задовольняє умову (5.21), є математи-

чною моделлю C–множини E (далi E.MM ), у якiй ця множина представля-
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ється за допомогою функцiональних залежностей, заданих неперервними

функцiями. Будемо називати таку E.MM неперервною моделлю E (a conti-

nuous model of E, E.CM). Отже, Задача 5.1 є задачею пошуку деякої E.CM.

Нехай Задача 5.2 розв’язана i вибрана сiм’я функцiй (5.1) така, що

F ∈ Φ(E) i серед її компонент є нелiнiйнi функцiї. Ставиться питання

перевiрки, чи задає (5.3) строге f–представлення E, тобто чи виконана Умо-

ва 5.1.1. Розглянемо, як можна застосувати до цього Спосiб 5.1. Перший

шлях (далi Спосiб 5.1.1 ) обґрунтування того, що має мiсце (5.19), – це

аналiтично розв’язати нелiнiйну систему рiвнянь (5.3).

Для сiм’ї (5.1), що складається з пари диференцiйованих на E функцiй,

виконання умови (5.19) означає, що (5.3) – це (E.TR), а перевiрка, чи воно

виконується, може бути здiйснена способами, наведеними нижче (див. п. 5.4).

Ще один спосiб (далi Спосiб 5.1.2 ) – це безпосередня перевiрка умови (5.19)

в обидвi сторони:

необхiднiсть: x ∈ E ⇒ x ∈ E ′; (5.24)

достатнiсть: x ∈ E ′ ⇒ x ∈ E. (5.25)

Умова (5.24) виконана для будь-якої пiдсiм’ї функцiй з I(E), зокре-

ма для обраної для перевiрки сiм’ї F ⊂ Φ(E). Значно бiльшу складнiсть

представляє перевiрка умови (5.25). Зауважимо, що необхiдною умовою її

виконання є дискретнiсть областi (5.3), тому попередньо доцiльно здiйснити

перевiрку, що dim E ′ = 0, тобто F мiстить достатньо обмежень, щоб задати

дискретну область. Виходячи з цього, можна запропонувати таку iтерацiйну

схему розв’язання Задача 5.1.1.

1) Обрати як (5.1) m′ диференцiйованих функцiй з Φ(E), що не мають

сингулярностей у точках E. Показати, що умова (5.15) виконана на E, тобто

∀ x0 ∈ E : rank B(x0) = m′, (5.26)
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зокрема, при виборi m′ = n це потребує виконання умови (5.16) на E, яка

набуває вигляду: ∀ x0 ∈ E : |B(x0)| 6= 0.

Якщо (5.26) виконана, можна стверджувати, що система рiвнянь

fi(x) = 0, i ∈ Jm′, (5.27)

задає дискретну надмножину E ′ ⊇ E, а (5.27) є (E ′.SR).

2) Перевiрити, що E ′′ = E ′\E = ∅:

– якщо E ′′ = ∅, система рiвнянь (5.27) є шуканим (E.SR), i процес

завершується;

– якщо E ′′ 6= ∅, iз сiм’ї Φ(E) видiляється функцiя, що набуває на E ′′

ненульового значення, додається у сiм’ю (5.1), i перевiрка здiйснюється для

m′ = m′ + 1.

У зв’язку з вищевикладеним, виникає питання про видiлення сiм’ї

Φ(E) для кожного класу Cb-множин, тобто про розв’язання Задача 5.2. Коли

вона розв’язана для введених вище класiв Cb-множин, новi класи Cb-множин

можуть формуватися Способами 3.1-3.3.

Дослiдимо, як формуються базиси iдеалiв, а, вiдповiдно, i сами iдеали

C–множин, одержаних у результатi лiнiйних перетворень та деяких теоретико-

множинних операцiй, зокрема, розглянемо питання формування f-представлень

Cb-множин, сформованих Способами 3.1, 3.2. З цiєю метою адаптуємо ре-

зультат, наведений у [218], до C–множин та кiльця C(K).

Для Cb множини E, отриманої з Cb множин E1, ..., EL Способами 3.1, 3.2,

розв’язки цих Задач 5.1.1, 5.2 можна знайти за розв’язками Задач 5.1.1, 5.2

для E1, ..., EL на основi такої теореми.

Теорема 5.1. Нехай E1, E2 ⊂ Rn – C–множини такi, що

El = E
′l(F l), де F l = {f l1, ..., f lml}, f li ∈ C(K), i ∈ Jml, l = 1, 2.

У такому випадку має мiсце:
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а) якщо E = E1 ∩ E2, то E = E ′(F1 ∪ F2);

б) якщо E = E1 ∪ E2, то E = E ′({f 1
i · f 2

j }i∈Jm1 ,j∈Jm2);

в) якщо E = ϕ(E1), де ϕ : Rn → Rn – невироджене лiнiйне перетворен-

ня, то

E = E ′({f 1
i ◦ ϕ})i∈Jm1 . (5.28)

Теорема (5.1) справедлива для довiльної пари генераторiв множин

E1, E2, i в разi скiнченностi F1, F2, вони дають розв’язок Задачi 5.1.1. Засто-

сована до Φ(E1),Φ(E2), ця теорема дає розв’язок Задачi 5.2, до I(E1), I(E2) –

дозволяє знайти I(E).

Наслiдок 5.1. Якщо E = E1 × E2, де El ∈ Rnl, l = 1, 2 – C–множини

такi, що El = E
′l({f l1(xl), ..., f lml(xl)}), l = 1, 2, то E = E ′({F l

i }i∈Jml , l=1,2), де

F l
i : Rn1+n2 → R1, F l

i (x1, x2) =
x3−l∈R3−l

f li (xl), i ∈ Jml, l = 1, 2.

Теорема 5.2. Якщо E – C–множина, для якої виконано (5.21), E1 ⊂ E,

то

E1 = E
′1(F1), (5.29)

де E ′1(F1) = E
′(F) ∪ {f}, f ∈ Φ(E) = Φ(E1)\Φ(E):

f(x) 6=
E\E1

0. (5.30)

Доведення дивись у додатку B.4. Дана теорема дозволяє ще одне

формулювання.

Теорема 5.3. Нехай E – C множина, для якої виконана умова (5.22)

та E1 ⊂ E. Якщо f ∈ Φ̄(E) = Φ(E1)\Φ(E): виконана умова (5.30), то

E1 = E
′1(F1), де F1 = F ∪ {f}.

Дана теорема вказує на те, за яких умов одна C–множина видiляється

з iншої за допомогою єдиного обмеження-рiвностi.

Розглянемо Задачу 5.2, тобто перейдемо до побудови сiм’ї Φ(E) Cb–мно-

жин (2.87), (2.88). Будемо вважати, що виконана умова (5.2). Якщо K ⊂ Rn,



254

то всi результати, наведенi нижче, безпосередньо узагальнюються з кiльця

C(Rn) на кiльце C(K).

Лема 5.1. Якщо E – множина евклiдових конфiгурацiй перестановок,

то довiльна симетрична функцiя постiйного постiйного значення на E.

Доведення дивись у додатку B.4.

Лема 5.2.

I(Enk(G)) ⊇ 〈Φsym
n (G)〉 ,

де Φsym
n (G) = {f(x)− f(g), f ∈ Φsym

n },
(5.31)

Φsym
n – кiльце неперервних симетричних функцiй n змiнних.

Доведення дивись у додатку B.4.

Таким чином, функцiональна частина строгих f–представлень загальної

Cb-множини перестановок може бути сформована з симетричних функцiй.

Наслiдок 5.2. Якщо E – PS, така що E ⊂ Enk(G), то

〈Φsym
n (G)〉 ⊂ I(E). (5.32)

Це означає, що Φsym
n (G) є також розв’язком Задачi 5.3 i можна вва-

жати, що множина Φ(E)\Φsym
n складається з несиметричних функцiй, якi

видiляють E з Enk(G). Включення (5.32) вiрно в силу властивостi iдеалiв:

A ⊂ B ⇔ I(B) ⊂ I(A).

Лема 5.3. Якщо E – множина e-конфiгурацiй перестановок зi знаком,

то довiльна парна симетрична функцiя набуває постiйного значення на E.

Лема 5.4.

I(E±nk(G)) ⊇ 〈Φsym
n (G) ∩ Φe

n(G)〉 , (5.33)
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де Φe
n(G) = {f(x)− f(g) : f(x) ∈ Φe

n}, (5.34)

Φe
n – множина функцiй n змiнних, парних по будь-якому набору своїх коор-

динат (even functions).

Доведення дивись у додатку B.4.

Наслiдок 5.3. Для довiльної SPS E ⊂ E±nk(G) має мiсце I(E) ⊃〈
Φ(E±nk(G))

〉
.

Теорема 5.4.

I(B′n) ⊇ {Φe
n({e})〉 , (5.35)

де Φe
n({e}) = {f(x)− f(e) : f(x) ∈ Φe

n}. (5.36)

Доведення дивись у додатку B.4.

Наслiдок 5.4.

Φ(Bn) = {f(2x− e)− f(e) : f(x) ∈ Φe
n}. (5.37)

Доведення дивись у додатку B.4.

Для того, щоб побудувати Φ(Bh
n), так само як i у попередньому випадку,

розглянемо бiнарний аналог Bh
n – B ′hn = 2Bh

n−e i назвемо його Cb–множиною

непарних бiнарних векторiв, якi характеризуватимуться парною сумою

координат елементiв для парних n i непарною сумою для непарних n, отже:

B
′h
n = {x ∈ B′n : xe = m}, де m mod 2 = n mod 2. (5.38)

Нехай також PB
′h
n = convB

′h
n .

Лема 5.5. Довiльна функцiя f(x), непарна по кожнiй координатi xi, i ∈

Jn, на B
′h
n набуває постiйного значення.

Доведення дивись у додатку B.4.
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Нехай Φodd,1
n – множина непарних по кожнiй координатi неперервних

функцiй, що не включає f(x) ≡ 0, а

Φodd,1
n (B ′hn ) = {f(x)− f(−e) : f(x) ∈ Φodd,1

n }. (5.39)

Зауважимо, що якщо x ∈ B ′hn , то f(y) =
y∈NPB′n(x)

−f(x), а це означає,

додавання у Φ(B′n) функцiї з Φodd,1
n (B ′hn ) дозволяє видiлити B ′hn iз B′n, а до-

повнення Φ(B′n) усiєю множиною (5.39) дозволяє сформувати Φ(B ′hn ). Отже,

має мiсце теорема.

Лема 5.6.

Φ(B ′hn ) = Φ(B′n) ∪ Φodd,1
n (B ′hn ),

де Φ(B′n), Φodd,1
n (B ′hn ) знайдено за формулами (5.36), (5.39) вiдповiдно.

Наслiдок 5.5.

Φ(Bh
n) = Φ(Bn) ∪ Φodd,1

n (Bh
n),

де Φ(Bn) знайдено за формулою (5.37),

Φodd,1
n (Bh

n) = {f(2x− e)− f(e) : f(x) ∈ Φodd,1
n (B ′hn )}.

Φ(Ee
n(G)) побудуємо з Φ(En(G)) подiбно лемi 5.5 та теоремi 5.6.

Лема 5.7. Довiльна знакопочережна функцiя (alternating function) f(x)

є постiйною на Ee
n(G).

Доведення дивись у додатку B.4.

Введемо позначення Φa
n для множини неперервних знакопочережних

функцiй n змiнних, а

Φa
n(Ee

n(G)) = {f(x)− f(g) : f(x) ∈ Φa
n}. (5.40)

Оскiльки ∀ x ∈ Ee
n(G), ∀ x ∈ Φa

n f(y) =
y∈NΠen(G)(x)

−f(x), то додавання у
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Φ(En(G)) функцiї з Φa
n(Ee

n(G)) дозволяє видiлити множину Ee
n(G) з En(G)

та сформувати iдеал множини Ee
n(G). Таким чином, має мiсце така теорема.

Теорема 5.5.

Φ(Ee
n(G)) = Φ(En(G)) ∪ Φa

n(Ee
n(G)),

де Φ(En(G)) та Φa
n(Ee

n(G)) знайдено за (5.31), (5.40) вiдповiдно.

5.2.2 Пiдходи до побудови нестрогих та змiшаних f-представлень

Наведемо два способи формування (E.MRs), (E.URs) C–множини E.

Перший – якщо обґрунтовано iснування E.PSR, то це пошук безпосередньо

f–представлення (E.PSR), тобто рiвняння строго опуклої описаної поверхнi

S та H–представлення P . Другий – видiлення функцiй, для яких вiдомi

межi змiни значень на E, формування на їх основi обмежень (5.3), (5.4) та

перевiрка умови (5.19). За побудовою, F матиме при цьому форму:

fj(x) =
E

0, j ∈ Jm′, hmin
j ≤ hj(x) ≤ hmax

j , j ∈ Jm′′/2,

де hmin
j = min

x∈E
hj(x);hmax

j = max
x∈E

hj(x), j ∈ Jm′′/2. Потiм необхiдна перевiрка

умови (5.25).

У багатьох випадках видiлення E з E ′ ⊃ E з вiдомим (E ′.FR) можливе

додаванням обмежень-нерiвностей. У такому випадку (E ′.SR), (E ′.MR) є

базою для утворення (E.MRs), а (E ′.UR) – для побудови (E.URs).

Так, наприклад, змiшане f–представлення Bn(m1,m2) (далi

(Bn(m1,m2).MR1)) можна побудувати об’єднавши (Bn.SR1) iзm1 ≤ xe ≤ m2,

а нестроге – додавши до цiєї подвiйної нерiвностi (Bn.UR1) (далi

(Bn(m1,m2).UR1 )). Аналогiчно додавання цiєї подвiйної нерiвностi до

(Bn.PSpR) приводить до формування змiшаного f–представлення, що є полiед-

рально-сферичним для Bn(m1,m2) (далi (Bn(m1,m2).PSpR)).
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5.3 Полiэдрально-поверхневi f-представлення

Враховуючи, що PSR (2.112) задає E як перетин строго опуклої по-

верхнi S iз багатогранником (2.112), (E.PSR) включає рiвняння

f(x) = 0 (5.41)

цiєї поверхнi та H–представлення багатогранника P вигляду (2.41). Це

нелiнiйне f–представлення вигляду (2.93), (5.41), що задається у формi (5.3),

(5.4) наступним чином:

f0(x) = f(x) = 0;

fi(x) = a
′T
i x− a′i0 = 0, i ∈ Jn′; fi+n′(x) = a

′′T
i x− a′′i0 ≤ 0, i ∈ Jn′′.

(5.42)

Строга його частина має вигляд fi(x) = 0, i ∈ J0
n′. Оскiльки n′′ > 0,

(5.42) є змiшаним f–представленням E i має параметри

m′ = n′ + 1,m′′ = n′′, m = n′ + n′′ + 1. (5.43)

Оскiльки всi його обмеження, за винятком (5.41), лiнiйнi, тип (E.PSR)

повнiстю визначається виглядом функцiї f(x). Так, якщо вона квадратична –

в цiлому це буде fP2–представлення, якщо бiквадратна – fP4–представлення

тощо.

Зауваження 5.6. Необхiдною умовою того, щоб (E.PSR) було незвi-

дним, є використання як (2.93) незвiдного H–представлення P . Але гаранту-

вати, що при цьому (E.PSR) також є незвiдним, можна лише для простих

багатогранникiв. Саме тому у роздiлi 4 увагу було придiлено видiленню

класу простих Cb–багатогранникiв.

Зауважимо також, що додавання обмежень у систему (5.42) зали-

шатиме її полiедрально-поверхневим f–представленням деякої C–множини
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E ′ ⊆ E, порядок якого вiдрiзняється вiд m (5.43) у бiльшу сторону. З iн-

шого боку, якщо замiсть P взяти релаксацiйний багатогранник P ′ другого

роду, що задовольняє умову E = P ′ ∩ S, E дозволятиме (E.PSR) за участю

H–представлення P ′, а його порядок вiдрiзнятиметься вiд m з (5.43) у меншу

сторону.

Ясно, що E дозволяє побудову: а) (E.PSpR), якщо вона полiедрально-

сферична; б) (E.PER), якщо вона є полiедрально-елiпсоїдальною; в) необхi-

дною умовою iснування (E.PSsR) є полiедрально-суперсферичнiсть E.

Для довiльної C–множини питання про те, чи дозволяє вона PSR, зали-

шається вiдкритим [90, 171]. Оскiльки за означенням PSR дозволяють лише

полiедрально-поверхневi множини, а вони, згiдно з теоремою 2.3, є вершинно

розташованими, видiлення окремих класiв C–множин, що дозволяють PSR,

обмежується класом VLS.

Безпосереднiй шлях встановити, що E дозволяє PSR, є пошук строго

опуклої поверхнi S, описаної навколо E (далi (PSR.Scheme 1 )). Якщо це

вдається зробити, одночасно доводиться i вершинна розташованiсть цiєї

множини.

Наведемо деякi класи C–множин, PSR яких iснує. Вiдповiдно, задача

побудови конкретного (E.PSR) для цих класiв зводиться до пошуку (P .HR)

та рiвняння S.

Приклад 5.1. Як було показано у прикл. 2.3, симплексна C-множина E

є PSpS, отже, для побудови (E.PSR) треба сформувати H–представлення

dE-симплекса та скласти рiвняння описаної гiперсфери.

Приклад 5.2. Спецiальна C-множина E також дозволяє побудову

(E.PSpR), оскiльки, як видно з (2.47), усi її точки рiвновiддаленi вiд точки x0 :

x0
i = 1

2(ei1 + ei2), i ∈ Jn, iнакше кажучи, лежать на гiперсферi з центром у

x0.

Ще один клас множин, що дозволяє PSR, – це 2LSs. Цей факт вста-
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новлюється такою теоремою.

Теорема 5.6. Довiльна 2LS E дозволяє побудову (E.PSR).

Доведення дивись у додатку B.4.

Зауваження 5.7. У ходi доведення теореми 5.6 будується сiм’я

Sκ = {x ∈ Rn : f0(x, κ)− |F| = 0}, κ ∈ R1
>0, (5.44)

де f0(x, κ) = ∑
F∈F
|n′TF x− a′F |κ, (5.45)

n
′T
F x, a

′
F : |n′TF x− a′F | = 1, F ∈ F. (5.46)

Зауваження 5.8. Сiм’я поверхонь f0(x, κ) задано виразом (5.45), побу-

доване на основi H–представлення багатогранника P , яке має бути вiдомим.

Доповнивши (P.HR) рiвнянням

f0(x, κ)− |F| =
E

0, (5.47)

де κ ∈ (1,∞), отримуємо сiм’ю полiедральних-поверхневих представлень

2LS E, якi далi можна дослiджувати на незвiднiсть.

Зауваження 5.9. У сiм’ї (5.44) обмежених поверхонь, S1 – багатогранна

поверхня, S2 – елiпсоїд, S∞ = lim
κ→∞S

κ = ∂P .

Вiдзначимо також, що вибiр iз нього пiдсiм’ї поверхонь

S2κ′ = {x ∈ Rn : f0(x, 2κ′)− |F| = 0}, κ′ ∈ N, (5.48)

дозволяє видiлити сiм’ю полiедрально-поверхневих fP2κ′–представлень множи-

ни E, що має форму (P .HR), f0(x, 2κ′) = |F|, де

f0(x, 2κ′) = ∑
F∈F

(n′TF x− a′F )2κ′.

Наслiдок 5.6. Довiльна 2LSE дозволяє побудову PER (далi (E.2LS.PER))

вигляду (P .HR) з рiвнянням (2.109), де
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A =
∑
F∈F

n
′

Fn
′T
F , b = 2

∑
F∈F

a′Fn
′T
F , c =

∑
F∈F

a
′2
F − |F|. (5.49)

Доведення дивись у додатку B.4.

Наведемо ще один спосiб побудови (E.PSR) для VLS, заданої у формi

(2.92) (далi (PSR.Scheme2 )). Вiн ґрунтується на виборi як f(x) кусково-

лiнiйної функцiї, яка задає ∂ P . За побудовою ця функцiя задовольняє умову

f(x) =
∂ P

0, звiдки слiдує спiввiдношення (2.106). Зафiксуємо параметр ρ > 0 i

побудуємо сильно опукле продовження F (x) iз параметром ρ функцiї f(x) з

E на K = P . З цiєю метою можна скористатися прийомами, запропонованими

у [251, 282, 374, 378]. Продовжимо F (x) з P на Rn зi збереженням виразу

функцiї i отримаємо F̂ : Rn → R1, що є сильно опуклою, отже, i строго

опуклою, на P . Якщо ця функцiя залишається строго опуклою в областi

C = {x ∈ Rn : F̂ (x) ≤ 0}, то за означенням E дозволяє PSR за участю

строго опуклої поверхнi S = {x ∈ Rn : F̂ (x) = 0}. Якщо строга опуклiсть

функцiї F (x) не розповсюджується на всю область C, для E також має мiсце

представлення (2.112). Це означає, що (P .HR) разом iз рiвнянням F̂ (x) = 0

також задають E i формують (E.MR).

5.4 Дотичнi f-представлення

Наведемо загальну схему побудови дотичних f–представлень C–множини

E, що ґрунтується на дослiдженнi властивостей диференцiйовних функцiй

(далi (TR.Scheme1 )). Дотичне представлення будуватимемо у формi

f1 (x) = 0, (5.50)

f2 (x) = 0. (5.51)

На першому етапi вибираємо диференцiйованi функцiї

f1(x), f2(x) ∈ Φ(E), f1(x) 6= f2(x) такi, що
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f1(x) =
E

0, f2(x) =
E

0, (5.52)

задають у просторi поверхнi

Sj = {x ∈ Rn : fj(x) = 0}, j = 1, 2, (5.53)

наприклад, f1(x), f2(x) – опуклi. На другому етапi перевiряємо виконання

умови (5.26) для m′ = 2, яку можна представити так:

∀x ∈ E ∃k(x) 6= 0 : ∇f2 (x) =
E
k(x) · ∇f1 (x) . (5.54)

Далi фiксуємо j ∈ J2 та методом множникiв Лагранжа розв’язуємо

задачу:

fj (x) →
S3−j

extr. (5.55)

Нехай

Xjmin = Argmin
S3−j

fj (x) , Zjmin min
Xjmin

= fj(x);

Xjmax = Argmax
S3−j

fj (x) , Zjmaxmax
Xjmin

= fj(x) −
(5.56)

повний розв’язок задачi (5.55).

У такому випадку система рiвнянь (5.50), (5.51) буде дотичним f–пред-

ставленням E, якщо виконано одну з умов: Xjmin = E, Zjmin = 0 або

Xjmax = E, Zjmax = 0.

Далi для визначеностi будемо вважати, що розв’язується задача (5.53),

(5.55) для j = 2. У позначеннях S = S1, f(x) = f2(x)− f2(0) вона набуває

вигляду:

f(x) →
x∈S

extr, (5.57)

де f(0) = 0,

S = {x : f1(x) = 0}. (5.58)
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Нехай

zmin = min
S
f(x), Xmin = Argmin

S
f(x); (5.59)

zmax = max
S
f(x), Xmax = Argmax

S
f(x). (5.60)

Вони пов’язанi з (5.56) таким чином:

Xmin = X2 min, zmin = Z2 min − f2(0); Xmax = X2 max, zmax = Z2 max − f2(0).

TR.Scheme1 може бути застосована для досить вузького класу фун-

кцiй f1(x), f(x), що дозволяють розв’язати задачу (5.57), (5.58) в явному

виглядi (див. приклади застосування у п. 6.4). Мiж тим, цей метод може

бути використаний для побудови f–представлень C-множин порядку m > 2,

що отримуються з дотичних f–представлень Cb-множин додаванням деяких

обмежень.

Ще один шлях (далi (TR.Scheme2 )) аналiтичного обґрунтування iсну-

вання дотичних f–представлень 2LSs.

Теорема 5.7. Якщо множина E дворiвнева та задовольняє умову (4.11),

вона допускає представлення у формi: E = S2 ∩ S4, де S2, S4 – поверхнi з

сiм’ї (5.48).

Доведення дивись у додатку B.4.

У термiнах дотичних f–представлень дана теорема може бути перефор-

мульована наступним чином.

Теорема 5.8. 2LS E, опукла оболонка якої – повномiрний дворiвневий

багатогранник P , має дотичне f–представлення вигляду

S2 : f0(x, 2) = ∑
F∈F

(n′TF x− a′F )2 − |F| = 0, (5.61)

S4 : f0(x, 4) = ∑
F∈F

(n′TF x− a′F )4 − |F| = 0. (5.62)
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(далi (E.2LS.TR1 )), де F – множина гiперграней P , а n′TF ∈ Rn, a′F ∈ R1

задовольняють умову (5.46) для всiх F ∈ F.

Зауваження 5.10. Якщо умова (4.11) не виконана, (P .HR) мiстить стро-

гу

частину, що в термiнах (5.42) можна представити ∃ n′ ∈ N:

fi(x) = a
′T
i x− a′i0 = 0, i ∈ Jn′.

Для побудови дотичного f–представлення E в цьому випадку скори-

стаємося тим саме прийомом, що i у теоремi 5.7, використавши у лiвiй

частинi рiвнянь (5.61) строгу частину H–представлення (5.42) та отримавши

допомiжний еiпсоїд:

S
′2 : f ′0(x, 2) = ∑

F∈F
(n′TF x− a′F )2 +

n′∑
i=1

(a′Ti x− a′i0)2 − |F| = 0.

Тепер знайдемо межi змiни функцiй a′Ti x на S ′ (i ∈ Jn′), скориставшись

таким фактом.

Лема 5.8. Елiпсоїд є WDS.

Доведення див. у додатку B.4.

Cкористаємося також наведеними у додатку B.4 розв’язками (B.55),

(B.56) лiнiйної задачi на елiпсоїдi (див. доведення леми 5.8). Нехай

C
′2 = convS

′2,

αi = min{1, 2
amax
i − amin

i

}, i ∈ Jn′,

де amin
i = min

C ′2
a′Ti x, a

max
i = max

C ′2
a′Ti x.

(5.63)

Побудуємо S2, S4 таким чином:

S2 : f0(x, 2) = ∑
F∈F

(n′TF x− a′F )2 +
n′∑
i=1

(αi(a′Ti x− a′i0))2 − |F| = 0; (5.64)

S4 : f0(x, 4) = ∑
F∈F

(n′TF x− a′F )4 +
n′∑
i=1

(αi(a′Ti x− a′i0))4 − |F| = 0, (5.65)
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де αi – коефiцiєнт нормування (5.63), i ∈ Jn′. За побудовою, вони забезпе-

чують виконання умови |αi(a′Ti x − a′i0)| ≤ 1 для i ∈ Jn′ у довiльнiй точцi

опуклого тiла C ′2. Оскiльки C2 = conv(S2) ⊆ C
′2, ця нерiвнiсть виконана i в

межах опуклого тiла C2. Повторюючи доведення теореми 5.7 iз урахуванням

того, що
n′∑
i=1

(a′ix − a′i0)2 =
E

0, (αi(a′Ti x − a′i0))2 ≤
C2

(αi(a′Ti x − a′i0))4, можна

показати, що (5.64), (5.65) у цьому випадку задає дотичне f–представлення

2LS (далi (E.2LS.TR2 )). Додаючи припущення, що n′ ∈ Z+, (E.2LS.TR1)

можна розглядати як окремий випадок (E.2LS.TR2), що вiдповiдає n′ = 0.

Об’єднаємо результати теореми 5.8 i заув. 5.10 у єдинiй теоремi.

Теорема 5.9. Якщо E – 2LS, то (E (2-level).TR2) – її дотичне представ-

лення, де F – множина гiперграней P ; n′TF ∈ Rn, a′F ∈ R1 задовольняють

умову (5.46) для F ∈ F; a′i ∈ Rn, a′i0 ∈ R1 (i ∈ Jn′) – параметри строгої

частини (P .HR).

Ще один метод побудови дотичних f–представлень (далi (TR.Scheme3 ))

застосовуваний у випадку, якщо рiвняння (5.50), (5.51) можна представити

в термiнах деякої норми:

∃ ‖.‖(α), ∃ α1, α2 ∈ R1
+ : f1(x) = ‖x‖(α1) − 1; f2(x) = ‖x‖(α2) − 1. (5.66)

Вiдповiдно, поверхнi (5.53) є сферами в вiдповiдному нормованому

просторi (далi ‖.‖(αi)-сфери, i = 1, 2).

Доведення того, що дана норма строго монотонна по α, тобто

∀α1, α2 ∈ R1
+, де α1 6= α2, виконана одна з умов:

∀ x ∈ Rn : ‖x‖(α1) ≥ ‖x‖(α2), (5.67)

∀ x ∈ Rn : ‖x‖(α1) ≤ ‖x‖(α2), (5.68)

є обґрунтуванням того, що (5.50), (5.51) є (E.SR). Якщо до того ж ця норма

є диференцiйованою функцiєю в областi K ⊃ E, (5.50), (5.51) буде (E.TR).
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А це означає, що, у разi виконання (5.67) S1 ⊆ C2, причому

E = S1 ∩ ∂C2, а у випадку (5.68) – E = S2 ∩ ∂C1, де Ci = conv Si, i = 1, 2.

Iнакше кажучи, у випадку (5.67) S1 вписана в S2, а в разi (5.68) S1 описана

навколо S2. При цьому, в термiнах норми ‖.‖(α), (5.52), (5.66) представляю-

ться у виглядi:

‖x‖(α1) =
E
‖x‖(α2) =

E
1.

Таким чином, доведено таку теорему.

Теорема 5.10. Якщо iснує строго монотонна по α функцiя ‖.‖(α) така,

що функцiї f1(x), f2(x) вигляду (5.66) задовольняють умови (5.52), (5.66),

то пара рiвнянь (5.50), (5.51) є (E.SR), а у випадку диференцiйованостi

f1(x), f2(x) у спiльних точках S1, S2 – це (E.TR).

5.5 Еквiвалентнi перетворення f-представлень

У даному пунктi наведемо декiлька способiв формування нових

f–представлень C–множини E iз вiдомого (E.FR). Перетворення з компонен-

тами f–представлень, якi при цьому вiдбуваються, називатимемо еквiвален-

тними, якщо вони не змiнюють скiнченної точкової конфiгурацiї, яку вони

задають.

Зауваження 5.11. Якщо для множини E побудоване строге або змiшане

f–представлення, таке що

m′ > 1, (5.69)

з нього можна сформувати iншi f–представлення, згортуючи в одне рiвняння

усi або частину рiвнянь (5.3) i зменшуючи тим самим його порядок. Нехай,

наприклад,

f1,m′(x) =
m′∑
j=1

f 2
j (x) = 0, (5.70)
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тодi, якщо виконано (5.69), то (5.4), (5.70) – (E.FR) порядку m−m′+ 1. По-

дiбним же чином можуть формуватися новi f–представлення на базi часткової

згортки компонент строгої частини (E.FR).

Узагальнимо даний спосiб твердженнi.

Твердження 5.1. [186] Нехай, E задано f–представленням (5.3), (5.4), а

I ⊆ Jm′, таке що ∀i ∈ I

∃ hi(x) : Rn → R1\{0}, (5.71)

∃si(y) : R1 → R1
+, si(y) = 0⇔ y = 0. (5.72)

У такому випадку якщо

f0 (x) = ∑
i∈I
hi(x) · si (fi(x)), (5.73)

то система обмежень (5.4),

fj(x) = 0, j ∈ J0
m′\I (5.74)

також є f–представленням E.

Доведення дивись у додатку B.4.

Так, наприклад, вибираючи у (5.71), (5.72) I = Jm′, hi (x) ≡ 1,

si (y) = y2, i ∈ I, отримуємо (5.70).

Наслiдок 5.7. Якщо (5.3) – це строге f–представлення E, то (5.70) є

однокомпонентним (E.SR).

Зауваження 5.12. Умову (5.72) можна записати в еквiвалентнiй формi:

∃si(y) : R1 → R1
+, si(y) ≤ 0⇔ y = 0.

Це показує, яким чином можна вiд (E.SR) переходити до (E.MR) та
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(E.UR) замiною рiвнянь fi(x) = 0, i ∈ Jm, парами нерiвностей fi(x) ≥ 0,

fi(x) ≤ 0, i ∈ Jm, iз подальшим вилученням надлишкових iз них. Цей

приклад пiдтверджує, що в окремих випадках ослаблення знака рiвностi в

f–представленнi E приводить до побудови нового (E.FR). Цей спосiб викори-

стовується, наприклад, у методi точної квадратичної регуляризацiї [303–305].

Даний засiб, застосований до (Bn.PSpR), приводить до формування

нестрогого f–представлення Bn:

f1(x) = (x− 0.5e)2 − n

4 ≥ 0;

fi+1(x) = xi − 1 ≤ 0, fi+n+1(x) = −xi ≤ 0, i ∈ Jn

(далi (Bn.UR1 )), що задає цю множину як перетин одиничного гiперкуба i

доповнення до вiдкритої одиничної кулi.

Згортка нестрогої частини f–представлень може бути проведена на

основi видiлення у нiй двостороннiх нерiвностей. Так, подвiйне обмеження

f ′ ≤ f(x) ≤ f ′′, де f ′ < f ′′, представляється у виглядi модульного обмеження:

|f(x)− f 0| ≤ δ0, де f 0 = 1
2(f ′ + f ′′), δ0 = 1

2(f ′′ − f ′) > 0, (5.75)

що дозволяє скоротити порядок f–представлення на одиницю.

Застосувавши цей засiб до нестрогої частини (Bn.PSpR), отримуємо

f–представлення (далi (Bn.MR1 )) вигляду:

f1(x) = (x− 0.5e)2 − n

4 = 0; fi+1(x) =
∣∣∣∣∣xi − 1

2

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2 , i ∈ Jn.

Як видно, скорочення порядку f–представлення привело до його переве-

дення з класу квадратичних у клас опуклих неполiномiальних. Переписавши

першу нерiвнiсть у (5.75) у формi: |f(x)− f 0|α ≤ (δ0)α, α > 1, можна запро-

понувати iншi f–представлення на основi згортки. Так, вибiр α = 2 приводить
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до побудови fP2–представлення (далi (Bn.MR4 )) вигляду:

f1(x) = (x− 0.5e)2 − n

4 = 0; fi+1(x) = x2
i − xi ≤ 0, i ∈ Jn.

Ще один спосiб – це задання нестрогої частини f–представлень у формi

ϕm′+i(x) ≤ 1, i ∈ Jm′′, що завжди здiйснене дiленням обох частин обмежень,

заданих функцiями fi(x) = hi(x) − hi(0), на hi(0), якщо hi(0) 6= 0, або

додаванням одиницi до обох частин нерiвностей, якщо hi(0) = 0 (i ∈ Jm′′), iз

таким представленням нестрогої частини f–представлення у виглядi:

max
i∈Jm′′

ϕm′+i(x) ≤ 1. (5.76)

Замiна нестрогої частини f–представлення нерiвнiстю (5.76) скорочує

його порядок на величину m− 1, але приводить, як правило, до негладкостi

нового f–представлення.

Так, застосувавши цей прийом до (Bn.PspR), отримаємо двокомпонен-

тне негладке f–представлення (далi (Bn.MR3 )):

f1(x) = (x− 0.5e)2 − n

4 = 0; f2(x) = max
i∈Jn
|2xi − 1| ≤ 1,

що в термiнах lp-норми представляється у виглядi

f1(x) = ‖x− 0.5e‖2
2 −

n

4 = 0; f2(x) = ‖x− 0.5e‖∞ ≤
1
2n .

(Bn.MR3) показує, що застосування норм – це ще один спосiб форму-

вання f–представлень.
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5.6 Релаксацiї та еквiвалентнi моделi C-множин

Формалiзуємо та розширимо результати попереднього пункту, що сто-

суються перетворень строгих f–представлень, у термiнах iдеалiв C–множин.

Далi розповсюдимо їх на нестрогi f–представлення.

Як було зазначено вище, RV E ′(F) вигляду (5.20), що задана сiм’-

єю F неперервних функцiй на K ⊆ E функцiй, є неперервною моделлю

C–множини E (E.CM), якщо виконана умова (5.21). E.CM називатимемо

незвiдною E.CM (an irredundant E.CM, E.ICM ), якщо виконана умова

(5.23).

Для випадку, коли (5.21) порушується, також введемо два класи моде-

лей, а саме RV E ′(F) називатимемо: a) релаксацiйною неперервною моделлю

E (a relaxation E.CM, E.RCM ), якщо E ⊂ E ′(F); б) посиленою неперервною

моделлю E (a toughened E.CM, E.TCM ), якщо E ⊃ E ′(F).

Таким чином, задача побудови (E.SR) належить класу задач форму-

вання E.CM, у той час як задача побудови (E.IR), зокрема (E.ISR), – є

задачею побудови E.ICM.

Нехай E ′(F) – E.CM, а

E ′′(F ′′) = {x ∈ Rn : f ′′i (x) = 0, ∀f ′′i ∈ F ′′}, (5.77)

де f ′′i : Rn → R1, f ′′i ∈ F ′′ ⊂ C(K ′′), де K ′′ ⊃ E, F 6= F ′′, при цьому F ′′ 6= F .

Якщо E ′′(F ′′) також є E.CM, RVs E ′(F) та E ′′(F ′′) називатимемо

еквiвалентними неперервними моделями C–множини E (equivalent E.CMs,

E.ECMs). Умову, яка вiдображає, що E ′(F), E ′′(F ′′) задають у просторi

одну i ту саму FPC, представлятимемо так:

E ′(F) ∼= E ′′(F ′′), (5.78)
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Аналогiчно, якщо F ′′ задає у просторi власну надмножину E, тобто

E ′(F) ⊂ E ′′(F ′′), (5.79)

E ′′(F ′′) буде E.RCM. Якщо

E ′(F) ⊃ E ′′(F ′′), (5.80)

E ′′(F ′′) являтиме собою E.TCM.

Нехай E ′(F) – E.ICM. Наведемо декiлька шляхiв побудови еквiвален-

тних E.CMs.

Теорема 5.11. Нехай E ′′(F ′′) є RV вигляду (5.77), тодi:

– E ′′(F ′′) є E.ICM, якщо fi ∈ F ,

F ′′ = h(fi) ∪ F\{fi}, (5.81)

h : R1 → R1 : h(y) = 0⇔ y = 0. (5.82)

Зокрема, якщо fi : Rn → R1
+, ∀fi ∈ F , α ∈ R1

>0, F ′′ = fαi ∪ F\{fi},

або якщо fi ∈ F , α ∈ R1
>0, F ′′ = |fi|α ∪ F\{fi};

– E ′′(F ′′) буде E.CM, якщо F ′′ = F (F) ∪ F , де F (F) – результат

арифметичних операцiй над елементами F , таких як додавання, вiднiмання,

множення, пiдведення до невiд’ємного степеня, наприклад, fi, fj ∈ F , ki, ki ∈

R1, α ∈ R1
>0 та

F ′′ = {kifi + kjfj} ∪ F або F ′′ = {fi · fj} ∪ F , або F ′′ = {fαi } ∪ F .

Якщо fi, fj : Rn → R1
+, fi, fj ∈ F , ki, ki ≥ 0, ki + kj = 1, то для

F ′′ = kifi + kjfj ∪ F\{fi, fj}
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має мiсце: a) (5.78), якщо ki, kj > 0; б) (5.79), якщо ki · kj = 0.

Зазначимо, що якщо (5.81) виконано, а (5.82) – нi, E ′′(F ′′) буде E.RCM.

Перейдемо до розгляду нестрогих та змiшаних f–представлень, тобто

до випадку m′′ > 0. Видiлимо у (5.1) двi частини:

F = F1 ∪ F2,F1 = {fi(x)}i∈Jm′ , F
2 = {tj(x)}j∈Jm′′ , (5.83)

де tj(x) = fj+m′(x), j ∈ Jm′′.

Узагальненням (5.20) на цей випадок буде точкова конфiгурацiя, задана

функцiональними обмеженнями загального виду:

E ′(F1,F2) = {x ∈ Rn : fi(x) = 0, ∀fi ∈ F1; tj(x) ≤ 0, ∀tj ∈ F2}.

Дане RV також називатимемо E.CM. Вiдповiдно, якщо F = F1 ∪ F2

породжує (E.IR) вигляду (5.3), (5.4), E ′(F1,F2) називатимемо E.ICM.

У даному випадку, задача формування E.CM може бути сформульова-

на як проблема пошуку F1,F2:

E = E ′(F1,F2), (5.84)

а проблема пошуку E.ICM як задача пошуку E.CM, що задовольняє (5.14).

Нехай умова (5.84) виконана. Узагальнимо поняття E.ECMs, E.RCM,

E.UCM i вiдповiднi умови (5.78)-(5.80). Отримаємо умову еквiвалентностi

пари E.CMs:

E ′(F1,F2) = E ′′(F ′′1,F ′′2). (5.85)

Крiм того, E ′′(F ′′1,F ′′2) є E.RCM, якщо E ′(F1,F2) ⊂ E ′′(F ′′1,F ′′2) та

E.TCM у разi E ′(F1,F2) ⊃ E ′′(F ′′1,F ′′2).

Теорема 5.12. Нехай E ′(F1,F2) є E.ICM, тодi має мiсце (5.85), якщо:

а) fi ∈ F
′′1 i
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F ′′1 = F1\{fi},F
′′2 = F2 ∪ {fi,−fi};

б) fi ∈ F
′′1, fi : Rn → R1

+ та

F ′′1 = F ′′1\{fi},F
′′2 = F ′′2 ∪ {fi};

в) fi, fj ∈ F1, ti′, tj′ ∈ F2, ki, kj ∈ R1, k′i′, k′j′ ∈ R1
+ та F ′′ = F ′ ∪ F , де

F ′ = {kifi + kjfj, k
′
i′ti′ + kjfj, k

′
i′ti′ + k′j′tj′, fiḟj, fiḣj′, hi′ḣj′};

г) якщо h задовольняє умову (5.82), а h′ – зростаюча, така що

h′ : R1 → R1 : h′(0) = 0, а F ′′ сформовано одним iз способiв:

F ′′ = h(fi) ∪ F\{fi}, або F ′′ = h′(tj) ∪ F\{hj}.

Теореми 5.11, 5.12 узагальнюють способи перетворень f–представлень,

наведенi у п. 5.2, а їх доведення ґрунтується на застосуваннi теореми 5.1.

5.7 Висновки за роздiлом 5

У даному роздiлi викладено основнi положення теорiї неперервних фун-

кцiональних представлень C–множин (f–представлень), якi задають множини

e-конфiгурацiй системами рiвнянь i/або нерiвностей, що зв’язують неперерв-

нi функцiї, заданi на C–множинах. Наведено класифiкацiю f–представлень,

зокрема видiлено класи полiномiальних та опуклих f–представлень, та пред-

ставлено основнi пiдходи до їх побудови залежно вiд їх типу та обраного

iнструментарiю – алгебраїчна геометрiя (AG), C-A або G-A. Засоби C-A,

G-A та дiйсної алгебраїчної геометрiї, узагальненої з кiльця полiномiв на

кiльце неперервних функцiй, використано в комплексi, зокрема, для викладе-

ння основних пiдходiв до побудови еквiвалентних та релаксацiйних моделей

C–множин як iнструменту математичного моделювання екстремальних задач

на цих множинах.
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Серед розглянутих класiв f–представлень C–множин особливу ува-

гу придiлено опуклим, що дозволяє застосування властивостей опуклих

функцiй при зведеннi ECOPs на цих множинах до задач глобальної опти-

мiзацiї. Особливу увагу придiлено двом класам опуклих f–представлень –

полiедрально-поверхневим i дотичним, якi за умови побудови полiномiаль-

них f–представлень гарантують мiнiмальний степiнь перших i мiнiмальний

порядок останнiх. Викладено загальнi пiдходи до їх побудови.

Iнтерес до побудови f–представлень викликаний тим, що вони дозво-

ляють моделювання C–множин, заданої як FPC, аналiтичними засобами,

що вiдкриває новi перспективи розв’язання екстремальних задач на цих

множинах неперервними методами. Так, f–представлення дозволяє довiль-

ну задачу комбiнаторної оптимiзацiї записати в формi задачi на умовний

екстремум, а в окремих випадках – класичної задачi на умовний екстремум.

Знаходження цiєї моделi обґрунтовує можливiсть застосування методiв нелi-

нiйного програмування до розв’язання ECOPs та актуальнiсть дослiдження

методiв побудови f–представлень як перспективного пiдходу до моделювання

C–множин, їх реалiзацiї для окремих класiв Cb–множин, а також порiвняння,

у т.ч. iз точки зору ефективностi застосування в оптимiзацiї.

Основнi результати п’ятого роздiлу опублiковано у роботах [181,182,

185–189,254,313,317–319,321,328,329,333,369].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [2,16,36,60,79,90,92,100,110,157,171,194,218,

245,251,282,303–305,374,378].



275

6 НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIОНАЛЬНI ПРЕДСТАВЛЕННЯ

Cb-МНОЖИН

Нехай E – Cb-множина, така що G – E.IM, A – E.GS, |G| = η,

k = |A| = kj, j ∈ Jn. Виходячи iз проведених вище дослiджень та кла-

сифiкацiї, представимо рiзнi способи аналiтичного опису умови x ∈ E.

6.1 f-представлення Cb-множин на основi C-A

Аналiтично представимо деякi з обмежень, за якими формувалася

A/G/n-типологiя C-множин. Далi сформуємо f-представлення деяких

Cb-множин, комбiнуючи вiдповiднi обмеження, демонструючи таким чином

Спосiб 5.2 формування f-представлень.

Умова E ⊆ Grid.Представимо умову (2.48) у виглядi xj ∈ A, j ∈ Jn.

Iнше її представлення – x ∈
k⋃
i=1
Hij, j ∈ Jn, де {Hij}i,j – гiперплощини (3.57).

Враховуючи, що гiперплощини задаються строгими однокомпонентними

лiнiйними f-представленнями, а їх об’єднання, за теоремою 5.1 (частина б),

можна задати добутком їх компонент, отримуємо f-представлення решiтки

Grid вигляду:

(Grid.SR1)
k∏
i=1

(xj − ei) = 0, j ∈ Jn.

Так, наприклад, (Bn.SR1) є окремим випадком (Grid.SR1), що вiдпо-

вiдає k = 2, A = {0, 1}. Ще одним f-представленням Grid буде:

(Grid.SR2)
k∏
i=1

(xj − ei)2 = 0, j ∈ Jn.

Особливiстю (Grid.SR2) є те, що fij = (xj−ei)2 ≥ 0, причому fij = 0⇔

⇔ xj − ei = 0 (i ∈ Jk, j ∈ Jn). Вiдповiдно, це дозволяє використати
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теорему 5.11 (частина a) i згорнути компоненти (Grid.SR2), отримавши

однокомпонентне fPk-представлення Grid:

(Grid.SR3)
n∑
j=1

k∏
i=1

(xj − ei)2 = 0.

Якщо E – U(∆).S, f-представлення вiдповiдної Grid (далi Grid∆) мо-

жна побудувати з використанням перiодичних функцiй. Так,

cos (2πxi) − 1 = 0, i ∈ Jn ⇔ x ∈ Zn, тому має мiсце змiшане тригоно-

метричне f-представлення:

(Grid∆.MR4) 1− cos 2π
∆ (xi − e1) = 0, e1 ≤ xi ≤ ek, i ∈ Jn.

Враховуючи невiд’ємнiсть функцiй 1−cos 2π
∆ (xi−e1), i ∈ Jn, можна ско-

ристатися результатом теореми 5.11 (частина б), у результатi чого одержуємо

нове f-представлення:

(Grid∆.MR5) n−
n∑
i=1

cos 2π
∆ (xi − e1) = 0, e1 ≤ xi ≤ ek, i ∈ Jn.

Наостанок, виходячи з невiд’ємностi лiвих частин рiвнянь f-представлень

(Grid.SR2)-(Grid∆.MR5), знаки рiвностi в них можна замiнити знаком ≤, у

результатi будуть отриманi нестрогi f-представлення (Grid.UR2)-(Grid∆.UR5),

вiдповiдно. Враховуючи, що Grid = E
n
k(G), таким чином, знайдено ряд

f-представлень Cb-множини розмiщень iз повтореннями. Наприклад,

(En
k(Jn).UR3) :

n∑
j=1

k∏
i=1

(xj − i)2 = 0;

(En
k(J0

n).UR5) : n−
n∑
i=1

cos 2π
∆ xi ≤ 0, 0 ≤ xi ≤ n, i ∈ Jn.

Оскiльки Bn, B′n є окремими випадками Grid∆, що вiдповiдають

A = {0, 1} та A = {−1, 1}, автоматично усi наведенi f-представлення цiєї



277

множини застосовнi до цих Cb-множин. Серед них наведене вище (Bn.SR1),

бiнарним аналогом якого є (B′n.SR1) – x2
i −1 = 0, i ∈ Jn. Прикладом тригоно-

метричного представлення Bn є (Grid1.MR4) для A = {0, 1}. Його вигляд –

cos 2πxi = 1, 0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ Jn.

Умова: E – R−S. Умову (2.67) легко записати в декартових координатах,

виходячи з її змiсту – xi 6= xj, 1 ≤ i < j ≤ n. Представимо її так:

|xi − xj|r ≥ δr, 1 ≤ i < j ≤ n, (6.1)

де r ∈ R1
>0, δ = min

i∈Jk−1
{ei+1 − ei}. Звiдси безпосередньо слiдує:

∏
1≤i<j≤n

|xi − xj|r ≥ δrC
2
n. (6.2)

I хоча (6.2) є релаксацiєю умови (6.1), для дискретної областi, що роз-

глядається, вона також виражає умову (2.67). До того ж f(x) =

= ∏
1≤i<j≤n

|xi − xj|r ∈ Φsym, отже, для PS E умову (6.2) можна посилити до:∏
1≤i<j≤n

|xi − xj|r ≥ ∆r, де ∆r = ∏
1≤i<j≤n

|ei − ej|r, або навiть до

∏
1≤i<j≤n

|xi − xj|r = ∆r. (6.3)

f-представлення Cb-множин без повторень.Додавання у

f-представлення Grid однiєї з умов (6.1), (6.2) дозволяє сформувати не-

строгi або змiшанi f-представлення Cb-множин перестановок та розмiщень

без повторень. Так, наприклад, (Grid.SRl) у сукупностi з (6.1) є змiшаним

f-представленням En
k (G) (далi (En

k (G).MR1 )), а (Grid.UR2) iз (6.2) – нестро-

гим f-представленням En
k (G) (далi (En

k (G).UR2 )).

Для En(G) врахуємо, що η = n = k, тобто в усiх наведених ви-

ще (Grid.FRs) можлива замiна k → n. Для визначеностi, Grid у дано-

му випадку позначатимемо Grid′. У результатi отримуємо ряд (Grid′.FRs).
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Так, (Grid′.SR1 ) матиме вигляд
n∏
i=1

(xj − ei) = 0, j ∈ Jn, а (Grid′.UR2 ) –
n∑
j=1

n∏
i=1

(xj − ei)2 ≤ 0.

Комбiнуючи f-представлення Grid′ iз (6.1) або (6.2), отримаємо змiшанi

та нестрогi f-представлення En(G). Серед них представлення En(G) вигляду

(Grid′.SR1), (6.1) (далi (En(G).MR1 )), а також f-представлення (Grid′.UR2),

(6.2) (далi (En(G).UR2 )). (Grid.SR1)-(Grid.SR3), доповненi умовою (6.3) (да-

лi (En(G).SR1 )-(En(G).SR3 )), є прикладами строгих f-представлень En(G).

f-представлення Ee
n(G), Eo

n(G). За теоремою 5.2, для того, щоб видiлити

Ee
n(G) з En(G), достатньо додавання до (En(G).FR) одного обмеження, що

задається функцiєю з сiм’ю Φ(En(G)), вiдмiнну вiд нуля на Eo
n(G). За таке

обмеження оберемо рiвняння, що визначається полiномом Вандермонда (the

Vandermonde polynomial):

F (x) =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi) ∈ Φa

n.

Згiдно з (2.50) та g ∈ Ee
n(G), маємо: F (x) =

Een
F (g) > 0, F (x) =

Eon

= −F (g) < 0, отже,

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi) =
∏

1≤i<j≤n
(gj − gi) (6.4)

є обмеженням, що видiляє Ee
n(G) з En(G), та

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi) = −
∏

1≤i<j≤n
(gj − gi) − (6.5)

умовою видiлення Eo
n(G) з En(G). Комбiнуючи знайденi вище

(En(G).FRs) iз (6.4) або (6.5), одержуємо f-представлення цих двох Cb-множин.

Наприклад, (En(G).SR1) разом iз (6.4) задають строге f-представлення Ee
n(G)

(далi (Ee
n(G).SR1 )), а (En(G).MR3) у сукупностi iз (6.5) визначають Eo

n(G)

(далi (Eo
n(G).MR3 )).



279

f-представлення Bh
n, B

h
n. Розглянемо спочатку питання побудови f–представлень

множин B ′hn , B
′h
n . За теоремою 5.2, видiлення цих Cb-множин iз B′n забезпечу-

ється додаванням до (B′n.FR) єдиного обмеження, що визначається функцiєю

з сiм’ї Φodd
n . Одна з таких функцiй – це f(x) =

n∏
i=1

xi ∈ Φodd
n .

Згiдно з (5.38),

f(x) =
n∏
i=1

xi =
x∈B′hn

αn, де αn =


1, якщо n mod 2 ≡ 0,

−1, якщо n mod 2 ≡ 1.
(6.6)

Тому рiвняння f(x) = αn, де αn та f(x) задовольняє (6.6), доповне-

не f-представленням B′n, є (B ′hn .FR). Наприклад, (B′n.SR1) з (6.6) – строге

f-представлення цiєї множини (далi (B ′hn .SR1 )).

Аналогiчно для видiлення B
′h
n iз B

′

n, до (B′n.FR) достатньо додати

f(x) = 1− αn, (6.7)

де f(x) та αn знайденi з (6.6). Наприклад, бiнарним аналогом (Bn.MR(2)) є

(B′n.MR(2)) : x2 − n = 0; −1 ≤ xi ≤ 1, i ∈ Jn,

яке, разом iз (6.7), є f-представленням B
′o
n (далi (B

′o
n .MR(2))).

Здiйснюючи замiну x→ 1
2(x+ e) у (6.6), маємо f(x) =

n∏
i=1

xi+1
2 =

x∈Bhn
αn

або

f(x) =
n∏
i=1

(xi + 1) =
x∈Bhn

2nαn. (6.8)

Звiдси маємо – довiльне (Bn.FR) разом iз (6.8) є (Be
n.FR), а разом iз

f(x) = 2n(1− αn) (6.9)

є (Be
o.FR), при цьому α задовольняє умову (6.6). Так, строге f-представлення
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Be
n, що вiдповiдає (B ′en .SR1), має вигляд (Bn.SR1), (6.8) (далi (Be

n.SR1 )); змi-

шане f-представлення Bo
n, що вiдповiдає (B ′on .MR(2)), має вигляд (Bn.MR(2)),

(6.9) (далi (Bo
n.MR(2))).

6.2 Полiедрально-поверхневi f-представлення Cb-множин: m = 1

У роздiлi 4 наведенi властивостi таких базових множин евклiдових

комбiнаторних конфiгурацiй, як загальнi Cb-множини перестановок Enk (G),

розмiщень En
ηk (G) i перестановок зi знаком E±nk (G), а також їх векторнi

узагальнення та спецiальнi класи i пiдмножини, такi, як Cb-множина парних

перестановок Ee
n (G) i парних булевих векторiв Bh

n тощо.

Усi вони, за винятком En
ηk (G), k > 2, є VLSs i PSpSs, тобто допускають

побудову (E.PSpR). У класi En
ηk (G), k > 2, єдиним вершинно розташованим

подкласом є ELSs класу En
n+1k (G). Для всiх зазначених класiв VLSs, у

роздiлi 4 наведенi рiвняння описаної сильно опуклої поверхнi S та незвiдних

H-представлень багатогранника P .

Комбiнуючи рiвняння S iз (P .IHR), отримаємо конкретне (E.PSR),

якщо E – повномiрна, або цiлi сiм’ї (E.PSRs) у тих випадках, якщо dE < n.

Враховуючи незвiднiсть H-представлень, що беруть у них участь, параметри

утвореного (E.PSR) будуть задовольняти такi умови:

m′(E.PSR) = m′(P.IHR) + 1, m′′(E.PSR) = m′′(P.IHR) = |H(P )|,

m(E.PSR) = m(P.IHR) + 1.

Обмежимося класом квадратичних PSRs Cb-множин, а серед PSpRs –

тими, що мають мiнiмальний радiус. Так, для Enk(G), комбiнуючи (4.50)

iз одним з H-представлень (Πnk(G).IHR1)-(Πnk(G).IHR3) та (Πnk(G).HRI),

отримаємо чотири полiедрально-сферичнi представлення (далi вiдповiдно,

(Enk(G).PSpR1 )-(Enk(G).PSpR3 ), (Enk(G).PSpRI)). Вибираючи замiсть (4.50)

рiвняння елiпсоїда (4.52), отримуємо набiр полiедрально-елiпсоїдальних пред-

ставлень Enk(G) (далi (Enk(G).PER1 )-(Enk(G).PER3 ), (Enk(G).PERI) вiд-
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повiдно).

Для En
ηk(G), полiедрально-елiпсоїдальне представлення отримується до-

повненням (Πn
ηk(G)) рiвнянням (4.56) iз параметрами (4.57). Для En

η2(G), що

є ще одним класом VLSs серед Cb-множин розмiщень, PSpR достатньо навести

для Bn(m1,m2). Його вигляд (далi (Bn(m1,m2).PSpR)) – рiвняння (2.117),

доповнене: а) (PBn(m1,m2).IHR) при 1 < m1,m2 < n; б) (PBn(m1, n).IHR)

при m1 > 1,m2 = n; в) (PBn(0,m2).IHR) при m1 = 1,m2 < n; г) (PBn.IHR)

при m1 = 0;m2 = n.

Для E±nk(G), PSpR має вигляд (Π±nk(G).IHR) плюс рiвняння гiперсфери

(4.62). Подiбно до Enk(G), доповнюючи (Πe
n(G).IHR) рiвнянням (4.50), маємо

PSpR множини Ee
n(G), а рiвнянням (4.52) – її PER. Так само, (PBh

n.IHR) iз

(2.117) дає (Bh
n.PSpR).

PSpRs/PERs базових полiмножин, породжених вищезазначеними

Cb-множинами, що є PSpRs, одержується об’єднанням Н-представлень вiд-

повiдних Cb-багатогранникiв та додаванням до них рiвнянь описаних гiпер-

сфер/елiпсоїдiв навколо складових Cb-множин [333,369].

6.2.1 PSRs Cb-множин на базi релаксацiй

Продемонструємо цей прийом на прикладi E = Enk(G). Скористаємося

(Πnk(G).HRI), яке представимо у такiй формi:

| ∑
j∈ω

xj − c|ω|| ≤ d|ω|, ω ⊂ Jn, (6.10)

де c|ω| = 1
2
|ω|∑
j=1

(gj + gn−j+1), d|ω| = 1
2
|ω|∑
j=1

(gn−j+1 − gj), ω ⊂ Jn.

Вибираючи i ∈ Jn, пiдводячи для ω ⊂ Jn таких, що |ω| = i, обидвi

частини нерiвностей (6.10) до степеня α ∈ (1,∞) та додаючи одержанi

нерiвностi (6.10), отримаємо
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Cα
i :

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

|
∑
j∈ω

xj − ci|α ≤ C i
nd

α
i , (6.11)

За побудовою Cα
i є строго опуклим тiлом i таким, що E ⊆ Cα

i , тобто

є Enk(G).RCM. Мiж тим, у лiвiй частинi (6.11) стоїть симетрична функцiя,

отже, виконано

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

|
∑
j∈ω

xj − ci|α =
Enk(G)

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

|
∑
j∈ω

gj − ci|α. (6.12)

Це рiвняння задає строго опуклу поверхню Sαi , описану навколо E, яку

можна вибирати як нелiнiйну компоненту PSRs даної Cb-множини. Комбiную-

чи (6.12) для рiзних i ∈ Jn, одержуємо iншi описанi навколо E гiперповерхнi.

Представимо це таким чином: нехай I ⊂ Jn, I 6= ∅,

SαI :
∑
i∈I

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

|
∑
j∈ω

xj − ci|α =
∑
i∈I

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

|
∑
j∈ω

gj − ci|α.

Ще одна сiм’ю S
′α
I строго опуклих поверхонь, описаних навколо Enk(G),

одержуємо, комбiнуючи рiвняння SαI iз рiвнянням площини (4.21), у якiй

лежить ця множина, наприклад, таким чином:

∑
i∈I

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

|
∑
j∈ω

xj − ci|α + (
n∑
i=1

xi)α =
∑
i∈I

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

|
∑
j∈ω

gj − ci|α + (
n∑
i=1

gi)α.

Цей спосiб також можна використати для побудови строго описаних

поверхонь, вiдмiнних вiд гiперсфери, елiпсоїда та суперсфери для iнших

множин, пов’язаних iз перестановками, наприклад, для Ee
n(G). Для множини

E±nk(G), враховуючи її симетрiю вiдносно 0, вiн дає такi рiвняння описаних

поверхонь для обраних I ⊂ Jn, α ∈ (1,∞):

Sαi :
∑
i∈I

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

∑
j∈ω
|xj|α =

∑
i∈I

∑
ω⊂Jn,|ω|=i

∑
j∈ω
|gj|α.
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Зазначимо, що при застосуваннi даного способу до дворiвневих

Cb-множин, таких як Bn, Bn(i, i + 1), B±n (1), границею тiла Cα
i буде без-

посередньо Sαi , тобто Sαi = ∂Cα
i . Аналогiчно, SαI = ∂Cα

I для випадку |I| > 1.

6.3 Строгi n-компонентнi f-представлення Cb-множин: m = 1

У даному пунктi, наведемо деякi строгi f-представлення Cb-множин

порядку щонайменше n та вкажемо умови, при яких вони є пересiчними. Як

основний засiб побудови, використаємо C-A. Крiм того, застосовуватимемо

зв’язок e-конфiгурацiй iз вiдображеннями.

6.3.1 Пересiчнi Enk (G)-представлення

Нехай E = Enk (G) – це Cb-множина перестановок з повтореннями,

тобто виконана умова n > k. У даному випадку умова (6.2) не дозволяє

видiлити E з Grid, оскiльки δ = 0. У той же час, згiдно з теоремою 5.1,

функцiя fr(x) вигляду (6.3) набуває постiйного значення на множинi E,

адже fr(x) ∈ Φsym. Перевiримо, чи дозволяє умова (6.3) видiлити E. Як

видно, умова (5.30) у теоремi 5.2 не справджується, адже вона виконана

на усiх e-конфiгурацiях з повтореннями, що лежать у Grid, а не тiльки у

точках E. Отже, для побудови f-представлень Enk (G) потрiбнi iншi засоби.

У наступнiй теоремi покажемо iнший спосiб побудови SRs Cb-множин,

що ґрунтується на їх C-A, стосується Способу 5.2 побудови f-представлень i

полягає у аналiтичному записi умови n = η, яку можна також представити

у формi: ∀x ∈ Enk (G)

{x1, ..., xn} = {g1, ..., gn} , (6.13)

iз подальшим розглядом отриманих спiввiдношень як рiвнянь поверхонь у

просторi.
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Теорема 6.1. Кожна iз систем рiвнянь

∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

xi = ∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

gi, j ∈ Jn, (6.14)

n∑
i=1

xji =
n∑
i=1

gji , j ∈ Jn, (6.15)

задає строге неперервне функцiональне представлення множини Enk (G).

Позначимо (6.14) – (Enk (G).SR1 ), (6.15) – (Enk (G).SR2 ).

Доведення дивись у додатку B.5.

Зауваження 6.1. Достатньою умовою виконання (5.16) для f-представлень

Enk(G) є

k ≥ 3. (6.16)

Таким чином, (6.16) є достатньою умовою того, щоб f-представлення

(6.14), (6.15) були незвiдними, iнакше кажучи, являли собою (Enk (G).IIRs).

Як буде показано далi, для випадку, коли (6.16) не виконана, тобто при

k = 2, в окремих випадках (En2 (G).SRi), i = 1, 2, – звiднi, i з них можуть

бути видiленi дотичнi f-представлення цих Cb-множин.

Наслiдок 6.1. Кожна iз систем рiвнянь

∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

xi = ∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

ei, j ∈ Jn;
n∑
i=1

xji =
n∑
i=1

eji , j ∈ Jn,

є строгим пересiчним f-представленням En (G) (у наших позначеннях це

(En (G).SR1), (En (G).SR2) вiдповiдно.

Наслiдок 6.2. [333] Кожна iз систем рiвнянь

fj(x) = ∑
ω⊆Jn
|ω|=j

∏
i∈ω

xi − Cj
m = 0, j ∈ Jm, fj(x) = ∑

ω⊆Jn
|ω|=j

∏
i∈ω

xi = 0, j ∈ Jn\Jn−m;

fj(x) =
n∑
i=1

xji −m = 0, j ∈ Jn.
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є строгим f-представленням Bn(m) (далi (Bn(m).SR1 ), (Bn(m).SR2 ) вiдпо-

вiдно).

(Enk (G).SR1), (Enk (G).SR2) для iнших спецiальних класiв Cb-множини

перестановок наведенi у [333].

Сформулюємо узагальнення теореми 6.1.

Теорема 6.2. Якщо ξ – бiєктивне вiдображення мiж елементами E =

Enk (G).GS й множиною E ′ =
{
e
′

1, ..., e
′

k

}
∈ R1, то кожна iз систем рiвнянь:

n∑
i=1

ξ(xi)j =
n∑
i=1

ξ(gi)j, j ∈ Jn; (6.17)
∑

ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

ξ (xi) = ∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

ξ (gi), j ∈ Jn, (6.18)

задає строге неперервне функцiональне представлення C-множини Enk (G).

Доведення дивись у додатку B.5.

Скористаємося (Enk (G).SRi), i = 1, 2, у побудовi SRs деяких класiв

Cb-множин.

6.3.2 Розширенi En
ηk (G)-представлення

Теорема 6.3. Cистема рiвнянь

n∑
i=1

xji =
k∑
i=1

nie
j
i , j ∈ Jn, (6.19)

ηi∏
j=0

(ni − j) = 0, i ∈ Jk,
k∑
i=1

ni = n, (6.20)

є розширеним f-представленням множини En
ηk (G) (далi (En

ηk (G).ESR1 )).

Доведення дивись у додатку B.5.

6.3.3 Пересiчнi E±nk (G)-представлення

Наслiдок 6.3. (з теореми 6.2) В умовах теореми 6.2,
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n∑
i=1
|ξ(xi)|j =

n∑
i=1
|ξ(gi)|j, j ∈ Jn;∑

ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω
|ξ (xi) | =

∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω
|ξ (gi) |, j ∈ Jn,

задає строге неперервне функцiональне представлення C-множини E±nk (G)

(далi (E±nk (G).SR1 )).

Наслiдок 6.4. (з теореми 6.2) В умовах теореми 6.2,

n∑
i=1

ξ(xi)2j =
n∑
i=1

ξ(gi)2j, j ∈ Jn;∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

ξ2 (xi) = ∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

ξ2 (gi), j ∈ Jn,

задає строге неперервне функцiональне представлення C-множини E±nk (G)

(далi (E±nk (G).SR2 )).

Наслiдок 6.5. [333]
n∑
i=1

x2j
i =

n∑
i=1

g2j
i , j ∈ Jn, є строгим fP2n-представленням

E±nk (G) (далi (E±nk (G).SR3 )).

Зауваження 6.2. Подiбно до заув. 6.1, виконання (6.16) є достатньою

умовою незвiдностi (E±nk (G).SRi), i = 1, 2, а вiдповiдно i їх пересiчностi. У

той же час, умова (6.16) не виконується для SSPSs. Як виявляється, для цих

множин цi f-представлення можуть бути звiдними, бiльш того, дозволяють

видiлення з них деяких дотичних f-представлень (див. п. 6.4).

6.3.4 Строгi f-представлення Ee
n (G), Be

n

Твердження 6.1. Довiльне (En (G).SRi), доповнене умовою (6.4), є

строгим f-представленням Ee
n (G) (далi (Ee

n (G).SRi)), а будь-яке (Bn.SRi),

доповнене рiвнянням (6.8), – строге f-представлення Be
n (далi (Bh

n.SRi)).

Вигляд знайдених SRs множин Enk(G), E±nk(G), Bn′ демонструє, що

оберненi до (5.31), (5.33), (5.35) включення також вiрнi i має мiсце такий

результат:

Теорема 6.4. I(Enk(G)) = 〈Φsym
n (G)〉, I(B′n) = 〈Φe

n({e})〉, I(E±nk(G)) =
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= 〈Φsym
n (G)〉 ∪ 〈Φe

n(G))〉 .

6.4 Дотичнi f-представлення Cb-множин

6.4.1 Застосування TR.Scheme1

Видiлимо у (Enk(G).SR1(a)) пару компонент: fj1(x) = 0, fj2(x) = 0, де

j1 < j2, та дослiдимо питання побудови дотичних f-представлень C-множин

на їх основi. Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що a = 0, отже,

розглядається (Enk(G).SR1), а також
n∑
i=1

gj1i = 1,
n∑
i=1

gj2i = b, у результатi чого

приходимо до задачi (5.57) з

f(x) =
n∑
i=1

xj2i , S = {x ∈ Rn :
n∑
i=1

xj1i − 1 = 0}. (6.21)

(далi Задача 6.4.(j1, j2)), де

j1, j2 ∈ Jn\{1}, j1 < j2. (6.22)

Розв’яжемо дану задачу для рiзних комбiнацiй j1, j2, попередньо видi-

ливши серед них чотири групи – ∃ l1, l2 ∈ N:

Випадок 6.4.1 : l1 < l2, j1 = 2l1, j2 = 2l2; (6.23)

Випадок 6.4.2 : l1 < l2, j1 = 2l1 + 1, j2 = 2l2 + 1; (6.24)

Випадок 6.4.3 : l1 < l2, j1 = 2l1, j2 = 2l2 + 1; (6.25)

Випадок 6.4.4 : l1 > l2, j1 = 2l1, j2 = 2l2 + 1. (6.26)

Теорема 6.5. Розв’язком Задачi 6.4.(j1, j2) буде:

– у Випадку 6.4.1 –

zmin = n−
j2−j1
j1 , Xmin = E

n
2 (G) , де S (G) =

{
−n−

1
j1 , n−

1
j1

}
; (6.27)
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zmax = 1, Xmax = CEn (1) ; (6.28)

– у Випадку 6.4.2 –

Xmin = xmin = ∆min = n−
1
j1 , (6.29)

Xmax =
[n−1

2 ]⋃
j=0

Enkj

(
Gj

)
, (6.30)

Gj =
{
−1j, 0n−2j−1, 1j+1

}
, kj =

∣∣∣S (Gj
)∣∣∣ ∈ {2, 3} , j ∈ J0

[n−1
2 ]; (6.31)

– у Випадку 6.4.3 –

zmin = −1, Xmin = −Bn(1); (6.32)

zmax = 1, Xmax = Bn(1); (6.33)

– у Випадку 6.4.4 –

zmin = −n1− j2j1 , Xmax = xmax = −n−
1
j1 ,

zmax = n1− j2j1 , Xmax = xmax = n−
1
j1 .

(6.34)

Доведення дивись у додатку B.5.

Введемо у розгляд нову C-множину, що виникла в ходi доведення

теореми 6.5 (див. (6.30)):

E =
[m−1

2 ]⋃
j=0

Enkj

(
Gj

)
, (6.35)

де Gj – трiйковi мультимножини (6.31).

Теорема 6.5 дозволяє виписати ряд дотичних представлень множини

(6.35) та деяких iз введених вище Cb-множин.

Наслiдок 6.6. 1. Множина B′n дозволяє дотичнi f-представлення вигля-

ду:
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(B′n.TR(j1, j2)) : f1(x) =
∑
i∈Jn

xj1i − n = 0, f2(x) =
∑
i∈Jn

xj2i − n = 0,

де j1, j2 задовольняють умову (6.23).

2. Множина B±n (1) дозволяє дотичнi f-представлення вигляду:

(B±n (1).TR(j1, j2)) : f1(x) =
∑
i∈Jn

xj1i − 1 = 0, f2(x) =
∑
i∈Jn

xj2i − 1 = 0,

де j1, j2 задовольняють умову (6.23).

3. Множина Bn(1) має такi дотичнi f-представлення:

(Bn(1).TR(j1, j2)) : f1(x) =
∑
i∈Jn

xj1i − 1 = 0, f2(x) =
∑
i∈Jn

xj2i − 1 = 0,

де j1, j2 задовольняють умову (6.25).

Множина (6.35) має дотичнi f-представлення вигляду:

f1(x) = ∑
i∈Jn x

j1
i − 1 = 0, f2(x) = ∑

i∈Jn x
j2
i − 1 = 0, (6.36)

де j1, j2 задовольняють умову (6.25) (далi (E.TR(j1, j2))).

Зауваження 6.3. Серед наведених у наслiдку 6.6 дотичних f-представлень,

мiнiмальний степiнь мають: а) (B′n.TR(2, 4)), (B±n (1).TR(2, 4)), що представ-

ляє бiнарну Cb-множину та множину B±n (1) як перетин гiперсфери з су-

персферою iз коефiцiєнтом деформацiї 2 (далi бiквадратної суперсфери);

б) (Bn(1).TR(2, 3)), що задає Cb-множину Bn(1) перетином гiперсфери i кубi-

чної поверхнi Ферма [161]; (E.TR(3, 5)), що представляє множину E вигляду

(6.35) як перетин поверхнi Ферма з полiномiальною поверхнею степеня 5.

Саме цi f-представлення беремо у подальшому за основу i називатимемо

"базовими"f-представленнями вiдповiдної сiм’ї.

Використовуючи зв’язок мiж B′n та iншими множинами класу En
2(G),

мiж B±n (1) та класом CEn(r), на базi насл. 6.6 можна записати їх TRs [188,
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333], серед яких дотичнi f-представлення Bn (далi (Bn.TR(j1, j2))) вигляду:

fl(x) =
∑
i∈Jn

(
xi − 0.5

2

)jl
− n

2jl = 0, l = 1, 2, (6.37)

де j1, j2 задовольняють умову (6.23). Це сiм’я полiномiальних f-представ-

лень Bn, що входить у сiм’ю (Bn.TR2(j1, j2)), i1.j2 ∈ N, i1 < j2, i серед яких

(Bn.TR1) = (Bn.TR(2, 4)).

Додавання рiвняння xe = a, де a ∈ R1 у дотичнi f-представлення Bn

та множини (6.35) дозволяє сформувати трикомпонентнi строгi компоненти

двох класiв Cb-множин, а обмеження на суму координат, дозволяє видiли-

ти Bn(m1,m2) iз Bn та побудувати змiшане f-представлення цiєї множини

порядку не вище чотирьох.

Наслiдок 6.7. Cb-множина Bn(m) має строге f-представлення порядку

m = 3 вигляду (6.37),

f3(x) =
∑
i∈Jn

xi −m = 0, (6.38)

де m ∈ Jn−1, j1, j2 задовольняють умову (6.23) (далi (Bn(m).SR(j1, j2))).

Множина Bn(m1,m2) має змiшане f-представлення вигляду (6.37),

f3(x) =
∑
i∈Jn

xi −m2 ≤ 0; f4(x) = −
∑
i∈Jn

xi +m1 ≤ 0,

де 1 ≤ m1 < m2 ≤ n − 1, j1, j2 задовольняють умову (6.23) (далi

(Bn(m1,m2).MR(j1, j2))).

Трiйковi Cb-множини перестановок, що iндукованi мультимножинами

вигляду (6.31), мають строгi f-представлення вигляду (6.36), (6.38) (далi

(Enkj .SR(j1, j2))), де kj задовольняє умову (6.31), а j1, j2 – умову (6.25).

Cb-множина Bh
n має строге f-представлення вигляду (6.8), (6.37) (далi

(Bh
n.SR(j1, j2))), де j1, j2 задовольняють умову (6.25).

Зауваження 6.4. Серед SRs, наведених у насл. 6.7, базовими є
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(Bn(m).SR(2, 4)), (Bn(m1,m2).SR(2, 4)), (Enkj .SR(2, 3))), (Bh
n.SR(2, 4))). Та-

ким чином, Bn(m), Bn(m1,m2) мають строгi опуклi полiномiальнi f-представ-

лення степеня 4 i порядку 3; деякi трiйковi Cb-множини перестановок дозво-

ляють строгi полiномiальнi f-представлення третього степеня i порядку три;

Bh
n дозволяє побудову fPn-представлення.

6.4.2 Застосування TR.Scheme2

У роздiлi 4 було видiлено чотири класи дворiвневих Cb-множин – Bn,

B′n, CEn, Bn(m), Bn(m′ − 1,m′),m′ ∈ Jn. Для побудови їх TRs можна

скористатися теоремами 5.8, 5.9.

Почнемо з B′n. Враховуючи, що у (PB′n.IHR) вiдсутня строга ча-

стина, тобто n′ = 0, скористаємося (E.2LS.TR1) i отримаємо f0(x, 2) =

=
n∑
i=1

x2
i − n = 0, f0(x, 4) =

n∑
i=1

x4
i − n = 0, що являє собою (B′n.TR1(2,4)).

Аналогiчно для E = B±n (1) f-представлення (E.2LS.TR1) матиме фор-

му:

f0(x, 2) =
n∑
i=1

∑
y∈B′n

(yixi)2 − 2n = 0, f0(x, 4) =
n∑
i=1

∑
y∈B′n

(yixi)4 − 2n = 0,

яке пiсля спрощення перетворюється на (B±n (1).TR(2, 4)).

Для побудови TRs множинBn(m),m ∈ Jn−1, скористаємося (E.2LS.TR2),

для чого перепишемо обмеження
(
xi − 0.5

2

)2
= 1/4 у "нормованiй"формi

(2xi − 1)2 = 1 (i ∈ Jn), звiдки отримуємо TR цiєї множини вигляду:

f0(x, 2) =
n∑
i=1

(2xi − 1)2 + α2
1(

n∑
i=1

xi −m)2 − n = 0,

f0(x, 4) =
n∑
i=1

(2xi − 1)4 + α4
1(

n∑
i=1

xi −m)4 − n = 0

(далi (Bn(m).α.TR1 )), де α1 ∈ [0, 1] обрано згiдно з (5.63) та яке представляє

цю Cb-множину як перетин елiпсоїда та бiквадратної опуклої поверхнi.
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Ще одне TR множини цього класу побудуємо на базi (Bn(m).HRI).

Нормуванню пiдлягає обмеження (n−1)xi−
∑
j 6=i
xj ∈ {−m,−m+1, ..., n−m},

яке представимо у виглядi |(n− 1)xi −
∑
j 6=i
xj − n−2m

2 | =
n
2 або 2

n|(n− 1)xi −

− ∑
j 6=i
xj − n−2m

2 | = 1. (E.2LS.TR2) у даному випадку дає:

f0(x, 2) = 2
n

n∑
i=1

(n− 1)xi −
∑
j 6=i
xj −

n− 2m
2

2

+ α2
1(

n∑
i=1

xi −m)2 − n = 0,

f0(x, 4) = 2
n

n∑
i=1

(n− 1)xi −
∑
j 6=i
xj −

n− 2m
2

4

+ α4
1(

n∑
i=1

xi −m)4 − n = 0

(далi (Bn(m).α.TR1 )), де α1 ∈ [0, 1] обрано з умови (5.63).

Зафiксуємоm′ ∈ Jn. Для формування Bn(m′−1,m′), запишемо обмеже-

ння
 n∑
i=1

xi −
m′ − 1

2

2

= 1/4 у "нормованому"виглядi – (2
n∑
i=1

xi−m′+1)2 = 1,

звiдки, використавши (E.2LS.TR2), одержуємо дотичне f-представлення:

f0(x, 2) =
n∑
i=1

(2xi − 1)2 + (2
n∑
i=1

xi −m′ + 1)2 − n− 1 = 0,

f0(x, 4) =
n∑
i=1

(2xi − 1)4 + (2
n∑
i=1

xi −m′ + 1)4 − n− 1 = 0

(далi (Bn(m′ − 1,m′).TR1 )).

Зауважимо, що в останнiх випадках квадратичною компонентою TRs є

елiпсоїди. Вибираючи в них замiсть бiквадратної компоненти

H-представлення вiдповiдного багатогранника, одержимо полiедрально-елiпсої-

дальнi f-представлення вiдповiдних Cb-множин.

6.4.3 Застосування TR.Scheme3

Дотичнi f-представлення (B′n.TR(j1, j2)), (B±n .TR(j1, j2)) також можна

побудувати за допомогою lp-норми ‖.‖p (p ≥ 1) та масштабованої lp-норми

‖.‖(p) = (
n∑
i=1
|xi|p)1/p (p ∈ [1,∞)). Вiдомо, що обидвi цi норми монотоннi, а

саме lp-норми зростаюча, а масштабована lp-норма спадна [91,178]. Таким
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чином, для побудови TRs застосовна теорема 5.10.

Сiм’я одиничних суперсфер iз центром у 0 є сiм’єю одиничних

lp-сфер Sα = {x : ‖x‖α = 1}, α ∈ [1,∞) у lp-просторi. Спiльними точка-

ми Sα1, Sα2, α1 < α2, є точки E = B±n . ‖x‖α є диференцiйованою у точках

E при α ∈ [2,∞), отже, умови теореми 5.10 виконанi i (B±n .TR(α1, α1))

iснує ∀α1, α2 : 2 ≤ α1 < α2 < ∞. А взагалi iснує сiм’я опуклих строгих

f-представлень B±n , якi в евклiдовiй нормi представляються так:

(B±n .SR(α1, α2)) : ‖x‖α1 = 1, ‖x‖α2 = 1, де 1 ≤ α1 < α2.

Для B′n вiрнi аналогiчнi мiркування, а саме компоненти

(Bn.TR(j1, j2)) представляються у виглядi:

Sα1 : ‖x‖(α1) = 1, Sα2 : ‖x‖(α2) = 1, 1 ≤ α1 < α2, (6.39)

причому B′n ⊂ Sα1, l = 1, 2. Оскiльки ‖.‖(p) строго монотонна, має мiсце

B′n = Sα1 ∩Sα1 i (6.39) завжди є строгим опуклим f-представленням B′n (далi

(B′n.SR(α1, α1))). До того ж, ‖x‖(α1) – диференцiйована на B′n при α2 <∞,

отже, (6.39) задає сiм’ю TRs (далi (B′n.TR(α1, α1))) при 1 ≤ α1 < α2 ≤ ∞.

6.4.4 TRs декартових добуткiв Cb-множин

Нехай Ei ⊂ Rni, n1, n2, i = 1, 2, мають TRs вигляду:

f 1
1 (x) = 0, f 1

2 (x) = 0; (6.40)

f 2
1 (y) = 0, f 2

2 (y) = 0. (6.41)

Ставиться питання побудови на їх основi f-представлень множини

E ⊂ Rn, де E = E1 × E2, n1 + n2 = n. Ясно, що система (6.40), (6.41),

розглянута у розширеному для E1, E2 просторi Rn, є строгим чотириком-

понентним f-представленням E. Виникає питання про пошук TRs. У [333]
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було запропоновано пiдхiд вирiшення цього питання шляхом визначення

константи α ∈ (0, 1) у представленнi E вигляду:

f1 (x, y) = αf 1
1 (x) + (1− α) f 2

1 (y) = 0; f2 (x, y) = αf 1
2 (x) + (1− α) f 2

2 (y) = 0.

Зокрема, було доведено таку теорему.

Теорема 6.6. [333] Для довiльних n1, n2 ∈ N, система рiвнянь

(
−1 +

√
5
) n1∑
i=1

x4
i +

(
3−
√

5
) n2∑
j=1

y2
j =

(
−1 +

√
5
)
n1 +

(
3−
√

5
)
,

(
−1 +

√
5
) n1∑
i=1

x2
i +

(
3−
√

5
) n2∑
j=1

y4
j =

(
−1 +

√
5
)
n1 +

(
3−
√

5
)

задає дотичне f-представлення множини E = B′n1
×B±n2

(1).

6.5 f-представлення C-множин: m > 1

На прикладi множини E = Enk(G) продемонструємо, яким чином мо-

жна застосовувати результати побудови f-представлень числових Cb-множин

до аналiтичних описiв векторних Cb-множин. Як спецiальний клас E, для

якого також наведемо f-представлення, оберемо множину E ′ = En. Зазна-

чимо, що для iнших множин сiм’ї (4.94) можуть бути застосованi такi самi

засоби.

Для даної множини E, обидвi гiперсфери

Sr1,min(r1,min) :
k∑
i=1

n∑
j=1

(xij − al,minij )2 = (r1,min)2, l = 1, 2− (6.42)

iз параметрами (4.113), (4.114), є описаними навколо E. Отже, (6.42) у су-

купностi iз (Pnk(G).IHR) дають два PSpRs Enk(G) (далi (Enk(G).PSpR1 ),

(Enk(G).PSpR2 )). Вони збiгаються i тому дають PSpR мiнiмального радi-

уса лише в одному випадку, коли k = n. У цьому випадку одержується
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полiедрально-сферичне f-представлення E, що включає (Pn.PSpR) та рiвня-

ння гiперсфери

Srmin(rmin) :
n∑

i,j=1
(xij − aminij )2 = (rmin)2,

iз параметрами (4.115) (далi (En.PSpR)). Використавши у цих PSpRs рiвнян-

ня елiпсоїда (4.119), отримаємо набiр PERs Enk(G), En.

Для побудови такого f-представлення множини E скористаємося її

представленням (4.95) через декартовi добутки булевих Cb-множин пере-

становок, а також використаємо (Bn(m).SR1), у результатi маємо строге

f-представлення вигляду:

k∑
i=1

xk
′

ij = 1, j ∈ Jn, k′ ∈ Jk;
n∑
j=1

xn
′

ij = ni, i ∈ Jk, n′ ∈ Jn

(далi (Enk(G).SR1 )).

Враховуючи наявнiсть (Bn(1).TR(2, 3)), для E ′ кiлькiсть компонент у

цьому f-представленнi може бути суттєво скорочена до

n∑
i=1

xk
′

ij = 1, j ∈ Jn;
n∑
j=1

xk
′

ij = 1, i ∈ Jn, k′ = 2, 3,

(далi (En.SR1 )). Зауважимо, що це f-представлення є кубiчним, а також

опуклим у Rn2.

Враховуючи (4.95), E можна представити у формi:

E = Bkn ∩D,

де D : xTj e = 1, j ∈ Jn; x′ie = ni, i ∈ Jk. (6.43)

Вiдповiдно, адаптуючи до Bkn будь-яке з f-представлень булевої

Cb-множини, у сукупностi iз (6.43), одержимо вiдповiдну кiлькiсть f-представ-
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лень множини E. Так, застосування (Bn.TR(2,4)) приводить до побудови

опуклого бiквадратного f-представлення E вигляду (6.43),

k∑
i=1

n∑
j=1

(xij − 0.5)2 = kn

4 ,
k∑
i=1

n∑
j=1

(xij − 0.5)4 = kn

16

(далi (Enk(G).SR2 )), яке для E ′ набуває вигляду:

n∑
i,j=1

(xij − 0.5)2 = n2

4 ,
n∑

i,j=1
(xij − 0.5)4 = n2

16

(далi (En.SR2 )). Нарештi, адаптацiя (Bn.SR1) до множини E приводить до

формування її строгого опуклого квадратичного f-представлення вигляду

(6.43), x2
ij − xij = 0, i ∈ Jk, j ∈ Jn (далi (Enk(G).SR3 )). Зокрема, (En.SR3)

матиме вигляд (6.43), x2
ij − xij = 0, i, j ∈ Jn.

Серед побудованих f-представлень E мiнiмальний степiнь два – ма-

ють (Enk(G).PSpR1), (Enk(G).PSpR2) та (Enk(G).SR3), а мiнiмальний поря-

док – у бiквадратному f-представленнi (Enk(G).SR2). Те саме стосується i до

f-представлень E ′. Подальшi дослiдження зi зменшення порядку бiквадра-

тного f-представлення множини E можуть проводитися у напрямку побудови

її дотичного f-представлення, яке iснує, враховуючи її дворiвневiсть E та

результат теореми 5.9. Виходячи з вигляду (Pnk(G).HR), має мiсце такий

результат.

Наслiдок 6.8. Iснують α, βi ∈ (0, 1), i ∈ Jk, такi, що множина Enk(G)

має таке бiквадратне дотичне f-представлення (далi (Enk(G).TR)):

k∑
i=1

n∑
j=1

(2xij − 1)2 +
k∑
i=1

α2
i (

n∑
j=1

xij − ni)2 + β
n∑
j=1

(
k∑
i=1

xij − 1)2 = nk,

k∑
i=1

n∑
j=1

(2xij − 1)4 +
k∑
i=1

α2
i (

n∑
j=1

xij − ni)4 + β
n∑
j=1

(
k∑
i=1

xij − 1)4 = nk.

Наслiдок 6.9. Iснують α, β ∈ (0, 1) такi, що множина En має таке

бiквадратне дотичне f-представлення (далi (En.TR)):
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n∑
i,j=1

(2xij − 1)2 + α2 n∑
i=1

(
n∑
j=1

xij − 1)2 + β2 n∑
j=1

(
n∑
i=1

xij − 1)2 = n2,

n∑
i,j=1

(2xij − 1)4 + α4 n∑
i=1

(
n∑
j=1

xij − 1)4 + β4 n∑
j=1

(
n∑
i=1

xij − 1)4 = n4.

Iншi f-представлення En можна знайти у роботах [186,188,329].

Для Cb-множини матриць перестановок та їх узагальнень з сiм’ї (4.94)

f-представлення знаходяться комбiнацiєю кiлькох чинникiв – властивостей

їх генераторiв, представлення за допомогою теоретико-множинних опера-

цiй над множинами класу Bn(m). Розширенi f-представлення сiм’ї (4.94)

пропонується будувати з використанням спiввiдношення (2.133) у формi

зв’язуючого рiвняння x = XT · gA, доповненого f-представленням вiдповiдної

числової Cb-множини з сiмей (3.14), (3.15).

6.6 Розширенi f-представлення C-множин: m > 1

Подiбний пiдхiд пропонується використовувати до побудови розши-

рених f-представлень iнших векторних Cb множин, а саме для векторної

Cb-множини EN ⊂ Rmn iз числа наведених у п. 2.6 пропонується єдиний

пiдхiд до побудови розширених f-представлень на базi f-представлень вiдпо-

вiдної числової Cb-множин E ⊂ Rn та встановленого у п. 2.6 зв’язку мiж EN

i E. Зв’яжемо результуючi множини E та EN за допомогою спiввiдношень

(2.128), забезпечивши таким чином виконання умови (2.127) при виборi ζ у

формi ∀ vec(X) ∈ EN ζ→ x = (f(x1), ..., f(xn)) ∈ E, де X = (x1, ...,xn).

Це дозволяє будувати f-представлення EN на базi f-представлень E.

Дiйсно, нехай (5.3), (5.4) є (E.FR). Додавши умову x = (f(x1), ..., f(xn)), що

зв’язує вектори Rn та RN , отримуємо f-представлення EN (далi (EN .FR1 )),

яке у векторнiй формi має вигляд:

fj(f(x1), ..., f(xn)) = 0, j ∈ Jm′, fj(f(x1), ..., f(xn)) ≤ 0, j ∈ Jm\Jm′,



298

де xj ∈ Rm, j ∈ Jn, а f задовольняє умову (2.129).

Ще один спосiб наведено у [182]. Вiн полягає у видiленнi однiєї коорди-

нати кортежiв, що забезпечує бiєкцiю з множиною кортежiв з подальшою

побудовою набору iнтерполяцiйних полiномiв для iнших координат та застосу-

вання f-представлення для множини допустимих значень обраної координати.

У результатi будується розширене f-представлення векторної Cb-множини.

Якщо такої координати знайти не вдається, пропонується розширити вектори

результуючої множини координатою з їх номером та використати цю штучну

координату для побудови розширеного f-представлення шуканої множини.

6.7 Висновки за роздiлом 6

У шостому роздiлi теорiю неперервних функцiональних представлень

FPCs, а саме її пiдходи, пов’язанi iз застосуванням C-A i G-A, застосовано

до побудови аналiтичних представлень Cb-множин.

Переважна бiльшiсть побудованих f-представлень – полiномiальнi, а се-

ред них – строгi полiномiальнi степеня n i змiшанi квадратичнi полiедрально-

поверхневi f-представлення, тобто вони є представленням цих множин як

алгебраїчних i напiвалгебраїчних вiдповiдно. Вiдповiдно, до побудови таких

представлень можуть бути застосованi класичнi засоби дiйсної алгебраїчної

геометрiї [36,79,110]. Так, строге функцiональне представлення (Bn(m).SR3)

Cb-множини Bn(m), отримане таким чином, можна знайти у [94]. Вiдмiтною

особливiстю побудованих у данiй роботi f-представлень вони суттєво викори-

стовують той факт, що вони є iнструментом аналiтичного опису FPCs, бiльш

того – множин е-конфiгурацiй. Саме це дозволило знайти ефективнi шляхи

формування f-представлень широкого класу множин комбiнаторного хара-

ктеру засобами структурного та геометричного аналiзу. Отриманi результати

безпосередньо можна адаптувати на довiльну FPC пiсля представлення її як

C-множин пiсля видiлення її з скiнченної решiтки аналiтичними засобами за
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допомогою функцiональних обмежень.

У даному роздiлi теорiя неперервних функцiональних представлень

застосована до ряду базових C-множин як числових, так i векторних, а також

проведено порiвняння побудованих у результатi f-представлень. Головною

сферою застосування цих результатiв є оптимiзацiйнi задачi на C-множинах,

для яких з побудовою f-представлень цих множин, з’являється можливiсть

їх розв’язання не тiльки методами дискретного, але i неперервного, програ-

мування, а також їх комбiнування.

У зв’язку з тим, що для ряду класiв Cb-множин було побудовано ряд

f-представлень, виникає потреба у додатковому дослiдженнi ефективностi їх

використання для рiзних класiв задач оптимiзацiї.

Оскiльки бiльшiсть f-представлень C-множин, запропонованих у роботi,

є полiномiальними, їх застосування до широкого класу задач полiномiальної

комбiнаторної оптимiзацiї [8, 70, 86,111,119,120,141] дозволяє їх розв’язання

методами полiномiального програмування, а пiсля переходу до розгляду

вершинно розташованих множин е-конфiгурацiй, що, як встановлено, завжди

можливо для C-множин, – також опуклої полiномiальної оптимiзацiї [102,

160,243].

Основнi результати шостого роздiлу опублiковано у роботах [181,182,

185–189,254,313,317–319,321,328,329,333,339,369].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [8,35,36,44,70,79,86,91,94,102,110,111,119,120,

141,160,161,217,243,306].
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7 ПРОДОВЖЕННЯ ФУНКЦIЙ З C-МНОЖИН

Згiдно з означенням 1.2, F (x) є продовженням функцiї

f : E → R1 (7.1)

з множини E ⊂ Rn на E ′ ⊆ Rn, якщо виконанi наступнi умови – (1.43),

F : E ′ → R1; E ′ ⊃ E.

Як зазначено у п. 1.8, продовжувати можна довiльну функцiю з до-

вiльної власної пiдмножини Rn, дискретної чи континуальної. Далi будемо

вважати, що областю продовження є C-множина E i дослiджуватимемо

властивостi таких продовжень. Якщо E ′ = Rn, область, на яку вiдбувається

продовження, не вказуватимемо.

Здiйснимо класифiкацiю продовжень функцiї за виглядом функцiї

F (x). Так, якщо F (x) ∈ C(E ′), вона буде неперервним продовженням f(x)

(C-продовженням, f.C-E), якщо F (x) ∈ C1(E ′) – неперервно диференцiйов-

ним продовженням (C1-продовженням, f.C1-E), якщо F (x) ∈ C2(E ′) – двiчi

неперервно диференцiйовним продовженням (f.C2-E), якщо F (x) ∈ C∞(E ′) –

нескiнченно неперервно диференцiйовним (нескiнченно гладким) продовжен-

ням (f.C∞-E); якщо E ′ – опукла i F (x) опукла (строго/сильно опукла) на

E ′ – опуклим продовженням (a convex extension, CE, f .CE) (строго/сильно

опуклим продовженням) (a strictly/strongly CE) f(x) з E; якщо F (x) угну-

та (строго/сильно угнута) – угнутим (a concave extension) (строго/сильно

угнутим) продовженням (a strictly/strongly concave extension) f(x) з E на E ′

тощо.

Оскiльки функцiя −F (x) є угнутим продовженням для −f(x), у

подальшому акцент зробимо на побудовi опуклих продовжень.

Продовження F (x) функцiї f(x) назвемо строгим продовженням
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(a strict extension, f.SE ) з множини E, якщо виконано:

F (x) = f (x) ⇔ x ∈ E, (7.2)

iнакше нестрогим.

Встановимо зв’язок мiж строгими f-представленнями множин та продов-

женнями з них. Представимо функцiю F (x) у формi

F (x) = f(x) + ∆F (x), тодi умову (7.2) можна переписати у виглядi

∆F (x) = 0 ⇔ x ∈ E, що означає, що ∆F (x) = 0 – строге однокомпонентне

f-представленняE. Як було показано у розд. 5, однокомпонентнi f-представлен-

ня C-множин формуються з їх строгих f-представлень, що ще раз свiдчить

про актуальнiсть розв’язання задачi їх побудови для рiзних класiв Cb-множин,

яка була розглянута у роздiлах 5, 6.

Якщо побудовано строге продовження функцiї з Cb-множини E, то воно

буде просто її продовженням з кожної C-множини E ′ ⊂ E, яку породжує E,

i строгим лише з E.

Основнi питання, якi будуть дослiджено у даному роздiлi, – це iснува-

ння продовжень заданого типу з C-множин певного типу (далi Задача 7.1 ),

головним чином опуклих та угнутих, та пошук конструктивних способiв їх

побудови (далi Задача 7.2 ).

Оскiльки основне питання, що ми дослiджуємо, – моделювання

C-множин, покажемо, яким чином до її розв’язання можна застосувати

продовження функцiй з них. Нехай E 6= Grid, а це означає, що ∃E ′ ⊃ E:

E ′ ⊆ Grid. У такому випадку представлення E у формi:

E = {x ∈ E ′ : φi(x) = 0, i ∈ Jµ′; φi(x) ≤ 0, i ∈ Jµ\Jµ′} (7.3)

за допомогою прямого обмеження, що видiляє з Rn FPC E ′, та функцiональ-

них, якi видiляють E з E ′, є E.MM. Тут передбачається, що



302

φi(x) : E ′ → R1, i ∈ Jµ. (7.4)

Теорема 7.1. Якщо

Φi(x) : E ′ → R1, i ∈ Jµ, – продовження (7.4) з E на E ′ ⊃ E, (7.5)

то E = {x ∈ E ′,Φi(x) = 0, i ∈ Jµ′, Φi(x) ≤ 0, i ∈ Jµ\Jµ′} − E.MM.(7.6)

Доведення дивись у додатку B.6.

Оскiльки математичнi моделi (7.3), (7.6) – E.EMMsтеорема 7.1 вказує

новi шляхи математичного моделювання Cb-множин за допомогою продов-

жень функцiй, що задають функцiональнi обмеження, якi видiляють цi

множини з Grid. Як було показано у розд. 6, Cb-множини (3.14), (3.15)

дозволяють побудову E.CMs. Виникає питання про iснування CMSs до-

вiльних C-множин. Теорема 7.1 вказує способи вирiшення даного питання.

Так, якщо як E ′ вибрати деяку Cb-множину, а як E – C-множину E ⊂ E ′,

а потiм неперервно продовжити φi(x), i ∈ Jµ, з E на континуальну мно-

жину K ⊃ E, то буде побудовано неперервну модель E, що складається

з E ′.CM та функцiональної частини (7.6), яка є еквiвалентною до (5.3),

(5.4). Задача, яка при цьому вирiшується, – це побудова E.CM для заданої

C-множини E (далi Задача 7.3 ). Зауважимо, що задача побудови φi.C∞-E

завжди розв’язувана, адже як продовження можна вибрати iнтерполяцiйнi

полiноми Φi(x) =
E
φi(x), i ∈ Jµ.

Як видно, iз застосуванням продовжень до моделювання C-множин

пов’язане ще одне важливе питання – видiлення класiв множин, функцiй та

продовжень, якi дозволяють замiняти компоненти f-представлень множин

їх продовженнями, адже це вiдкриває новi перспективи побудови E.ECMs

множини у формi E = {Fi(x) = 0, i ∈ Jm′, Fi(x) ≤ 0, i ∈ Jm\Jm′}, де

Fi : K → R1 – неперервне продовження f(x) з E на K, i ∈ Jm.

Сформулюємо Задачу 7.3 у термiнах iдеалiв. Нехай виконана умова
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(5.84), де (5.83) має вигляд:

F = F1 ∪ F2, F1 = {fi(x)}i∈Jm′ , F
2 = {fi(x)}i∈Jm\Jm′ . (7.7)

Нехай також

F ′′ = F ′′1 ∪ F ′′2, F ′′1 = {Fi(x)}i∈Jm′ , F
′′2 = {Fi(x)}i∈Jm\Jm′ . (7.8)

Задача 7.3 полягає у побудовi сiм’ї неперервних продовжень Fi(x)

функцiй fi(x) (i ∈ Jm) з E на континуальну множину K ⊃ E, тобто сiм’ї

(7.8), що задовольняє умову E = E ′′(F ′′), де E ′′(F ′′) = {x ∈ Rn : fi(x) = 0,

∀fi ∈ F ′′}.

Сформулюємо ще одну задачу (далi Задача 7.4 ). Вона полягає у видi-

леннi таких класiв C-множин та сiмей функцiй (7.7), (7.8), для яких виконана

умова (5.85). Таким чином, Задача 7.3 пов’язана iз побудовою СМs для кон-

кретного класу C-множин, у той час як Задача 7.4 є стосується сукупностей

таких класiв.

Означення 7.1. Функцiю F : E ′1 × E
′2 → R1 назвемо розширеним

продовженням (an extended extension, f .EE ) функцiї (7.1) з E на E ′12 =

E
′1 × E ′2, якщо E ⊂ E

′1, ∃n2 ≥ 1 : E ′2 ⊆ Rn2, а також виконанi умови

F (x, y) =
(x,y)∈E×E′2

f(x); ∃(x, y) ∈ E ′ : F (x, y) 6= F (x,0).

Умова (7.9) означає, що f .EE – це не просто функцiя f , розглянута

у розширеному просторi, а що у її формулюваннi використовуються новi

змiннi.

Розширенi продовження функцiй є головним iнструментом побудови

CMs E у розширеному просторi (далi розширених CMs E, extended CMs,

E.EMs). У попереднiх роздiлах ми вже зустрiчалися iз EMs. Так, у роздi-
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лi 3 було показано схему переходу вiд довiльної C-множини E до вершинно

розташованої булевої у розширеному просторi, а також три способи пере-

творень C-множин, що не є PSpSs, у полiедрально-сферичнi множини. При

цьому також виникають додатковi спiввiдношення, що зв’язують початковi

та новi змiннi, якi є компонентами E.EMs, з котрих можна видiлити деякi

EEs функцiй, заданих на E. Крiм того,у розд. 4 було наведено розширенi

H-представлення деяких комбiнаторних багатогранникiв, якi також є еле-

ментами розширених f-представлень E, а зв’язуючi спiввiдношення, тобто

компоненти цих представлень, якi включають як вихiднi, так i додатковi

змiннi, є розширеними продовженнями вiдповiдних елементiв сiм’ї (5.1).

7.1 Iснування опуклих/угнутих продовжень з C-множин

Розглянемо Задачу 7.1. Нехай E ⊂ Rn – область продовження

f : E → R1, а K – опукла множина така, що K ⊃ E, i на яку будується

опукле продовження F .

Необхiдну i достатню умову iснування F дає теорема 1.11, яка в термi-

нах звужень функцiї має наступний вигляд.

Теорема 7.2. Опукле продовження F функцiї f з E на K iснує тодi i

тiльки тодi, коли f є звуженням деякої опуклої на K функцiї.

Наслiдок 7.1. Для довiльної поверхнево розташованої точкової конфi-

гурацiї E iснує опукле продовження F функцiї f з E на K.

Доведення дивись у додатку B.6.

Вибираючи у насл. 7.1 як E усю поверхню S або C-множину, одержимо

такий результат:

Наслiдок 7.2. З довiльної строго опуклої поверхнi S iснує опукле про-

довження функцiї f : S → R1 на довiльну опуклу множину K ⊆ Rn.

Наслiдок 7.3. Для довiльної VLS E iснує опукле продовження функцiї

f : E → R1 на довiльну опуклу множину K ⊃ E.



305

Насл. 7.2 є узагальненням теореми 1.12, а насл. 7.3 – теореми 1.7.

Зокрема, останнiй розширює область, на яку можливi опуклi продовження,

з P = convE на довiльну опуклу множину K ⊇ P .

Наслiдок 7.4. Якщо E – C-множина, що не є VLS, то опукле продовжен-

ня F функцiї f з E на K iснує тодi i тiльки тодi, коли умова (1.47) виконана

для точок E\vertP .

Як конструктивний спосiб побудови F можна також вибрати (1.48).

Теорема 7.3. Для довiльної VLS E iснує строго опукле продовження F

будь-якої функцiї f : E → R1 на довiльну опуклу множину K ⊃ E.

Доведення дивись у додатку B.6.

Сформулюємо узагальнення теореми 1.7.

Теорема 7.4. Для довiльної SLS E, вписаної у сильно опуклу поверхню

S = {x ∈ Rn : f1(x) = 0}, (7.9)

iснує сильно опукле продовження F будь-якої функцiї f : E → R1 на опуклу

множину K ⊃ E.

Доведення дивись у додатку B.6.

Наведенi у розд. 1 конструктивнi способи побудови f .CE ґрунтуються

на використаннi (1.48), що передбачає залучення у формуваннi усiх точок

E, що є проблемою, яка практично не реалiзується, для множин великої

потужностi, i до яких належить переважна бiльшiсть Cb-множин. Тому

потрiбен пошук шляхiв побудови опуклих продовжень, що використовують

фундаментальнi властивостi множин, з яких вони будуються, а також вигляд

функцiї f(x). Далi будуватимемо опуклi продовження з VLSs, адже, як

зазначалося у розд. 3, множину E, не обмежуючи загальностi, завжди можна

вважати вершинно розташованою.

Отже, нехай E – VLS. Згiдно з теоремою 2.3, E – є також SLS зi строго
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опуклою описаною поверхнею, заданою (7.9). Розглянемо питання, за яких

умов опуклi продовження функцiй, заданих на E, iснують у формi (1.49).

Нехай E ⊂ Rn – VLS, на якiй задано функцiю f(x) (далi Умова 7.1 ):

f(x) ∈ C2(X), (7.10)

Крiм того,вiдомо, що E – SLS, описана поверхня S якої задана строго

опуклою функцiєю f1(x) (далi Умова 7.2 ):

f1(x) ∈ C2(X1), (7.11)

Необхiдно розв’язати Задачу 7.2 на опуклому компактi K : E ⊂ K ⊆

⊆ X ∩X1. Для її вирiшення сформулюємо узагальнення теореми 2.5 з [163].

Теорема 7.5. [163] Нехай f ∈ C2([0, 1]n), X ⊆ [0, 1]n, f0 ∈ C2(X), f0 –

сильно опукла з параметром ρ > 0 на X. У такому випадку ∃M > 0 таке,

що для довiльного µ > M функцiя (1.49) – строго опукла на X.

Теорема 7.6. Якщо виконанi умови (7.10), (7.11), при цьому X ⊆ [0, 1]n,

X∩X1 6= ∅, то для довiльного опуклого компакту K ⊆ X∩X1 ∃µ∗(K) > 0

таке, що ∀µ > µ∗(K) функцiя F (x, µ) виду (1.49) – строго опукла на K.

Доведення дивись у додатку B.6.

Теорема 7.7. Якщо для E, f(x), f1(x) виконанi Умови 7.1, 7.2, (7.10),

(7.11), то для довiльного опуклого компакту K ⊆ X ∩X1 ∃µ∗(K) > 0 таке,

що ∀µ > µ∗(K) функцiя (1.49) є строго опуклим продовженням f(x) з E на

K.

Доведення дивись у додатку B.6.

Зауваження 7.1. Обмеження X ⊆ [0, 1]n в умовах теореми 7.7 можна

послабити до наступного – X ⊆ [a, b], де a < b, a, b ∈ Rn, адже перехiд вiд

x ∈ [0, 1]n до x′ ∈ [a, b] здiйснюється невиродженим лiнiйним перетворенням,
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яке не впливає на строгу опуклiсть функцiї, що перетворюється.

Зауваження 7.2. Нехай E – SSsS, тобто має мiсце (2.111), тодi, вра-

ховуючи (1.49), для довiльних f : E → Rn та α ∈ (1,∞) iснує µ∗(K,α) > 0

таке, що

F (x, µ(α), α) = f(x) + µ(α)(‖x− x0(α)‖αα − rα(α)), µ(α) > µ∗(K,α)−

сiм’я сильно опуклих продовжень f(x). Серед них

F (x, µ(α), α) = f(x) + µ(α)((x− x0(α))α − rα(α)), µ(α) > µ∗(K,α), (7.12)

де α > 1, α mod 2 = 0, – сiм’я двiчi неперервно диференцiйовних таких

продовжень. При α = 2, (7.12) перетворюється на (1.49), (1.50), а теорема 7.7 –

у насл. 1.3.

Наслiдок 7.5. Якщо функцiя f1(x) – сильно опукла з параметром ρ > 0

на K, то ∀ ρ′ ∈ R1
>0 ∃ µ′(K) ∈ R>0 та, що ∀µ > µ′ функцiя (1.49) сильно

опукла на K з параметром не менше ρ′.

Доведення дивись у додатку B.6.

Теорема 7.7 дає достатню умову iснування розв’язку Задачi 7.2.1 у

формi (1.49).

Що стосується Задачi 7.2.2, то, здiйснюючи замiни

f(x)→ −f(x), F (x)→ −F̃ (x) в умовах теореми 7.6, отримуємо таке.

Наслiдок 7.6. Якщо функцiя f1(x) – сильно опукла з параметром ρ > 0

на K, то ∃ µ∗(K) ∈ R>0: ∀µ > µ∗(K) функцiя F̃ (x, µ) = f(x) − µf1(x) –

строго угнута на K.

Зауваження 7.3. Область K, на яку здiйснюється опукле продовження,

має властивiсть K ⊇ P , отже, багатогранник P – найменша множина, на яку

може вiдбуватися таке продовження. Нас насамперед цiкавитиме випадок,

коли K ⊇ C, де C – опукле тiло C = {x ∈ Rn : f1(x) ≤ 0}, тобто
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f .CE будується щонайменше на внутрiшнiсть замкненого контуру, заданого

рiвнянням f1(x) = 0.

У [323], наведено деякi нижнi оцiнки порогового параметру регуляри-

зацiї µ∗(K), що забезпечує строгу опуклiсть функцiї (1.49) в межах K.

7.2 Конструктивнi методи побудови CEs з VLSs

У попередньому пунктi було розглянуто способи конструктивного фор-

мування опуклих продовжень f(x) з SLSs на базi її аналiтичного виразу

та рiвняння описаної поверхнi або так званої регуляризацiї [120]. Таким чи-

ном, було представлено спосiб розв’язання Задачi 7.2.1, який безпосередньо

переноситься на Задачу 7.2.2.

Наступний спосiб розв’язання Задачi 7.2.1 для f(x) полягає у її редукцiї

до Задач 7.2.1, 7.2.2 з бiльш простими функцiями. Ця редукцiя триватиме,

доки не будуть одержанi складовi функцiї, CEs та угнутi продовження яких

можуть бути знайденi аналiтично.

Введемо позначення: а) F (x), F [.],k(x) – розв’язки Задачi 7.2.1 для

f(x) i (f [.](x))k вiдповiдно; б) F̃ [.],k(x) – розв’язок Задачi 7.2.2 для (f [.](x))k,

f+(x) = max{0, f(x)}.

Теорема 7.8. Для функцiї f(x) вигляду (7.1) такої, що:

f(x) = f 1(x) · f 2(x), де f 1(x), f 2(x) ≥
K

0, (7.13)

розв’язок Задачi 7.2.1 iснує у формi:

F (x) = (F 1,1(x) · F 2,1(x))+ + 1
2((F 1,1(x))2 + (F 2,1(x))2−

−F̃ 1,2(x)− F̃ 2,2(x)).
(7.14)

Доведення дивись у додатку B.6.

Згiдно з (7.14), побудова CE добутку двох невiд’ємних на E функцiї
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зведена до побудови CEs цих функцiй та угнутих продовжень їхнiх квадратiв.

Зауважимо, що за умовою функцiї f 1,1(x), f 2,1(x) невiд’ємнi на K.

Якщо вони також є добутками невiд’ємних на K функцiй, теорема 7.8 може

бути також застосована до побудови F 1,1(x), F 2,1(x).

Теорема 7.9. Якщо функцiя (7.1) має вигляд

f(x) = −f 1(x) · f 3(x), де f 1(x), f 3(x) ≥
E

0; ∃M > 0 : f 3(x) ≤
K
M, (7.15)

то розв’язок Задачi 7.2.1 iснує у формi:

F (x) = (F 1,1(x)(M − F̃ 3,1(x)))+ + 1
2((F 1,1(x))2 + (F̃ 3,1(x))2−

− F̃ 1,2(x)− F̃ 3,2(x)) +M(F 3,1(x)− F̃ 1,1(x)− F̃ 3,1(x)).
(7.16)

Доведення дивись у додатку B.6.

Формула (7.16) говорить про те, що для побудови CE добутку двох

невiд’ємних на E функцiї, взятому зi знаком мiнус, достатньо побудови

опуклих та угнутих продовжень цих функцiй та угнутих продовжень їхнiх

квадратiв.

Наслiдок 7.7. Якщо в умовах теореми 7.9 функцiя f 2(x) обмежена

зверху на K, розв’язок Задачi 7.2.2 iснує у формi:

F̃ (x) = −(F 1,1(x)(M − F̃ 3,1(x)))+ −
1
2((F 1,1(x))2 + (F̃ 3,1(x))2−

− F̃ 1,2(x)− F̃ 3,2(x)) +M(F̃ 1,1(x) + F̃ 3,1(x)− F 3,1(x)),

де M ∈ R1
>0 таке, що f 2(x) ≤

K
M .

Зауважимо, що, як i у попередньому випадку, в разi, якщо в умовах

теореми 7.9 функцiї f 1,1(x), f 3,1(x) представленi добутками невiд’ємних на K

функцiй, то F 1,1(x), F 3,1(x) у (7.16) можуть бути знайденi з використанням

теореми 7.8, F̃ 1,1(x), F̃ 3,1(x) – за допомогою теореми 7.9, а F̃ 1,2(x), F̃ 3,2(x) –
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iз використанням наслiдку 7.7.

Теорема 7.10. Якщо визначена на E функцiя f(x) має вигляд (7.15),

то розв’язок Задачi 7.2.1 iснує у формi:

F (x) = 1
2((F 1−3(x))2 − F̃ 1,2(x)− F̃ 3,2(x)), (7.17)

де F 1−3(x) = max{F 1,1(x)− F̃ 3,1(x), F 3,1(x)− F̃ 1,1(x)}. (7.18)

Доведення дивись у додатку B.6.

Застосування даного способу потребує побудови опуклих i угнутих

продовжень функцiй f 1(x), f 3(x) та угнутих продовжень їхнiх квадратiв.

Результатом є зазвичай недиференцiйоване f .CE.

Зауваження 7.4. Для застосування наведених засобiв потрiбнi способи

побудови як опуклих, так i угнутих продовжень функцiй, що є множниками

f(x), а також їх парних степенiв. Так, якщо f(x) – це полiном, iтерацiйний

процес проводиться для кожного моному i триває до тих пiр, доки його

складовими будуть функцiї вигляду (aTx+ b)k, наприклад, xki (k ∈ N).

Зауваження 7.5. Послiдовна редукцiя Задачi 7.2.1 для функцiї, що

представляється добутком кiлькох функцiй, дозволяє звести її до розв’язання

Задач 7.1, 7.2 для цих множникiв. З iншого боку, цi двi задачi для суми

функцiй зводяться до розв’язання цих задач для складових цiєї суми. Мiж

тим, залишається питання про побудову опуклих та угнутих продовжень

функцiй, якi вже не представляються сумою чи добутком iнших. Воно

вирiшене для полiномiв, що свiдчить про те, що представленi вище прийоми

можуть бути успiшно застосованi до побудови опуклих продовжень полiномiв.

При цьому iтерацiйний процес застосовується послiдовно до кожного моному,

пiсля чого CEs формуються для кожного моному окремо в залежностi вiд

його знаку. Так, якщо f(x) має вигляд полiному степеня l:
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f(x) = Pl (x) =
m∑
i=1

pili (x), l = max
i∈Jm

li, (7.19)

де pili (x) = ai
n∏
j=1

x
lij
j , де lij ≥ 0, ai 6= 0, li =

n∑
j=1

lij, i ∈ Jm, − (7.20)

мономи, з яких вiн складається, то кiлькiсть крокiв iтерацiйного процесу

редукцiї для моному (7.20) оцiнюється знизу величиною dlog2κie, де κi – кiль-

кiсть змiнних у ньому, а для всього полiному (7.19) – числом
⌈
log2 max

i∈Jm
κi

⌉
.

Щоб досягти вказаної нижньої оцiнки, розбиття множникiв xlijj , де lij > 0

може вiдбуватися на пiдгрупи, перша з яких мiстить
⌈
κi+1

2
⌉
змiнних, друга –

решту
⌈
κi
2
⌉
змiнних чи навпаки.

Зауваження 7.6. Якщо κ = max
i
κi ≥ 3, CE моному (7.20), побудоване

у формi (7.14) при ai > 0, та у формi (7.16) при ai < 0, вже не буде

полiномiальним. Якщо κ = 2, опуклi та угнутi продовження полiному (7.19)

можуть бути знайденi у полiномiальнiй формi.

Твердження 7.1. Якщо E – PSsS, вписана у сiм’ю суперсфер iз центром

у початку координат, тобто

‖x‖αα =
E
rα(0, α) = rαα, α ∈ (1,∞),

то для моному вигляду f(x) = xkii x
kj
j , ki 6= kj, ki, kj ∈ Ni < j f .CE з множини

E iснує у формi:

F (x) = f(x) + 1
2(‖x‖2ki

2ki + ‖x‖2kj
2kj − r

2ki
2ki − r

2kj
2kj ). (7.21)

Доведення дивись у додатку B.6.

Зокрема, це стосується квадратичних полiномiв та продовжень з PSpS

E, причому в даному випадку не має значення, де розташований центр

описаної гiперсфери (див. п. 7.2.1).
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7.2.1 Опуклi продовження квадратичних функцiй з PSpSs

Перейдемо до розгляду класу квадратичних полiномiв та пiдходiв до

розв’язання Задачi 7.2.1 для них.

Квадратичнi полiноми – це клас функцiй, який дозволяє залишатися у

класi квадратичних полiномiв при переходi вiд функцiї до її CEs. Бiльш того,

для них застосовуванi формули (7.14), (7.17), а також такi продовження

можна будувати на весь простiр Rn.

Нехай E ⊂ Sr(a), K = Rn,

f (x) = xTAx+ bTx+ c, (7.22)

A ∈ Rn×n, A ∈ Sn, b ∈ Rn.

Теорема 7.11. Розв’язок Задачi 7.2.1 iснує у формi:

F (x) = f (x) + µ((x− x0)2 − r2), (7.23)

де µ = 1
2(||A||1 − d+

A + d−A), (7.24)

d+
A = ∑

aii>0
|aii|, d−A = ∑

aii<0
|aii|. (7.25)

Доведення дивись у додатку B.6.

Представимо f .CE (7.23) у формi (4.56):

F (x) = f (x) + µ((x− x0)2 − r2) = xTAx+ bTx+ c+ µx2 − 2µxTx0+

+ x02 − r2) = xT (A+ µIx) + (b− 2µx0)Tx+ (c+ x02 − r2).

звiдки маємо:

F (x) = xTA′x+ b′Tx+ c′,

A′ = A+ µI, b′ = b− 2µx0, c′ = c+ x02 − r2.
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Зауваження 7.7. Якщо dE < n, формула (7.23) задає сiм’ю f .CEs

F (x, a) = f (x) + µ((x− x0(a))2 − r2(a)), (7.26)

де a ∈ A, а A – множина параметрiв.

Серед опуклих продовжень (7.26) перевагу вiддаватимемо тим, якi

залучають Smin, тобто CEs вигляду:

Fmin(x) = f (x) + µ((x− xmin)2 − rmin,2), (7.27)

де параметр регуляризацiї µ знайдено з (7.24).

Якщо E є декартовим добутком PSpSs, квадратичнi CEs з неї побудуємо

з урахуванням цiєї особливостi.

Теорема 7.12. CE функцiї (7.22) з PSpS E ⊂ Rn вигляду (3.10), де

El ⊂ Srl
(
x0l

)
⊂ Rnl, l ∈ JL, iснує у формi:

F (x) = f(x) +
L∑
l=1

µlϕl(x) +
L∑

l,l′=1,l<l′
µll′(ϕl(x) + ϕl′(x)), (7.28)

µl = 1
2(‖Al‖1 − d+

Al
+ d−Al), d

+
Al

=
∑

i∈Il,aii>0
|aii|, d−Al =

∑
i∈Il,aii<0

|aii|,

µll′ = 1
2‖All′‖1, 1 ≤ l < l′ ≤ L;

(7.29)

ϕl(x) = (xl − x0l)2 − rl2, l ∈ JL; Il = Jn0
l
\Jn0

l−1
, n0

l =
l∑

i=1
nl, l ∈ JL;

Al = (aij)i,j∈Il, l ∈ JL; All′ = (aij)i∈Il,j∈Il′ , 1 ≤ l < l′ ≤ L.

(7.30)

Доведення дивись у додатку B.6.

7.2.2 Квадратичнi опуклi продовження з деяких PSpSs

Загальний пiдхiд до побудови f .CE з полiедрально-сферичних C-множин

ґрунтується на використаннi у ньому рiвняння описаної гiперсфери мiнi-
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мального радiусу. Нехай E – C-множина, що є областю продовження квадра-

тичної функцiї f(x), а для E ′ – полiедрально-сферична Cb-множина, така,

що E ′ ⊂ E, Ê ′ = Ê ′(xmin, amin). У такому випадку квадратичне опукле

продовження f(x) можна знайти за теоремою 7.11, а якщо до того ж E ′ є

базовою полiкомбiнаторною множиною – за теоремою 7.12.

Наслiдок 7.8. (з теореми 7.11) Якщо E – C-множина перестановок така,

що E ⊆ E ′ = Enk(G), CE квадратичної функцiї (7.22) iснує у формi (7.27),

а саме

Fmin(x) = f (x) + µ((x−Ge)2 − Σ2
G + nG

2),

де µ задано виразом (7.24).

Цей наслiдок застосовний, зокрема, до побудови f .CEs з Cb-множин

парних та непарних перестановок.

Наслiдок 7.9. (з теореми 7.11) Якщо E – C-множина булевих переста-

новок така, що E ⊆ E ′ = Bn(m), CE квадратичної функцiї (7.22) iснує у

формi

Fmin(x) = f (x) + µ

(x− m

n

)2
− m (n−m)

n

 , (7.31)

де µ задано виразом (7.24). Зокрема, для E ′ = Bn(1) вираз (7.31) має вигляд:

Fmin(x) = f (x) + µ

(x− 1
n

)2
− 1 + 1

n

 .

Наслiдок 7.10. (з теореми 7.11) Якщо E – C-множина булевих розмi-

щень, CE функцiї (7.22) з множини E iснує у формi:

Fmin(x) = f (x) + µ

(x− e
2

)2
− n

4

 = f (x) + µ
(
x2 − xe

)
, (7.32)

де µ задано виразом (7.24).

Даний наслiдок можна застосувати, наприклад, при побудовi f .CEs з

Cb-множин парних та непарних булевих векторiв.
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Наслiдок 7.11. (з теореми 7.11) Якщо E – C-множина перестановок зi

знаком така, що E ⊆ E ′ = E±nk(G), CE квадратичної функцiї (7.22) iснує у

формi (7.27), а саме Fmin(x) = f (x) +µ(x2− g2), де µ задано виразом (7.24).

Наслiдок 7.12. (з теореми 7.12) Якщо E – C-множина полiперестановок

(3.12), то CE функцiї (7.22) iснує у формi (7.28), де µl, µll′ (1 ≤ l, l′ ≤ n, l < l′)

задано виразами (7.29), а також функцiї (7.30) мають форму:

ϕl(x) = (xl −Gle)2 − Σ2
Gl + nlGl

2
, l ∈ JL. (7.33)

Якщо E – C-множина булевих полiперестановок E ′ = BnL(m) =

=
L
⊗
l=1

Bnl(ml), то (7.33) набуває вигляду:

ϕl(x) =
(xl − ml

nl

)2
− ml (nl −ml)

nl

 , l ∈ JL. (7.34)

Зокрема, для E ′ = Bn, , L = n, (7.34) набуває вигляду:

ϕl(x) =
(xl − 1

n

)2
− 1 + 1

n

 , l ∈ Jn. (7.35)

Враховуючи включення E = En у це E ′, для конструювання опуклих

продовжень з C-множин матриць перестановок може бути використана (7.35).

7.2.3 Опуклi продовження полiномiв з деяких C-множин

Нехай функцiя f(x), для якої будується CE з C-множини E, є полiно-

мом (7.19) степеня l. Вiн складається з m мономiв (7.20), якi також можна

представити у виглядi:

pili (x) = ai
∏
j∈Ii

x
lij
j , де Ii = {j ∈ Jn : lij > 0}, i ∈ Jm. (7.36)

Загальний пiдхiд до побудови полiномiального CE F (x) полiнома (7.19)
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полягатиме у побудовi полiномiального CE кожного монома (7.20) i форму-

вання:

F (x) =
m∑
i=1

Fili (x), (7.37)

де Fili (x) – CE pili (x) з E на K, i ∈ Jm.

Розглянемо шляхи побудови CE монома (7.36) у залежностi вiд типу

областi продовження E та знаку коефiцiєнта a. Отже, покладатимемо у

(7.19), що m = 1, у результатi чого (7.19) перетворюється на:

f(x) = pl (x) = a
n∏
j=1

x
lj
i , a 6= 0, lj ∈ Z+, l =

n∑
j=1

lj. (7.38)

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що |a| = 1, а змiннi

занумерованi таким чином, що виконано умову:

lj ≥ lj+1, j ∈ Jn,

у результатi чого (7.36) спрощується до

f(x) = pl (x) = sgn a
|I|∏
j=1

x
lj
i . (7.39)

7.2.3.1 Опуклi продовження полiномiв з C-множин перестановок

Нехай E ⊆ E ′ = Enk(G), G > 0, a > 0. Побудуємо CE F (x) монома

(7.38) з E ′, вiдповiдно, воно служитиме опуклим продовженням i з E.

Введемо в розгляд мультимножину L = {lj}j∈Jn i загальну Ec-множину

перестановок Π = Πn,|S(L)|(L), що нею iндукована.

Побудуємо мономiальний симетричний полiном на базi (7.39):

Pl (x) =
∑
y∈Π

n∏
j=1

x
yj
j , (7.40)
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де y = 〈y1, ..., yn〉. Згiдно з теоремою 5.2, полiном (7.40) набуває постiйного

значення на E ′, а саме:

Pl (x) =
E′
Pl (g) = |Π|pl (g) .

Теорема 7.13. Якщо a > 0, CE F (x) монома (7.38) з E ′ = Enk(G),

G > 0, у ортант Rn
>0 iснує у формi:

F (x) = a · lnµun(g)
n∏
j=1

x
lj−µ
j ,

де µ = max
i∈Jn

li, (7.41)

un(g) – елементарний симетричний полiном:

uj (x) =
∑

ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

xi, j ∈ Jn, (7.42)

Доведення дивись у додатку B.6.

Наслiдок 7.13. Якщо a > 0, CE монома (7.38) з PSs, що iндукованi

G > 0, у ортант Rn
>0 iснує у формi (7.41).

Наслiдок 7.14. CE полiнома (7.19), для випадку ai > 0, i ∈ Jm, з

E ′ = Enk(G), G > 0 у ортант Rn
>0 iснує у формi:

F (x) =
m∑
i=1

ailn
µiun(g)

n∏
j=1

x
lij−µi
j , де µi = max

i∈Jn
lij, i ∈ Jm. (7.43)

Зауваження 7.8. f .CE вигляду (7.43) є гладким.

Зауваження 7.9. Завжди можна вважати, що умова G > 0 виконана,

iнакше попередньо проводиться здвиг E ′ на вектор g1e + ε, де ε > 0, i таким

чином, здiйснюється перехiд E ′ → E ′ + g1e + ε ⊂ R+
n .

Зауваження 7.10. Крiм того,можна вважати, що умова a > 0 виконана,

адже довiльний моном вигляду −pl (x) = −
n∏
j=1

x
lj
j , з точнiстю до константи,
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може бути представлений на E ′ сумою мономiв iз додатними знаками, а

саме:

−pl(x) =
E′
−Pl (g) +

∑
y∈Π\〈l1,...,ln〉

n∏
j=1

x
yj
j . (7.44)

Якщо потужнiсть I у (7.36) постiйна чи принаймнi полiномiально

залежить вiд n, кiлькiсть доданкiв у (7.44) також полiномiально залежатиме

вiд n. Вiдповiдно, задача побудови CE монома в даному випадку зводиться

до задачi (7.37) для m = |Π| − 1.

7.2.3.2 Опуклi продовження полiномiв з булевих C-множин

Перш за все, застосуємо властивiсть BSs: якщо E – BS, то

∀ k ∈ R1\{0} xki = xi, i ∈ Jn.

Застосуємо її до (7.36) i одержимо:

pili (x) =
E
ai

∏
j∈Ii

xj, = fi(x), i ∈ Jm.

Зафiксуємо i ∈ Jm i побудуємо Fi(x), що є fi.CE. У разi ai > 0 шука-

тимемо Fi(x), скориставшись результатами [379], у формi

Fi(x) =


F+
i (x), якщо ai > 0,

F−i (x), якщо ai < 0,
(7.45)

де F+
i (x) = |ai|(

∑
j∈Ii

xj − |Ij|+ 1)+ = ai(
∑
j∈Ii

xj − |Ij|+ 1)+;

F+
i (x) = −|ai|min

j∈Ii
xj = ai min

j∈Ii
xj, i ∈ Jm.

(7.46)

Обидвi функцiї (7.46) – опуклi та є продовженнями fi(x), отже, (7.45)
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задає pili.CE. Отже, має мiсце наступна теорема.

Теорема 7.14. CE F (x) полiнома (7.19) з E ′ = Bn iснує у формi:

F (x) = ∑
i∈Jm,ai>0

ai(
∑
j∈Ii

xj − |Ij|+ 1)+ + ∑
i∈Jm,ai<0

aimin
j∈Ii

xj. (7.47)

Наслiдок 7.15. CE полiнома (7.19) з BSs iснує у формi: (7.47).

Зауваження 7.11. f .CE вигляду (7.47) не є диференцiйованим. Для

побудови диференцiйованих продовжень можна використати спецiальнi при-

йоми, наприклад, при k ∈ (1,∞) функцiя (F+
i (x))k диференцiйовна. При

цьому, оскiльки F+
i (x) невiд’ємна у Rn, пiдведення до ненульового степе-

ня приводить до формування нового опуклого продовження fi(x), що є

диференцiйованим.

Зауваження 7.12. У цiлому побудованi опуклi продовження (7.43) мо-

номiв з C-множин перестановок та продовження (7.47) з булевих C-множин

полiномiв вже виходять за межi класу полiномiв.

Що стосується векторних C-множин, для них вiрнi наведенi у даному

роздiлi опуклi продовження в залежностi вiд типу T e-конфiгурацiй, з яких

цi множини складаються. До того ж для множини En рiзноманiтнi опуклi

продовження, що використовують специфiку саме цiєї множини, наведено

у [323] та запропоновано спосiб побудови CEs квадратичних функцiй з En,

що використовує її полiедрально-сферичнiсть, а також належнiсть то класiв

PSs та BSs.

7.3 Висновки за роздiлом 7

У даному роздiлi знайшла своє узагальнення та розвиток теорiя опу-

клих продовжень [235, 236, 251, 269, 271, 365, 366, 368, 373–375, 378, 379]. Так,

наведено критерiй iснування опуклого продовження функцiї, заданої на до-

вiльнiй точковiй конфiгурацiї, розширено класи продовжень функцiй, областi
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продовжень та областi, на якi продовження будуються. У сукупностi iз ре-

зультатами, наведеними у розд. 3, що стосуються зв’язку FPCs iз VLSs та

PSpSs, це свiдчить про iснування опуклого продовження довiльної функцiї,

заданої на будь-якiй FPCs, у вихiдному чи розширеному просторах, а також

про можливiсть його побудови шляхом регуляризацiї цiльової функцiї [120], у

якiй бере участь рiвняння описаної гiперсфери. Розв’язавши задачу iснування

опуклого продовження, постає проблема пошуку ефективних конструктивних

способiв його побудови, тобто тих, що не потребують залучення елементiв

FPCs. У даному роздiлi запропоновано ряд таких конструктивних шляхiв

побудови опуклих i угнутих продовжень функцiй з C-множин, явних та ре-

курсивних, залежно вiд вигляду функцiї, класу Cb-множин, що є областями

продовжень, областей, на якi продовження вiдбуваються тощо. Крiм того,

представлено єдиний пiдхiд до побудови квадратичних опуклих продовжень

квадратичних функцiй з PSpSs, що узагальнює вiдомi результати у цьому

напрямку стосовно Cb-множин перестановок, полiперестановок та множи-

ни Bn, та розповсюджується на усi полiедрально-сферичнi Cb-множини та

C-множини, що ними породжуються. Розглянуто питання побудови явних

опуклих продовжень полiномiв iз двох класiв Cb-множин – Enk(G) та Bn.

Розв’язок цiєї задачi знайдено у класi опуклих позiномiв для опуклих про-

довжень з Enk(G) та у класi опуклих кусково-неперервних функцiй для Bn.

Враховуючи зв’язок класiв Enk(G) та Bn, це свiдчить про те, що ця задача

вирiшена для усiх введених вище класiв вершинно-розташованих Cb-множин.

При цьому для Cb-множини E, що не є VLSs, квадратичнe опуклe продовже-

ння квадратичної функцiї iснує у розширеному просторi Rη−1, де образ E є

комбiнаторно iзоморфним E .

Крiм того, висвiтлене питання формування сiмей опуклих продов-

жень, пов’язаних iз представленням областi продовження перетином кiлькох

вершинно розташованих Cb-множин, що дозволяє ставити задачi пошуку

оптимального опуклого продовження за обраним критерiєм оптимальностi.
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Результати цього роздiлу в сукупностi з тими, що наведенi у розд. 8

та [333], вiдкривають новi перспективи застосування опуклого програмування

до розв’язання оптимiзацiйних задач на Cb-множинах.

Крiм цього, вони демонструють актуальнiсть постановки та розв’язання

задачi побудови опуклого продовження функцiї заданого типу у вихiдному

та розширеному просторах. Так, результати роботи [355], що стосуються

формування суттєвих обмежень бiнарного квадратичного багатогранника,

який виникає при лiнеаризацiї безумовної булевої квадратичної задачi (the

unconstrained binary quadratic problem, UBQP) [32, 33, 86], можна значно

легше отримати, використовуючи дослiдженi властивостi множини Bn та

її зв’язок iз B′n для непарних n та розв’язуючи задачу побудови лiнiйних

опуклих розширених продовжень квадратiв функцiй, перетворення яких

розглядаються у [355] при формуваннi нових спiлок суттєвих обмежень

багатогранника. Цей пiдхiд може бути також використано при формуваннi

функцiонально надлишкових обмежень, додавання яких у релаксацiйну

задачу до ECOPs дозволяє покращити нижнi оцiнки цiльової функцiї при

застосуваннi до їх розв’язання прямо-двоїстих методiв [225, 354]. З цiєю

метою допомiжнi задачi формування розширених лiнiйних чи квадратичних

продовжень мають бути вирiшенi, причому у другому випадку можуть бути

використанi двоїстi квадратичнi оцiнки Н З. Шора [221,354].

Основнi результати сьомого роздiлу опублiковано у роботах [185,186,

250,254,271,272,311,314,318,321,327,329–331,333,343,369].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [32,33, 86,120,163,221,225,235,236,251,269,271,

354,355,365,366,368,374,375,378,379].
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8 ЗАСТОСУВАННЯ E-КОНФIГУРАЦIЙ У МОДЕЛЮВАННI ТА

ОПТИМIЗАЦIЇ

8.1 Математична модель, що зв’язує COP з ECOP

Розглянемо COP (1.5), (1.6). Нехай

π∗ = arg min
π∈Π′⊆Π

φ(π), (8.1)

де Π′ – множина допустимих розв’язкiв задачi, Π – множина c-конфiгурацiй

(2.7), причому вихiдна та результуюча множини складаються з векторiв

однакової розмiрностi, отже, виконано умови (2.10), (2.12) та

bi = (b1i, ..., bsi)T ∈ Rs, i ∈ Jn. (8.2)

Будемо також вважати, що вся необхiдна iнформацiя про задачу опти-

мiзацiї зосереджена у комбiнаторнiй конфiгурацiї, а саме в таких параметрах

четвiрки (2.2), як множини A,B. Враховуючи, що c-конфiгурацiя зберiгає

iнформацiю про результуючу множину, таку COP (8.1) можна переписати у

такому виглядi: знайти

π∗ = arg min φ(b, π), (8.3)

π ∈ P (a,b) , (8.4)

де P (a,b) = {π ∈ Π (a) : ϕi (b, π) ≤ 0, i ∈ Jt} , (8.5)

b = 〈bi〉i∈Jn , a = 〈aj〉j∈Jk . (8.6)

Враховуючи (8.5), представимо умову (8.4) у формi:

π ∈ Π (a) , (8.7)
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ϕi (b, π) ≤ 0, i ∈ Jt, (8.8)

i перейдемо до розгляду задачi (8.3), (8.7), (8.8).

Покладемо тепер, що елементи вихiдної множини можуть бути змiн-

ними, а елементи результуючої множини – фiксованi [318]. Домовимося

використовувати позначення a та a для числової величини чи вектора, що

розглядається як константа та змiнна вiдповiдно, у результатi чого формула

(8.6) перетворюється на b =
〈
bi
〉
i∈Jn

, a = 〈aj〉j∈Jk , а задача (8.3), (8.7), (8.8)

набуває форму: знайти

π∗ = arg minφ
(
b, π

)
, (8.9)

ϕi
(
b, π

)
≤ 0, i ∈ Jt, (8.10)

а також виконана умова (8.7). При цьому (2.2) переходить у четвiрку〈
A,B, ψ,Ω

〉
, де B =

{
b1, ..., bn

}
.

Сформулюємо COP (8.7), (8.9), (8.10) як задачу оптимiзацiї на множинi

e-конфiгурацiй. З цiєю метою задамо бiєктивне вiдображення мiж результу-

ючою множиною i множиною дiйсних чисел A′: A′ = {e1, ..., ek} , ei < ei+1,

i ∈ Jk−1, де ej = ξ (aj) , aj=ξ−1 (ej) , j ∈ Jk. У такому випадку множина

E = ϕ (Π) = {x ∈ Rn : x = ϕ(π)= (ξ (π1) , ..., ξ (πn))}π∈Π

є множиною e-конфiгурацiй вигляду (2.44), твiрною множиною яких виступає

множина A. Представимо задачу (8.7), (8.9), (8.10) у еквiвалентнiй формi:

знайти

x∗ = arg min f
(
b, ϕ−1 (x)

)
, (8.11)

hi
(
b, ϕ−1 (x)

)
≤ 0, i ∈ Jt, (8.12)

x ∈ E. (8.13)
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Задача (8.11)-(8.13) (далi Задача 8.1) являє собою ECOP на C–множинi

E, розв’язавши яку та враховуючи бiєкцiю мiж E та Π, ми одночасно зна-

йдемо оптимальний розв’язок π∗ вихiдної задачi. Ще одна ECOP, але вже на

множинi EN ⊂ Rmn, формується застосуванням у моделi (8.7), (8.9), (8.10)

функцiї ξ, що задовольняє умову (2.128). Це можна зробити, наприклад,

Способами 2.6.1, 2.6.2.

Щоб представити (8.11)-(8.13) як задачу нелiнiйного програмування,

потрiбен аналiтичний запис умови (8.13) належностi допустимого розв’яз-

ку дискретнiй множинi E, для чого можна використати iнструментарiй

f–представлень Cb–множин, викладений у роздiлах 5, 6.

8.2 C-множини у евклiдовiй комбiнаторнiй оптимiзацiї

Продемонструємо, яким чином можна застосувати отриманi результа-

ти до розв’язання ECOP на C-множинi E, яка є 2LS та WDS [24]. У ECO-

постановцi це вiдповiдає випадку E ′ = E. Припустимо також, що (P .HR)

вiдоме. Як було встановлено вище, E – VLS i PES, а як гладка строго опукла

поверхня S, описана навколо неї, може бути вибраний елiпсоїд. Оскiльки E –

VLS, цiльова функцiя ECOP, не обмежуючи загальностi, може вважатися

опуклою як на P (див. теорему 1.7), так i на опуклiй множинi K ⊃ P (див.

насл. 7.3). Якщо це не так, для неї будуємо опукле продовження з E на

опукле тiло C вигляду (2.115) i здiйснюємо перехiд до оптимiзацiї побудова-

ної функцiї. В результатi приходимо до розгляду C’ECOP вигляду: знайти

min
x∈E

F (x). У разi, якщо f(x) ∈ C2(C), f .CE iснує у формi F (x) = f(x) +

+Mf1(x) (див. теорему 7.7), де f1(x) = 0 – рiвняння описаного елiпсоїда

S. Бiльш того, можна вважати, що F (x) є строго/сильно опуклим про-

довженням f(x). Згiдно з [192], використання саме таких продовжень у

опуклих релаксацiйних задачах на C або P позитивно впливає на швидкiсть

та точнiсть одержання їх розв’язку.
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Дворiвневiсть дозволяє здiйснювати декомпозицiю E по парах попарно

непересiчних C-множини E1, E2, що лежать у паралельних гiперплощинах

i визначаються гiпергранню або двома паралельними гiпергранями P . Цi

множини або вироджуватимуться в точку, або матимуть той самий ком-

бiнаторний тип, що i E, а саме, будуть VLSs, ELSs та 2LSs, але меншої

розмiрностi. Зауважимо також, що будь-яка 2LS дозволяє побудову строгих

полiномiальних f–представлень, мiнiмальний степiнь яких дорiвнює двом.

Справдi, виходячи з дворiвневостi множини E, нами було отримано (див.

розд. 5) сiм’ю її строгих f–представлень вигляду

|n′TF x− a′F |κ = 1, F ∈ F, (8.14)

що залежать вiд параметра κ ∈ Rn
>0. Так, при виборi κ = 2 отримуємо

(n′TF x− a′F )2 = 1, F ∈ F, −

що є квадратичним f–представленням E (далi (E.2LS.SR1 )). Ще одне стро-

ге f–представлення, яке дозволяє E як 2LS, – це дотичне бiквадратне

f–представлення (E.2LS.TR2), одна з компонент якого задає описаний навко-

ло E елiпсоїд S2 iз сiм’ї (5.44), а друга – бiквадратну поверхню S4 iз тiєї ж

сiм’ї. Нарештi, змiшаним f–представленням E є (E.2LS.PER), яке включає

H–представлення дворiвневого багатогранника P , вiдоме за умовою, а також

рiвняння побудованого на його основi рiвняння елiпсоїда S2.

Виходячи зi сказаного вище, до розв’язання ECOP на 2LS можуть бути

застосованi декiлька пiдходiв, якi систематизованi у [186] i використовують

зазначену специфiку задач на даному класi C-множин. Три з них – Пiд-

хiд 1-Пiдхiд 3 – ґрунтуються на застосуваннi полiедрально-поверхневого

представлення E, яке в даному випадку буде (E.PER). Ґрунтуючись на

цьому f–представленнi для E, подiбних f–представленнях для E1, E2 та
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всiх подальших подiбних декомпозицiй цих двох множин, вихiдна задача

може бути зведена до розв’язання послiдовностi неперервних релаксацiй

трьох типiв. Так, Пiдхiд 1 передбачає розв’язання опуклої задачi оптимiзацiї

F (x) на опуклому тiлi C вигляду (2.115) (C-relaxations), Пiдхiд 2 та Пiд-

хiд 3 використовують цю релаксацiю, а також полiедральну та поверхневу

за участi P i S. Пiдхiд 2 (the Branch&Bound Polyhedral-Surfaced Method,

B&B PSM [186]) узагальнює Branch&Bound Polyhedral-Spherical Method

(B&B PSpM) [185,327] квадратичної оптимiзацiї на 2LS Bn на бiльш широ-

кий клас дискретних множин та цiльових функцiй. Пiдхiд 3 (the Greedy

Polyhedral-Surface Method, GPSM) узагальнює Greedy Polyhedral-Spherical

Method (GPSpM) [236,327,368] квадратичної оптимiзацiї на Cb-множинi пере-

становок на iншi класи вершинно розташованих C-множин i довiльну цiльову

функцiю. Пiдхiд 4 полягає у побудовi строгого f–представлення множини E,

переходi до неперервного формулювання вихiдної задачi як класичної задачi

на умовний екстремум i подальшого її розв’язання методами нелiнiйного

програмування.

Отже, пiсля того як будь-яке (E.SR) знайдене, ECOP дозволяє непе-

рервне формулювання: знайти

min f(x), (8.15)

s.t. fi(x) = 0, i ∈ Jm, (8.16)

а пiсля побудови опуклого продовження F (x) – неперервне формулювання у

формi класичної задачi на умовний екстремум: знайти

min F (x), (8.17)

за умови виконання обмежень (8.16).

Тепер до розв’язання CECOP (8.15), (8.16) можна застосовувати непе-
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рервнi пiдходи [26, 64, 130], такi, як метод множникiв Лагранжа, штрафнi

методи, Лагранжевi релаксацiї, Ньютонiвськi методи i т. д. До CECOP

(8.16), (8.17) також можуть бути застосованi методи гiлок i меж, методи

вiдсiкань та iншi комбiнаторнi методи, що використовує опуклi полiедральнi

релаксацiї [25,45,46,71,175,200,219,241].

У термiнах продовжень цiльової функцiї з допустимої множини E, що

дозволяє представлення (8.16), цi методи оперують iз такою задачею: знайти

min
x∈Rn

φ(x, .), (8.18)

де цiльова функцiя: а) для методу множникiв Лагранжа [25,26,30] –

φ(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λifi(x), λ = (λi)i ∈ Rm; (8.19)

б) для методу штрафних функцiй iз квадратичною функцiєю штрафу

[26,158,163,330] –

φ(x, µ) = f(x) + µ
m∑
i=1

f 2
i (x), µ > 0; (8.20)

в) для розширеного методу множникiв Лагранжа [26], лагранжiан

комбiнується зi штрафної функцiєю, наприклад, (8.19) iз (8.20) дає

φ(x, λ, µ) = f(x) + µ
m∑
i=1

f 2
i (x) +

m∑
i=1

λifi(x); (8.21)

г) для методу Лагранжевих релаксацiй [26,30,84,121,143,165], множина

(8.16) розбивається на двi непорожнi пiдмножини, перша з яких {fi(x)}i∈I
(I 6= {∅}) включається в цiльову функцiю, друга залишається в складi

функцiональних обмежень. Задача (8.18) розв’язується iз такою цiльовою

функцiєю та обмеженнями:
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φ(x, λ) = f(x) + ∑
i∈I λifi(x), λ = (λi)i∈I , (8.22)

fi(x) = 0, i /∈ I, (8.23)

при цьому множина I вибирається таким чином, щоб задача (8.18), (8.22) в

областi (8.23) розв’язувалася простiше за (8.15), (8.16).

Функцiї (8.19)-(8.22) визначенi у розширеному просторi, тобто являють

собою розширене продовження цiльової функцiї. У той час як для фiксованих

параметрiв λ i µ це звичайне продовження функцiї f(x) з E на власну

надмножину E. Єдиним строгим продовженням f є функцiя (8.20). Цей

факт лежить в основi методiв штрафних функцiй, забезпечуючи наближення

послiдовностi розв’язкiв допомiжних задач до деякої точки x∗∗ з E:

xk = argminφ(x, µk) →
k→∞

x∗∗ ∈ E. (8.24)

У той же час, (8.19) дозволяє побудувати опуклi продовження з ви-

користанням опуклих функцiй в (8.16). Застосування продовження (8.21)

має двi суттєвi переваги – досягнення екстремуму у точцi E при µ → ∞

та можливiсть використання опуклих методiв до розв’язання задачi при

невеликих µ. У комбiнацiї вони дозволяють отримання бiльш точних розв’яз-

кiв, нiж мiг би дати, наприклад, окремо взятий метод штрафних функцiй

або чисельний метод множникiв Лагранжа. Один iз прикладiв, який вико-

ристовує iдею цього поєднання, – це метод штрафних функцiй на основi

функцiональних представлень (the Functional Representtion Penalty Method,

FRPM) [185,186,330,331].

Приведення ECOP до безумовної нелiнiйної задачi та застосування

одержаної неперервної моделi дозволяє покращення як нижнiх, так i верхнiх

оцiнки в ходi реалiзацiї зазначених вище методiв. Так, якщо побудована

послiдовнiсть (8.24) наближених розв’язкiв задачi (8.18), то комбiнаторне

заокруглення елементiв цiєї послiдовностi дає точку zu ∈ E:
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zu = min
k
f(yk), yk = RE x

k, ∀k,

де REx – результат комбiнаторного заокруглення точки x ∈ Rn до точки E,

наприклад, проекцiя на цю множину.

Одним iз найважливiших застосувань полiномiальних f–представлень

C–множин, особливо строгих, є напiввизначенi релаксацiї (semidefinite relaxati-

ons, SDRs) [8], що широко використовується у розв’язаннi задач комбiнаторної

оптимiзацiї [8, 125, 137, 151, 152, 176]. При оптимiзацiї на E ⊂ Rn, спочатку

формується розширене формулювання задачi у просторi щонайменше Rn×n,

для якого далi формується SDR. Суттєвим моментом при цьому, що зале-

жить вiд вибору f–представлення, є його порядок та степiнь, що впливає на

розмiрнiсть SDR. Для лiнiйних задач на C–множинах, допустима область

яких задана системою полiномiальних рiвнянь, складнiсть розв’язання SDRs

напряму залежить вiд їх рiвневостi [92, 94]. Вiдповiдно, питання виникає

про побудову полiномiальних SRs, а якщо їх декiлька, питання про вибiр

ефективнiшого при застосуваннi у розв’язаннi CECOPs. Зокрема, для тих по-

становок на 2LSs, що розглядаються у даному пунктi, складнiсть розв’язання

SDR такої задачi буде лiнiйно залежати вiд n [94], а в якостi полiномiальних

f–представлень можуть бути обранi квадратичнi (E.2LS.PER) та (E.2LS.SR1)

або бiквадратне (E.2LS.TR2).

Теорема 8.1. [254] Задача евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї у формi

ECOP1 на VLS E еквiвалентна C’ECOP, де F (x) – опукле продовження

f(x), з E; F 1
i (x) – опукле продовження f 1

i (x), i ∈ I1, з E; F 2
i (x) – опукле

продовження f 2
i (x), F 3

i (x) – опукле продовження −f 2
i (x), i ∈ I2, з E.

Доведення дивись у додатку B.7.

Вiдзначимо деякi моменти, якi можна застосувати до розв’язання

ECOP у разi, коли ставиться задача оптимiзацiї на 2LS iз додатковими фун-

кцiональними обмеженнями, тобто перейдемо до розгляду випадку E ′ 6= E. У

першу чергу, зауважимо, що за теоремою 8.1, усi цi обмеження можна вважа-
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ти опуклими. Якщо це не так, здiйснюється уопуклювання функцiональних

обмежень [254,331], що полягає у їх представленнi у формi fi(x) ≤ 0, i ∈ I , та

побудовi опуклих продовжень Fi(x), i ∈ I , з E цих функцiй з подальшим пе-

реходом вiд CECOP до розгляду C’ECOP. Полiедральна релаксацiя C’ECOP

буде опуклою задачею нелiнiйного програмування. Крiм того, деякi з сфор-

мованих обмежень пiсля перенесення їх у цiльову, в т.ч. штрафну, функцiю

залишають її опуклою [331]. Це також є перевагою, оскiльки дозволяє засто-

совувати опуклi методи до розв’язання отриманої задачi, зокрема, знаходити

нижнi оцiнки цiльової функцiї. Зауважимо також, що, оскiльки за умовою

E – WDS, до розв’язання отриманої опуклої задачi на багатограннику P

може бути застосована модифiкацiя методу умовного градiєнта [186,331,343],

де на кожному кроцi допомiжна лiнiйна задача вибору допустимого напрям-

ку розв’язується вiдповiдним ефективним алгоритмом. Для того ж, щоб у

результатi забезпечити збiжнiсть методу штрафних функцiй до допустимої

точки E, у штрафний функцiї має використовуватися строге f–представлення

E, що бере участь у штрафному доданку [186,330].

Зауважимо, що якщо ECOP – лiнiйна, то (E.PER), доповнене додатко-

вими обмеженнями Ax ≤ b, буде PER допустимої областi E ′, причому не

обов’язково заданим у формi E ′ = S ∩ P ′, де P ′ = convE ′. Справдi, багато-

гранник P ′′ = S ∩ P ′ ∩ D, де D = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} лише у виняткових

випадках збiгатиметься з P ′, у iнших же вiн матиме вершини, вiдмiннi вiд

точок E, а отже, буде релаксацiйним багатогранником для P ′. Незважаючи

на це, весь арсенал полiедрально-поверхневих методiв застосовуваний в цьо-

му випадку також. Єдина складнiсть може виникнути на етапi розв’язання

опуклих задач на P ′′ у разi, коли число його обмежень – експоненцiйне за n

i при цьому E ′, на вiдмiну вiд E, вже не є WDS.

Зупинимося на методах вiдсiкань розв’язання умовних задач на 2LSs.

Припустимо, що розв’язується умовна лiнiйна задача на 2LS E, i для даної

множини ефективно розв’язувана Задача 4.15, тобто вiдомий полiномiальний
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алгоритм перевiрки приналежностi точки x ∈ Rn багатограннику P (оракул,

an oracle), а число додаткових обмежень, що задають D, полiномiальне за

n. Звiдси слiдує, що є можливiсть за полiномiальний час перевiрити, чи

належить точка x багатограннику P ′′.

Метод поверхневих i комбiнаторних вiдсiкань (the surface-combinatorial

cutting method, SCСM) оптимiзацiї на PSpSs був запропонований у [314].

Викладемо основну його iдею, адаптуючи до оптимiзацiї на ELSs, зокрема на

2LS E. На першому етапi розв’язується лiнiйна задача на обмеженiй множинi

D, що включає додатковi обмеження та незначну частину обмежень P . Далi

отриманий розв’язок x0 перевiряється на приналежнiсть E. Якщо x0 ∈ E,

задачу розв’язано, iнакше застосовується оракул для перевiрки умови x0 ∈ P .

У разi її невиконання додається обмеження P , що порушується у x0, i процес

пошуку розв’язку лiнiйної задачi повторюється. Це триває до тих пiр, доки не

буде отримана xi ∈ P , а, вiдповiдно, i xi ∈ P ′, що є розв’язком полiедральної

релаксацiйної задачi. Викладена тут схема формування невеликої пiдсистеми

P , достатньої для розв’язання лiнiйної умовної задачi, носить назву мето-

ду послiдовного пiд’єднання обмежень (МППО). Вона була запропонована

в [370] i успiшно застосована до оптимiзацiї на Cb-множинах перестановок та

розмiщень та окремих класах множин сполучень, для яких H–представлення

опуклих оболонок вiдомi [310, 363]. На другому етапi SCСM здiйснюється

перевiрка умови xi ∈ E. Якщо вона виконана, задачу розв’язано, iнакше здiй-

снюється перехiд до побудови поверхневого вiдсiкання. З цiєю метою ребра

P , якi виходять iз xi, продовжуються до перетину з поверхнею елiпсоїда S,

утворюючи основу багатогранного конуса з вершиною в xi. Залежно вiд кiль-

костi отриманих точок S та розмiрностi P , через усi або частину отриманих

точок S проводиться гiперплощина, що вiдсiкає точку xi разом iз частиною

багатогранника та поверхнi елiпсоїда, залишаючи кiнцi побудованих ребер,

що лежать на S допустимими точками. Далi кроки отримання допустимих

точок P та їх поверхневих вiдсiкань повторюються до досягнення точки E,
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що є шуканим розв’язком x∗. У ходi реалiзацiї даної iтерацiйної процеду-

ри, нижнi оцiнки визначаються розв’язками полiедральних релаксацiйних

задач. У той же час, послiдовнiсть допустимих розв’язкiв вихiдної задачi

i, вiдповiдно, уточнень верхньої оцiнки може бути проведена в ходi усього

процесу, якщо здiйснювати комбiнаторне заокруглення вiд точок, отриманих

у ходi його виконання, з подальшою перевiркою належностi отриманих точок

областi D. SCСM є узагальненням методу комбiнаторних вiдсiкань (МКВ)

розв’язання лiнiйних задач на VLSs [261, 292], яке потребує попереднього

формування (E.PSR), вiдповiдно, i (E ′.PSR). Саме це дозволяє проводити

вiдсiкання не просто через сумiжнi до xi вершини P ′, як це передбачено у

МКВ, а через точки S, що утворюються у продовженнi ребер, що виходять

iз xi. Це, з одного боку, дозволяє побудувати бiльш жорсткi вiдсiкання, а

з iншого – не вимагає пошуку множини сумiжних вершин до xi, для ви-

значення якої, взагалi кажучи, потрiбно багаторазове застосування МППО,

адже за побудовою, до формування xi залучається лише незначна частина

обмежень P . Щодо вибору описаної поверхнi, що бере участь у процесi, то це

може бути довiльна, не обов’язково строго опукла поверхня така як елiпсоїд.

Так, вона може бути кусково-лiнiйною поверхнею S1. Головною вимогою є

виконання умови (2.112). Так, як S1 може бути обрано поверхню двоїстого

до P багатогранника. Використання S1 у певному сенсi краще за елiпсоїд

S2, адже S1 – описана навколо S2 поверхня, вiдповiдно, для неї ребра мо-

жуть бути продовженi бiльше порiвняно з S1, тому правильне вiдсiкання

буде бiльш жорстким. Проблема полягає в тому, як знайти точки перетину

ребер iз кусково-лiнiйною поверхнею. В цьому сенсi, квадратичнi поверх-

нi – гiперсфери або елiпсоїди – привабливiшi, оскiльки точки їх перетину з

прямою, заданою точкою та напрямним вектором, визначаються в явному

виглядi [314].

Отже, на прикладi 2LS E продемонстровано, якi можливостi застосу-

вання неперервної оптимiзацiї в поєднаннi з властивостями C-множин цього
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класу дає розв’язок задачi побудови їх f–представлень, особливо строгих i

полiедрально-поверхневих.

Слiд зазначити, що отриманi результати поширюються на випадок

множин, дворiвневих по заданiй множинi напрямкiв. Так, якщо для мно-

жини E ′, яка не є, взагалi кажучи 2LS, вдається побудувати релаксацiйний

багатогранник PR, який зберiгає властивiсть полiедрально-поверхневостi за

участi поверхнi S, наведенi вище полiедрально-поверхневi пiдходи та SCCM

також застосовнi, адже тут має мiсце представлення E = PR∩S i, вiдповiдно,

E ′ = PR ∩ S ∩D.

Як iлюстрацiю використання PSR C–множини за участi релаксацiй-

ного до комбiнаторного багатогранника, розглянемо булевий квадратичний

багатогранник (Boolean Quadric Polytope) BQPn [154,162,170] та бiнарний

квадратичний багатогранник BiQPn (Binary Quadratic Polytope) [355], якi

виникають у задачах булевої квадратичної оптимiзацiї. Так, бiнарний ква-

дратичний багатогранник має вигляд: BiQPn = convBiQEn, де

BiQEn = {(x, y) ∈ B′n′ : x ∈ B′n, yij = xixj, 1 ≤ i < j ≤ n}, (8.25)

n′ = C2
n+1, а булевий квадратичний багатогранник – BQPn = convBQEn,

де BQEn = {(x, y) ∈ Bn′ : x ∈ Bn, yij = xixj, 1 ≤ i < j ≤ n}, при цьому

BQPn ' BiQPn. Зупинимося детальнiше на BiQEn, BiQPn. Вiдомо що

xi + xj + yij ≥ −1, −xi − xj + yij ≥ −1, −xi + xj − yij ≥ −1,

xi − xj − yij ≥ −1, 1 ≤ i < j ≤ n,
(8.26)

є системою правильних нерiвностей BiQPn, що задає багатогранник (далi

RBiQPn). Бiльш того, E = vert BiQPn ⊂ ER = vert RBiQPn, а сам BQPn

не є цiлочисельним [307]. Крiм того, в кожному з 4n′ напрямкiв, що ви-

значаються обмеженнями (8.26), множина E є дворiвневою. Таким чином,
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RBiQPn є релаксацiйним багатогранником для BiQPn, у той час як BiQEn

є дворiвневою у RBiQPn. З iншого боку, оскiльки E – множина бiнарних

e-конфiгурацiй, вона вписана в гiперсферу S : (x, y)2 = n
′2, так само, як i

ER. Таким чином, E дозволяє (E.PSpR) вигляду:

E = S ∩RBiQPn. (8.27)

При реалiзацiї полiедральних-сферичних пiдходiв до розв’язання опти-

мiзацiйних задач на E з використанням представлення (8.27), слiд зазначити

такi особливостi. Задане як f–представлення, (E.PSpR) мiстить полiномiальне

за n число обмежень, тобто може використовуватися цiлком у обчислюваль-

них алгоритмах для задач великих розмiрностей. З iншого боку, незважаючи

на полiедрально-сферичнiсть, множина E не дозволяє побудову ефективних

алгоритмiв проектування точки простору на цю множина. Це пояснюється

тим, що, оскiльки ця задача еквiвалентна лiнiйнiй задачi на E, а ця задача,

в свою чергу, еквiвалентна UBQP, що належить до NP-складних [32,33,86].

Вiдповiдно, E не є WDS. Тому, замiсть розв’язання задачi проектування на

множину, тут можна використовувати схеми комбiнаторного заокруглення.

Наступна теорема показує, яким чином побудувати PER для класу

C–множин, що є дворiвневими у релаксацiйному багатограннику PR.

Теорема 8.2. Якщо C–множина E – дворiвнева у релаксацiйному бага-

тограннику PR до багатогранника P = convE, то E допускає PER вигляду

(PR.HR), доповненому рiвнянням елiпсоїда (5.47), де F – множина гiпергра-

ней PR, а функцiї (5.45), (5.46) знайдено на основi використання (PR.HR).

Наведенi пiдходи до оптимiзацiї стосуються VLSs. Коли оптимiзацiя

вiдбувається на множинi E, що не є VLS, такiй, як Cb-множина розмi-

щень, iндукована η > n + 1-елементними мультимножиною та утворена

k > 2-елементною множиною, до неї можуть бути застосованi викладенi

вище пiдходи пiсля переходу до еквiвалентної задачi на VLS або сукупностi
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розгляду VLSs, що можна зробити одним з методiв, викладеними у п. 3.5.

8.3 Cb-множини задач оптимiзацiї

Допустимою множиною E ′ ECO-задач можуть бути як Cb–множини,

так i C–множини, що є їх власними пiдмножинами. Будемо називати їх

Cb–множинами заданого класу ECOP. Наведемо три приклади таких задач

оптимiзацiї та побудуємо PSRs та SRs Cb–множин цих задач.

Приклад 8.1. UBQP має вигляд: f(x) = xTAx + cTx →
x∈Bn

min або

f(x) = xTAx+ cTx →
x∈B′n

min, де A ∈ Sn, A ∈ Rn×n, c ∈ Rn. Розглядатимемо

UBQP у останнiй постановцi. Тут, допустимою множиною, вiдповiдно, i

Cb–множиною цiєї задачi, буде множина B′n. f(x), взагалi кажучи, неопукла,

але її уопуклювання можна здiйснити за формулою (7.32), де µ задано вира-

зом (7.24), побудувавши таким чином її квадратичне опукле продовження

Fmin, пiсля чого перейти до UBQP iз ним як цiльовою функцiєю.

Вiдома також iнша постановка UBQP [225] (далi UBQP2 ):

cTx+
∑

1≤i<j≤n
aijyij → min, (x, y) ∈ BiQEn,

де E = BiQEn – множина вигляду (8.25), яку називатимемо Cb–множиною

UBQP2. Вона виникає при перетвореннi UBQP у UBQP2, i для її побудо-

ви точки вихiдної Cb-множини B′n доповнюються C2
n-ма координатами за

правилом:

yij = xixj, 1 ≤ i < j ≤ n. (8.28)

У результатi утворюється власна пiдмножина E ′ = B′C2
n+1

, що є вершин-

но- i сферично розташованою C-множиною. Оскiльки функцiональнi пред-

ставлення бiнарної Cb-множини вiдомi, так само як функцiональний зв’язок

мiж yij, 1 ≤ i < j ≤ n та xi, i ∈ Jn, задача побудови f–представлення E,

воно ж розширене f–представлення Bn, вирiшена. Так, у сукупностi з (8.28),
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(B′n.SR1) є строгим неопуклим f–представленням E порядку C2
n+1. Крiм то-

го, легко знайти описану гiперсферу навколо E, вибираючи як S описану

гiперсферу навколо E ′. Незважаючи на це, якщо ставиться задача побудови

PSpR E за участi P = BiQPn, вона складно реалiзується, оскiльки P задає-

ться неполiномiальним числом обмежень. У той же час, як було показано,

(E.PSpR) за участю P ′ = RBiQPn вже знайдено. Ще одне f–представлення

отримаємо, використовуючи дворiвневiсть E у P , iлюструючи тим самим

теорему 8.2. З цiєю метою (8.26) доповнимо до двостороннiх нерiвностей:

3 ≥ xi + xj + yij ≥ −1; 3 ≥ −xi − xj + yij ≥ −1; 3 ≥ −xi + xj − yij ≥ −1;

3 ≥ xi − xj − yij ≥ −1, 1 ≤ i < j ≤ n, (8.29)

якi у точках E виконанi як рiвностi. Таким чином, має мiсце: ∀(x, y) ∈ E

∀i, j, 1 ≤ i < j ≤ n : 0.5|xi + xj + yij − 1| = 1; 0.5| − xi − xj + yij − 1| = 1;

0.5| − xi + xj − yij − 1| = 1; 0.5|xi − xj − yij − 1| = 1. (8.30)

Зауважимо, що x ∈ vert P ′\E задовольнятиме як рiвнiсть достатню

кiлькiсть нерiвностей (8.29), щоб бути вершиною P ′, але не всi обмеження

(8.30), тобто виконання (8.30) є необхiдною i достатньою умовою належностi

E. А це означає, що згортка (8.30) для α такого, що 1 < α <∞ дає:

1
2α

∑
i∈I

(|xi + xj + yij − 1|α + | − xi − xj + yij − 1|α+

+ | − xi + xj − yij − 1|α + |xi − xj − yij − 1|α) = 4C2
n −

(8.31)

рiвняння строго опуклої поверхнi, описаної навколо E. Бiльш того, врахо-

вуючи, що в межах P ′ |xi + xj + yij − 1|α ≥ |xi + xj + yij − 1|β, та ∀β > α

система (8.26), (8.31),
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1
2β

∑
i∈I

(|xi + xj + yij − 1|β + | − xi − xj + yij − 1|β+

+ | − xi + xj − yij − 1|β + |xi − xj − yij − 1|β) = 4C2
n −

(8.32)

задаватиме E, якщо α 6= β. Зокрема, при виборi α = 2, β = 4 система (8.26),

(8.31), (8.32) є бiквадратним f–представленням E. Для того, щоб побудувати

дотичне f–представлення E, можна скористатися прийомом, наведеним у

заув. 5.10 i провести попереднє нормування обмежень (8.31), (8.32) на базi

леми 5.8.

Зауважимо, що з використанням (8.31) можна побудувати (BiQEn.PER)

вигляду (8.26), (8.31) з α = 2, перевагою якого по вiдношенню до вищена-

веденого (BiQEn.PSpR) є те, що у перетинi елiпсоїда з решiткою {−1, 1}n

утворюється саме BiQEn. А це означає, що нижню оцiнку цiльової функцiї

можна знайти, розв’язавши лiнiйну задачу на елiпсоїдi (див. лему 5.8). По-

кращенням цiєї оцiнки буде розв’язок полiедральної релаксацiйної задачi

на P ′. Далi оцiнку можна покращувати, а згодом знайти точний розв’язок

задачi, застосовуючи SCCM оптимiзацiї на PESs. Слiд зазначити, що на

кожнiй iтерацiї SCCM верхня оцiнка може бути покращена за допомогою

комбiнаторного заокруглення розв’язкiв полiедральних релаксацiйних задач.

Це можна зробити, наприклад, проектуванням вектора перших n координат

на Bn, а решту координат визначаючи з (8.25).

Покажемо, що E = BiQEn є не тiльки Cb–множиною задачi UBQP2,

але i просто Cb–множиною. Згiдно заув. 3.10, FPC Y векторiв останнiх C2
n

координат елементiв E, знайденi як результат дiї нелiнiйного перетворення

над Bn, заданого формулою (8.28). Вiдповiдно, Y знайдено Способом 3.2

i є Cb–множиною, а E є декартовим добутком Cb–множин Bn, Y , тобто

утворюється Способом 3.2 формування Cb–множин.

Приклад 8.2. Представимо декiлька нових моделей MWIS, використо-

вуючи той факт, що Cb–множиною цiєї задачi є
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E = {x ∈ Bn : x задовольняє (1.35)} (8.33)

(далi Cb–множина MWIS ), а також використаємо пiдходи, наведенi у при-

кладi 8.1. А саме, використаємо дворiвневiсть E по напрямках, заданих

нормалями до гiперграней багатогранника, що є допустимою областю по-

лiедральної релаксацiї MWIS, яка має вигляд xi ∈ [0, 1], i ∈ Jn, (1.35),

адже має мiсце ∀x ∈ E xi ∈ {0, 1}, i ∈ Jn; xi + xj ∈ {0, 1}, (vi, vj) ∈ E .

Представляючи першу умову у формi (2xi − 1)2 = 1, i ∈ Jn, а другу – так:

|2xi + 2xj − 1| = 1, (vi, vj) ∈ E , пiдводячи другу до квадрату та згортую-

чи отриманi спiввiдношення, отримуємо: а) для пари вершин (vi, vj) ∈ E

|2xi + 2xj − 1|2 + (2xi− 1)2 + (2xj − 1)2 = 3 або x2
i + x2

j + xixj − xi− xj = 0 –

рiвняння n-вимiрного елiптичного цилiндра; б) для усiєї множини E –

∑
(vi,vj)∈E

(x2
i + x2

j + xixj − xi − xj) = 0 − (8.34)

рiвняння елiпсоїда, описаного навколо E.

Незважаючи на те, що багатогранник P ′ вигляду (1.34), (4.36) є релакса-

цiйним для P = convE у випадках, коли граф G не є дводольним, доповнення

його H–представлення (1.34), (4.36) рiвнянням (8.34) є f–представленням E,

а саме спiввiдношення (1.34), (4.36), (8.34) є PER множини (8.33) порядку

2n+m+ 1. Вiдповiдно, (1.32), (1.34), (4.36), (8.34) є математичною моделлю

MWIS (далi MWIS.M8 ), яку можна розв’язати, наприклад, SCCM для ELSs

(див. приклад 8.1). Неважко перевiрити, що у системi координат Oxixj

x2
i + x2

j + xixj − xi − xj = 0, x2
i + x2

j − xi − xj = 0, (8.35)

є строгим f–представленням множини {(xli, xlj)}l∈J3 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}.

Таким чином, замiнюючи у MWIS.M5 обмеження (1.35), (1.36) системою

(8.35) для (vi, vj) ∈ E , одержуємо нову модель (далi MWIS.M9 ), що ви-
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користовує строге квадратичне f–представлення (8.35) множини E, яке є

опуклим та має бiльший порядок за f–представлення (1.35), (1.36), що є

перевагою при застосуваннi до її розв’язання квадратичних двоїстих оцiнок

Н. З. Шора [221, 222, 225, 354]. Цю задачу можна розв’язати як класичну

задачу на умовний екстремум, методами напiввизначеного програмуван-

ня [8, 125,137,151,152] та iн.

Приклад 8.3. Запропонуємо для SAT.M3 два способи формування ал-

гебраїчної функцiї Φ(x), ґрунтуючись на продовженнi функцiй. Наша мета

побудувати продовження функцiї (1.29) як функцiю вiд x ∈ Rn, тобто знайти

вираз для Φ(x):

φ(C1, ..., Cm) =
Bn

Φ(x). (8.36)

Представимо застереження C1, ..., Cm у формi

Ci = (
∨
i′∈Ii

xji′)
∨

(
∨
i′∈I ′i
¬xji′), i ∈ Jm. (8.37)

Спосiб 8.1. Неважко помiтити, що ∀i, j ∈ Jn

xi
∧
xj =

Bn
min{xi, xj}, xi

∨
xj =

Bn
max{xi, xj}, ¬xi =

Bn
1− xi. (8.38)

Об’єднуючи (8.36)-(8.38), маємо:

Φ(x) = min
i∈Jm

max{max
i′∈Ii

xji′ ,max
i′∈I ′i

(1− xji′)} = min
i∈Jm

max{max
i′∈Ii

xji′ , 1−max
i′∈I ′i

xji′}.

У результатi приходимо до розв’язання задачi (1.31) з цiєю негладкою

та неопуклою цiльовою функцiєю.

Спосiб 8.2. Дослiдимо шляхи зведення SAT до оптимiзацiї гладкої

функцiї. З цiєю метою пiдберемо симетричнi квадратичнi функцiї для про-

довжень булевих функцiй xi
∧
xj, xi

∨
xj, а саме
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xi
∧
xj =

Bn
xixj, xi

∨
xj =

Bn
xi + xj − xixj, ¬xi =

Bn
1− xi. (8.39)

Двiчi застостовуючи другий вираз iз (8.39), маємо:

xi
∨
xj
∨
xk =

Bn
xi + xj + xk − xixj − xixk − xjxk + xixjxk.

Як видно, зi збiльшенням |Ii| у Ci, алгебраїчний вираз стає все бiльш

громiздким. Для уникнення цього, перейдемо до заперечення Ci i отримаємо:

Ci =
Bn

1− (¬Ci) = 1− (¬(
∨
i′∈Ii

xji′)
∨

(
∨
i′∈I ′i
¬xji′)) =

= 1− (
∧
i′∈Ii
¬xji′)

∧
(
∧
i′∈I ′i

xji′) = 1−
∏
i′∈Ii

(1− xji′)
∏
i′∈I ′i

xji′ , i ∈ Jn.
(8.40)

Застосовуючи (8.39), (8.40) до (1.29), маємо:

Φ(x) =
∏
i∈Jm

(1−
∏
i′∈Ii

(1− xji′)
∏
i′∈I ′i

xji′). (8.41)

Отримана задача (1.31), (8.41) є задачею булевої полiномiальної опти-

мiзацiї, але при цьому функцiя Φ(x) – неопукла.

Наведемо два способи побудови опуклого продовження F (x, .) цiєї фун-

кцiї. Перший використовує насл. 1.4, зважаючи на полiедрально-сферичнiсть

Bn, а саме Bn = B̂n(0.5e,
√
n

2 ). Опукле продовження Φ(x) з Bn на опуклий

компакт K ⊃ Bn iснує у формi F (x, µ) = Φ(x) + µ((x − 0.5e)2 − n
4 ) =

= Φ(x) + µ(x2− xTe), де µ можна знайти способами, наведеними у [185,323].

Використаємо зв’язок (8.38) iз (8.39), у результатi чого для (8.41) маємо:

Φ(x) =
x∈Bn

∏
i∈Jm

(1−min{min
i′∈Ii

(1− xji′),min
i′∈I ′i

xji′}) = Φ′(x).

Для перетворення Φ′(x) використаємо результат з [379], отримуючи:
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Φ′(x) =
x∈Bn

∑
i∈Jm

((1−min{min
i′∈Ii

(1− xji′),min
i′∈I ′i

xji′})− ni + 1)+ = Φ′′(x),

де ni = |Ii| + |I ′i|, i ∈ Jm. Так, для випадку ni = |Ii|, i ∈ Jm, подальшi

перетворення Φ′′(x) будуть такими:

Φ′′(x) =
x∈Bn

∑
i∈Jm

(1−min
i′∈Ii

(1− xji′)− ni + 1)+ =

=
∑
i∈Jm

(max
i′∈Ii

xji′ − ni + 1)+ = F (x).
(8.42)

У правiй частинi (8.42) стоїть опукла функцiя F (x), що i є шуканим

Φ.CE, при цьому це опукле продовження полiному знайдене серед функцiй,

що лежать поза межами класу полiномiальних продовжень, бiльш того – це

продовження є негладким.

Зауваження 8.1. Cb–множинами задач UPQP2 та SAT є Cb–множини

E = BiQEn i Bn вiдповiдно. E – Cb–множина MWIS не буде базовою множи-

ною e-конфiгурацiй, адже жоден зi Способiв 3.1-3.3 не дозволяє вiдобразити

умову (1.34). Тим не менш, є усi пiдстави вважати, що, зважаючи на спосiб

формування E має структурнi та геометричнi особливостi, якi доцiльно

дослiджувати i використовувати в оптимiзацiї.

8.4 e-конфiгурацiї у геометричному проектуваннi

Перспективним напрямком дослiджень, пов’язаних з е-конфiгурацiями,

є задачi розмiщення, покриття та розбиття геометричних об’єктiв [98,182,226–

234,250,282,299,300,364,369,372,378]. При цьому для моделювання реальних

матерiальних об’єктiв базовим є поняття геометричної iнформацiї g про

об’єкт O ⊂ Rs (s = 2, 3), що включає: просторову форму s як клас еквiва-

лентностi на сукупностi точкових конфiгурацiй Rl; метричнi характеристики



342

m, що задають «розмiри» об’єкта форми s1); параметри розмiщення p, що

визначають позицiю об’єкта у просторi Rl.

Геометрична iнформацiя g = (s,m,p) при фiксованiй формi s поро-

джує простiр геометричних iнформацiй G [358,364], iзоморфний евклiдовому

простору, розмiрнiсть якого визначається числом компонент m i p. У свою

чергу, сукупностi геометричних об’єктiв

O = {Oi}i∈Jn (8.43)

вiдповiдає декартiв добуток G = G1 × G2 × . . . × Gn просторiв геометричних

iнформацiй Gi, i ∈ Jn, породжених кожним з об’єктiв.

У монографiї [364] видiлено клас задач геометричного проектування,

що формалiзуються як вiдображення простору G у себе при виконаннi

заданої системи обмежень, у яких можна видiлити комбiнаторну структуру

[234,250,318,364,376].

Здiйснимо вiдображення множини геометричних об’єктiв (8.43) iз фi-

ксованою формою та метричними характеристиками у скiнченну множину

власних параметрiв розмiщення pj, j ∈ Jk.

Вiдповiдно до введених у п. 2.2 позначень, ототожнимо множину

A = {a1, ..., ak} iз множиною параметрiв розмiщення, поклавши aj = pj,

j ∈ Jk. A iндукує Ec-множину Π, складовими якої є с-конфiгурацiї вигляду:

π =

O1 . . . On

pj1 . . . pjn

 = 〈pj1pj2...pjn〉 . (8.44)

Поставивши π у взаємно-однозначну вiдповiднiсть вектор

g = (p1j1, ..., p1jn, p2j1, ..., p2jn, ..., pmjn, ..., pmjn) ∈ G,

1)пласкi об’єкти характеризуються трьома параметрами розмiщення, а для просторових об’єктiв число
параметрiв розмiщення, з урахуванням кутiв Ейлера, дорiвнює 6
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отримаємо e-конфiгурацiю з параметром m = 6 для Oi ⊂ R3 та m = 3 для

Oi ⊂ R2, i ∈ Jn. Такi вектори утворюють C–множину E = ϕ(Π), яка не

тiльки є пiдмножиною Rm×n, але i простору G.

Розглянемо детальнiше задачу розмiщення сукупностi об’єктiв у областi

розмiщення, видiливши у її структурi множину е-конфiгурацiй перестановок

векторiв. Крiм цього, продемонструємо використання математичної моделi

Задачi 8.1 у задачах розмiщення. Зауважимо, що у той час як у (8.44) як

результуючу множину було вибрано вектори параметрiв розмiщення, якi

є змiнними для об’єктiв розмiщення, то у моделi, яку буде представлено

зараз, вiдображення вiдбуватиметься на множину заданих метричних хара-

ктеристик. Зрозумiло, що у кожнiй математичнiй моделi задачi розмiщення

як задачi на множинi e-конфiгурацiй, незважаючи на те, що вибрано за ре-

зультуючу множину, беруть участь i метричнi характеристики, i параметри

розмiщення. Вважаючи їх постiйними i змiнними вiдповiдно для (8.43), обидвi

математичнi моделi по сутi будуть iдентичними. Але теорiя f–представлень

у поєднаннi iз MASD [250] дозволяє перейти до розгляду принципово рiзних

математичних моделей, у першiй з яких використовується f–представлення

множини векторiв параметрiв розмiщення, а у другiй – f–представлення

множини векторiв метричних характеристик [182, 318, 321]. З точки зору

одержання бiльш точного розв’язку, другий шлях є перспективнiшим, адже

вiн не тiльки збiльшує область пошуку, але й потребує розгляду розширено-

го простору. Перейдемо до детального розгляду вiдповiдної математичної

моделi.

Постановка задачi [318]. Нехай множина (8.43) m-вимiрних об’єктiв iз

вiдомими метричними характеристиками розмiщуються в областi

O0 ⊂ Rm iз фiксованими параметрами розмiщення. Необхiдно знайти пара-

метри розмiщення об’єктiв та метричнi характеристики областi розмiщення,

при яких досягається екстремум функцiї φ, при цьому об’єкти розмiщення

попарно не перетинаються i розташованi в областi розмiщення.
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Побудуємо математичну модель даної задачi як задачi оптимiзацiї на

PS. Як вихiдну множину виберемо сукупнiсть векторiв параметрiв розмi-

щення, а результуючу – рiзнi вектори метричних характеристик об’єктiв

розмiщення. Нехай µi = (µ1i, ..., µmi)T – вектор метричних характеристик

об’єкта Oi, i ∈ Jn. Для побудови результуючої множини A вигляду (2.9)

видiлимо основу A з мультимножини G = {µi}i∈Jn i здiйснимо присвоювання

A = A.

Враховуючи наявнiсть областi розмiщення O0, нумерацiю об’єктiв бу-

демо здiйснювати з нуля – {Oi}i∈J0
n
, i саме вона буде виступати вихiдною

множиною для формування конфiгурацiй. Параметрами векторiв (8.2) бу-

дуть параметри розмiщення об’єктiв, а саме координати їх полюсiв.

Згiдно з умовою задачi, параметри розмiщення областi O0 заданi, решту

треба знайти. Таким чином, формула (8.2) набуває вигляду:

b0 = (b10, ..., bs0)T , bi =
(
b1i, ..., bsi

)T ∈ Rs, i ∈ Jn, де s – число параме-

трiв розмiщення, b0 ∈ O0 – полюс областi розмiщення, {bi}i∈Jn – множина

полюсiв об’єктiв розмiщення. Формули (2.10), (2.12) перетворюються на

a0 = (a10, ..., am0)T ∈ Rs, ai = (a1i, ..., ami)T ∈ Rm, l ∈ Jk, де m – кiль-

кiсть метричних характеристик, є змiнними для областi розмiщення, решта –

фiксованi. Задача (8.3), (8.7), (8.8) еквiвалентна такiй: знайти

π∗ = arg min f
(
b0,b, π

)
, (8.45)

π ∈ Π (a0, a) , (8.46)

ϕi
(
b0,b, π

)
≤ 0, i ∈ Jt, (8.47)

де π =

b0 b1 ... bn

a0 aj1 ... ajn

 = 〈aj0, aj1, ..., ajn〉.

Тут система обмежень (8.47) включає два блоки: а) умови попарного

неперетину об’єктiв розмiщення:
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ΦOi′Oi′′ ≥ 0, 1 ≤ i′ < i′′ ≤ n; (8.48)

б) умови їх розмiщення в областi O0:

ΦO∗0Oi′ ≥ 0, i′ ∈ Jn, (8.49)

де O∗0 – доповнення O0, Φ[.] – фi-функцiя [55]. У термiнах метричних хара-

ктеристик i параметрiв розмiщення, умови (8.48), (8.49) представимо так:

Φ
(
bi′, ai′, bi′′, ai′′

)
≥ 0, 1 ≤ i′ < i′′ ≤ n, (8.50)

Φ′
(
b0, a0, bi′, ai′

)
≥ 0, i′ ∈ Jn. (8.51)

Формалiзуємо обмеження (8.46), переписавши його наступним чином:

π ∈ Πnk (G) , (8.52)

amin
0 ≤ a0 ≤ amax

0 , (8.53)

де G – мультимножина векторiв метричних характеристик, а

[amin
0 , amax

0 ] ⊂ Rm
+ – паралелепiпед, у межах якого можуть змiнюватися метри-

чнi характеристики O0, Π = Πnk (G) – Ec-множина перестановок векторiв,

що є прообразом при вiдображеннi ϕ загальної Cb–множини перестановок

векторiв, EN = EN
NkN (GN ,A), що породжується множиною векторiв G, iн-

дукується мультимножиною GN , що об’єднує мультимножини метричних

характеристик об’єктiв (8.43) та генерується множиною AN = S(GN). Умова

(8.52) вiдображає той факт, що допустиме розмiщення визначається з точнi-

стю до перенумерацiї об’єктiв розмiщення. Тепер можна здiйснити перехiд

до розгляду Cb–множини EN
NkN (GN ,A) за вищенаведеною схемою у розд. 2 i

ECOP на нiй. Для цього умову (8.52) замiнити такою: (2.128),
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x ∈ Enk(G), (8.54)

де E = Enk(G) – прообраз EN при вiдображеннi ζ (див. (2.127)). Вико-

ристовуючи математичну модель E у формi f–представлення, такого, як

(Enk(G).SR2), одержимо математичну модель даної задачi розмiщення. Ми

побудували змiшано-комбiнаторну оптимiзацiйну модель (8.45), (8.50), (8.51),

(8.53), (8.54), у якiй змiнними є метричнi характеристики та параметри розмi-

щення об’єктiв, а також метричнi характеристики областi розмiщення. Завдя-

ки умовi (8.54) допустимим розв’язком цiєї задачi буде допустиме розмiщення

об’єктiв (8.43) заданих спочатку розмiрiв. Штучне додавання цiєї умови до-

зволяє суттєво, а саме у |Πnk (G)| = n!
n1!·...·nk! разiв, збiльшити область пошуку

оптимального розв’язку порiвняно з традицiйними постановками задач роз-

мiщення, в яких метричнi характеристики об’єктiв фiксованi [55,98,364], i,

вiдповiдно, збiльшити ймовiрнiсть отримання кращого розв’язку при застосу-

ваннi наближених методiв до її розв’язання. Крiм того, це демонструє, яким

чином практично може бути застосований MASD [182,250,376], у якому змiн-

нi метричнi характеристики об’єктiв розмiщення виступають узагальненими

змiнними [234], при розв’язаннi реальних задач.

Зауважимо, що iдея розгляду задач геометричного проектування з об’-

єктами, що мають змiннi метричнi характеристики, не є новою [229,372], але

у даних джерелах вона використовувалася у iншому контекстi. Так, у [372],

зокрема, дослiджуються задачi розмiщення, коли метричнi характеристики

об’єктiв розмiщення змiнюються у заданих межах, а також випадок, коли цi

характеристики, як i форма об’єктiв, залежать вiд параметрiв розмiщення.

У [229] змiннiсть метричних характеристик розумiється у тому сенсi, що на

початковому кроцi усi об’єкти розмiщення мають нульовий об’єм (площу),

щоб випадкове початкове розмiщення було допустимим, а потiм розмiр об’-

єктiв поступово збiльшується до їх реальних розмiрiв, не порушуючи при

цьому умови на взаєморозташування об’єктiв та областi розмiщення. Мiж
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тим, запропонована у даному пунктi математична модель безпосередньо уза-

гальнюється на випадки, розглянутi у [372], а також може бути застосована

у пiдходi, викладеному у [229] для одержання допустимого розмiщення. При

цьому, оскiльки метричнi характеристики не будуть прив’язанi до конкретно-

го об’єкта розмiщення, то, за рахунок суттєвого збiльшення областi пошуку,

можна очiкувати полiпшення результатiв розв’язання реальних задач геоме-

тричного проектування при використаннi представленої математичної моделi

задачi розмiщення.

8.5 Прикладнi задачi на множинах e-конфiгурацiй

Перелiчимо деякi додатки отриманих результатiв у практичних i те-

оретичних областях. Будемо вважати, що розглядається ECOP вигляду:

знайти min
x∈E

f(x), де E – Cb–множина, а f(x) – квадратична функцiя (далi the

unconstrained quadratic Cb-set problem, (E.UQP)). Так, задача (Bn.UQP) –

це UBQP, що належить до NP-складних [12,148] i виникає в багатьох обла-

стях дослiджень як основна, так i допомiжна задача [4, 32, 43, 87, 118, 130,

152,172,175,185,196,219,220]. Чисельнi задачi геометричного проектування,

логiстики, призначення, розбиття, кластеризацiї, рiзноманiтнi задачi тео-

рiї графiв формулюються як (Bn.UQP). Так, серед графових задач – це

the classic vertex coloring problem, the generalized independent set problem

(GIS), the classic set partitioning (SP) problem, set packing problem, the Li-

near Ordering (LO), the Sum Coloring Problem, the Robust Graph Coloring

Problem (RGCP), the Generalized Vertex Covering Problem (GVCP) [130].

Крiм того, деякi умовнi лiнiйнi задачi на Bn еквiвалентно формулюються як

(Bn.UQP) [12,41,78,103,113,122,125,137,151,180,183,191,201].

Розглянемо клас NP-складних задач (Bn(m).UQP), до розв’язання

яких зводяться деякi задачi теорiї графiв [32], такi, як the densest k-subgraph

problem (DkS) [137, 148, 151], the heaviest k-subgraph problem (HSP) [137, 151],
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the minimum bisection problem (MB) [12, 66, 125, 137] i т.п. Лише деякi з

областей практичного застосування (HSP) – це телекомунiкацiї, розмiщення

складських примiщень, оборона, соцiальнi та молекулярнi мережi та iн. [137].

Численнi додатки (MB) включають у себе VLSI-дизайн, обробку зображень,

комп’ютерне бачення, науковi обчислення, паралельне програмування, задача

балансування, маршрутизацiю i т.п. [137].

(Bn(m).UQP) належить класу (Enk(G). UQP) NP-складних проблем,

також вiдомого численними своїми додатками [236,364]. Те саме стосується i

умовних квадратичних задач на Enk(G) (далi (Enk(G).QP)) [83,273]. Ось ли-

ше деякi з додаткiв (Enk(G).UQP) i (Enk(G).QP): – проблеми балансування,

пов’язанi з дизайном чiпiв, завантаженням судна, оснащенням лiтакiв, ба-

лансуванням турбiн, геометричним проектуванням, проблемами розмiщення

об’єктiв [83,98,236,250,273,284,286,321,350,363,370,376].

(En.UQP) – це QAP [50], що має численнi застосування в задачах

компоновки, дизайнi чiпiв, плануваннi, комунiкацiях, балансуванню турбiн,

ергономiцi i т. д. Узагальнення QAP на випадок призначення одного суб’єкта

на декiлька посад або кiлька суб’єктiв на одну посаду моделюються за

допомогою (Enk(G).UQP), де n > k [106]. Крiм цього En, Enk(G) знаходять

застосування у криптографiї та iнших практичних областях [147].

Приклади задач оптимiзацiї на полiкомбiнаторних Cb-множинах, що по-

роджується Cb-множинами перестановок i булевих розмiщень/перестановок,

можна знайти, наприклад, у [32, 184, 334, 337, 345–347]. Вони пов’язанi з

теорiєю розкладiв, VLSI-дизайном, геометричним проектуванням, телекому-

нiкацiями тощо. Як декартовi добутки Cb-множин, полiкомбiнаторнi множини

формуються Способом 3.1. У [33] представлена математична модель дискре-

тної томографiї (DT) як умовна булева квадратична задача. При цьому стру-

ктура обмежень дозволяє переформулювати її у виглядi задачi оптимiзацiї

на Cb-множинi, що утворюється в перетинi двох Cb-множин булевих полiпе-

рестановок, тобто також формується Способом 3.1. (DT) виникає в рiзних
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областях, таких як неруйнiвний контроль, обробка зображень, електронна

мiкроскопiя, захист даних, промислова томографiя i матерiалознавство. Слiд

зазначити, що Прикладами практичних задач, що моделюються в формi

ECOP iз полiномiальної цiльовою функцiєю степеня вище двох є: задача

балансування для Enk(G) [236]; кубiчнi, бiквадратнi та iншi N -адичнi задачi

про призначення – для En [50]; багатовимiрна iнтерполяцiя, методи кiнцевих

елементiв – для Bn(1) [127].

Прикладом практичного застосування дискретних задач неполiномi-

альної оптимiзацiї є the single row facility layout problem (SRFLP) [6], яка

формулюється як задача кусково-лiнiйної оптимiзацiї на En(Jn). Її окремим

випадком є задача про мiнiмiзацiю довжини зв’язуючої сiтки [364].

Огляд математичних моделей практичних задач, що представленi у

роботах [80,180–184,312,334–337,342,345–347], їх iнтерпретацiя у термiнах

е-конфiгурацiй та огляд пiдходiв до їх розв’язання, пов’язаних iз викори-

станням властивостей допустимих областей задач як C–множин, наведена у

додатку B.7.

8.6 Класифiкацiя ECOPs на C-множинах

ECOP розглядатимемо у формi (1.12), де E ′ – C–множина вигляду

(1.11), E – Cb–множина, що є надмножиною E ′, при цьому f(x), fi(x) ∈ C(K),

i ∈ Jm, K ⊆ Rn – опукла область оптимiзацiї, така, що E ⊂ K (далi

ECOP на Cb–множинi E або ECOP2 ). Зауважимо, що довiльна ECOP може

представлена у формi ECOP2, адже для довiльної C–множини E ′ виконано

E ′ ⊆ E = E
n
k(G), у якостi K може бути обрано гiперкуб Πn

k(G) або куля,

описана навколо нього, а f(x), fi(x), i ∈ Jm за необхiдностi можуть бути

замiненi iнтерполяцiйними полiномами, побудованими по точках E.

Класифiкацiю ECOP2s здiйснимо за кiлькома напрямками: а) за ти-

пом результуючої множини Ec-множини Π = ϕ−1(E) – числовi ECOP2s,
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якщо m = 1, та векторнi ECOP2s, якщо m > 1; б) за виглядом цiльової

функцiї та функцiональних обмежень – лiнiйнi, квадратичнi, кубiчнi, бiква-

дратнi, полiномiальнi степеня вище чотирьох, тригонометричнi, гладкi та

негладкi, з опуклими цiльовою функцiєю (1.8) та функцiональними обме-

женнями (1.9) тощо; б) за наявнiстю прямих обмежень (1.10) (так, якщо

(1.10) вiдсутнє, ECOP представлена у формi CECOP); в) за наявнiстю фун-

кцiональних обмежень – безумовнi (m = 0) та умовнi (m > 0) ECOPs на

Cb–множинах (далi unconstrained/constrained optimization problem on Cb-set

E, E.UP/E.CP вiдповiдно, ECOPs на Cb–або C–множинах вiдповiдно); г) за

виглядом Cb–множини:

– вiдповiдно до С-А-типологiї, наведеної у пп. 2.2-2.4, 2.6 (наприклад,

ECOP2s на PSs, SPSs, PPSs, BSs i т.д.);

– вiдповiдно до G-А-типологiї, наведеної у п. 2.5 (наприклад, ECOP2s

на VLSs, PSpSs, 2LSs тощо);

– вiдповiдно до того, якi з Задач 4.1-4.15 розв’язанi для E та P = convE

(наприклад, ECOP2s на WDSs, на множинах, що дозволяють ефективно

шукати проекцiю (далi well-projected sets, WPDs) або нижнi оцiнки f , на

Cb-множинах iз вiдомими PSRs тощо).

Комбiнацiя рiзних цих ознак приводить до подальшого розбиття вка-

заних вище класiв ECOP2s на пiдкласи, з яких у даному пунктi було розгля-

нуто, зокрема, ECOP2s на рiзних класах Cb–множин, квадратичнi E.UPs –

E.UQPs – та квадратичнi E.CPs, полiномiальнi та негладкi ECOP2s, числовi

та векторнi ECOP2s, ECOP2 на 2LSs iз вiдомим розв’язком Задачi 4.3 та

таких, що є WDSs, та iншi класи задач.

Зауваження 8.2. Представлена типологiя ECOP2s дозволяє запропо-

нувати також новi класи релаксацiйних задач, а саме: а) Cb–релаксацiєю

умовної ECOP2 назвемо безумовну ECOP2, отриману з неї ослабленням обме-

жень (1.9); б) WDS-релаксацiєю E.UP на E, що не є WDS, назвемо ECOP2

на WDS E ′′ ⊃ E; в) WPS-релаксацiєю E.UP на E, що не є WPS, назвемо
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ECOP2 на WPS E ′′ ⊃ E; г) лагранжевою Cb–релаксацiєю E.CP буде E.UP

вигляду: знайти min
x∈E

φ(x, λ), де φ(x, λ) = f(x) + ∑m
i=1 λifi(x), λ = (λi)i ∈ Rm

+ .

8.7 Методологiя розв’язання COPs

На базi результатiв роботи запропоновано методологiю дослiдження

COP на Ec-множинi Π полягає в наступному. Спочатку проводиться бiєктивне

вiдображення результуючої множини даної Ec-множини на числову множину

A чи множину векторiв однакової розмiрностi A таким чином, щоб ключова

iнформацiя, що залучається у дану екстремальну задачу, була вiдображена у

результуючiй множинi. На наступному кроцi COP "занурюється"у евклiдiв

простiр i формується її евклiдова постановка, що є задачу евклiдової комбi-

наторної оптимiзацiї у формi ECOP. З цiєю метою, здiйснюється бiєктивне

вiдображення множини Π у евклiдiв простiр i отримується числова або ве-

кторна Ec-множина E, а цiльова функцiя та функцiональнi обмеження, що

видiляють допустиму область Π′ з Π, формулюються в термiнах декартових

змiнних. Таким чином, допустима множина E ′ видiляється з E аналiтично

та формується еквiвалентна постановка COP як задачi дискретної оптимiза-

цiї. Наступним кроком є застосування конструктивного та геометричного

аналiзу до класифiкацiї E. А саме, запропонована типологiя застосовується

до визначення класу E (далi параметр А) як C–множини, до класу цiльової

функцiї (далi параметр B) та функцiональних обмежень (далi параметр C).

У випадку, якщо E не є Cb–множинi, здiйснюється перехiд до еквiвалентної

моделi, що є ECOP2 або сукупнiстю ECOP2s на Cb–множинах, якi бажано

є VLSs, WDSs, WRSs та з вiдомим PSRs. Цей перехiд можливо зробити:

а) пошуком E ′′ надмножини E, що є Cb–множиною з подальшим доповненням

системи (1.9) для видiлення E з E ′′; б) декомпозицiєю E на Cb–множини,

кiлькiсть яких полiномiально залежить вiд n iз подальшим переходом до

послiдовного розгляду отриманих ECOPs; в) пiдйому у розширений простiр,
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де образом Π є деяка Cb–множина, що фактично означає, що вiдображення

Π у простiр вiдбувається способом, вiдмiнними вiд (2.19) та (2.19).

Залежно вiд комбiнацiї параметрiв A, B, C визначається клас даної

ECOP2 (див. п. 8.6) та вона представляється у виглядi задачi оптимiзацiї на

Cb–множинi E ′′ ⊇ E, представленої як теоретико-множинних операцiй над

добре описаними Cb–множинами.

Подальша методологiя дослiдження ECOP2 передбачає побудову дере-

ва можливих пiдходiв до розв’язання цiєї задачi, у якому передбаченi схеми

пошуку точного, наближеного, та наближеного з оцiнкою точностi розв’язкiв,

а також адаптацiї вiдомих методiв дискретної оптимiзацiї до розв’язання

ECOP2 шляхом її переформулювань, у тому числi у розширеному просторi.

Цi новi формулювання у вихiдному просторi передбачають, зокрема, за-

стосування теорiї f–представлень до аналiтичного опису Cb–множини E ′′,

у результатi чого формується нова математична модель ECOP, що вiдрi-

зняється вiд попередньої новою комбiнацiєю параметрiв B,C, вiдповiдно,

набiр методiв її розв’язання поповнюється тими методами евклiдової ком-

бiнаторної оптимiзацiї та нелiнiйного програмування, що застосовнi до цiєї

комбiнацiї. У тому випадку, якщо до здiйснюється занурення у розширений

простiр, Cb–множина E ′′ породжує нову C–множину E ′′′, що отримується з

E ′′ розширенням координат її елементiв, значеннями, що одержуються у

результатi застосування зв’язуваних обмежень. До E ′′′ знову застосовується

типологiя, у результатi чого побудована розширена постановка ECOP хара-

ктеризуватиметься новою комбiнацiєю усiх трьох параметрiв A,B,C, тим

самим, арсенал методiв, застосовуваних до розв’язання ECOP2, доповнює-

ться далi. Слiд зазначити, що, оскiльки E ′′′ отримується з Cb–множина E ′′

застосуванням єдиних зв’язуваних обмежень, що пов’язанi з класом задач

оптимiзацiї, слiд очiкувати, що вона також має комбiнаторну структуру,

яку також можна виразити аналiтично, та утворює клас C–множин, що

називається Cb–множиною даного типу ECOP2.
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Отже, не обмежуючи загальностi, вважаємо, що ECOP є ECOP2, вiд-

повiдно E – Cb–множина, а E ′ – допустима область. Основна схема, що

передбачається даною методологiєю до розв’язання ECOP2, пов’язана iз

застосуванням теорiї опуклих продовжень, f–представлень та оцiнок мiнi-

мумiв функцiй до розв’язання ECOP. Тому видiлимо у iєрархiї пiдходiв

до розв’язання ECOP2 два напрямки (далi Напрямок 1 та Напрямок 2 ).

Напрямок 1 передбачає використання ECOP2 на VLS/VLSs (далi Задача 8.2).

З цiєю метою проводиться попередня перевiрка E на вершинну розташо-

ванiсть за допомогою тестiв, запропонованих у розд. 2. Якщо цi тести не

пiдтверджуються, що можливо лише для окремих класiв C–множин роз-

мiщень, проводиться декомпозицiя E на VLSs, наприклад, на C–множини

перестановок, або вiдбувається пiдйом у розширений простiр та перехiд до

розгляду отриманої VLS замiсть E ′′ (див. розд. 2). У результатi застосуван-

ня обох цих пiдходiв змiнюється комбiнацiя параметрiв A,B,C, вiдповiдно,

з’являються можливiсть розв’язання ECOP2 методами, якi досi не були

застосовнi. Вибiр пiдходу до переходу до Задачi 8.2 залежить вiд специфiки

ECOP2. Так, якщо E має неполiномiальну потужнiсть, декомпозицiйний

пiдхiд формування Задачi 8.2 застосовується лише у випадку полiномiальної

кiлькостi складових цiєї декомпозицiї. Те саме стосується i схем пiдйому –

кiлькiсть нових координат, а також обчислювальна складнiсть формування

E ′′′ має бути полiномiальною за n, де n – розмiрнiсть вихiдного простору.

Переходимо до розгляду Задачi 8.2, що характеризується трiйкою

〈A,B,C〉. Залежно вiд комбiнацiї A,B формуємо опукле продовження цiльо-

вої функцiї i переходимо до його оптимiзацiї на множинi E, функцiональнi

обмеження якої замiнюються системою опуклих обмежень, вигляд яких за-

лежить вiд комбiнацiї A,C, i здiйснюємо перехiд до розгляду C’ECOP на

Cb–множинi E ′′ з додатковими опуклими обмеженнями (далi Задача 8.3). До

Задачi 8.3 застосовуємо одну з розв’язувальних схем, що передбачає викори-

стання опуклостi допустимої областi поледральної релаксацiї Задачi 8.3, того
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факту, що E ′′ – Cb–множина, що є WDS або представляється за допомогою

добре описаних Cb–множин, а також декомпозицiйних пiдходiв, що застосовнi

до E ′′ як Cb–множини та дозволяють редукцiю Задачi 8.3.

Напрямок 2 ґрунтується на застосуваннi теорiї f–представлень до

розв’язання Задачi 8.2. Вiн передбачає розв’язання Задачi 5.1 i форму-

вання f–представлення E та перехiд до розгляду CECOP, тобто до моделi

ECOP2 як задачi на умовний екстремум, у тому числi як класичної задачi на

умовний екстремум, до якої застосовний апарат нелiнiйного програмування.

Обидва цi пiдходи пропонується використовувати у комплексi, формуючи

таким чином гибриднi оптимiзацiйнi пiдходи. Так, наприклад, можна розв’я-

зувати ECOP2 у формi Задачi 8.3, а нижнi оцiнки отримувати за допомогою

її постановки як Задачi 8.2. I навпаки, оскiльки область пошуку точного

розв’язку Задачi 8.2 методами гiлок та меж залежить суттєво вiд обох оцiнок

мiнiмумiв – верхньої та нижньої, а для одержання верхньої оцiнки треба

розв’язати задачу допустимостi, то використання для цiєї цiлi постановки у

формi Задачi 8.3 є ефективнiшим.

8.8 Висновки за роздiлом 8

У даному роздiлi викладено методологiю дослiдження екстремальних

комбiнаторних задач i представлено схему її застосування до розв’язання

ряду модельних задач, серед яких ECOP на дворiвневiй Cb-множинi, MWIS,

SAT, UBQP та iн.

У рамках дослiдження сфери застосування е-конфiгурацiй у GDP,

побудовано математичну модель, що зв’язує COP та ECOP на множинi е-

конфiгурацiй, вихiдною та результуючою множинами яких виступають векто-

ри однакової розмiрностi. Модель сформульовано у термiнах с-конфiгурацiй,

що зберiгають iнформацiю про вихiдну та результуючу множини та дозво-

ляють змiннiсть довiльного числа параметрiв. Дана модель застосована до



355

задач розмiщення, а саме побудовано модель розмiщення геометричних об’є-

ктiв iз однаковим числом метричних характеристик як задачу оптимiзацiї

на множинi е-конфiгурацiй перестановок векторiв, де вихiдною множиною

є вектора параметрiв розмiщення, а результуючою – вектора метричних

характеристик. Дана модель дозволяє варiювання множини змiнних характе-

ристик, у результатi чого вона охоплює як традицiйну модель розмiщення

об’єктiв, де метричнi характеристики об’єктiв розмiщення фiксованi, так i

випадок, коли усi або частина з них змiннi, при цьому збiжнiсть до допусти-

мої точки забезпечується додатковими обмеженнями, що використовують

f–представлення Cb–множини перестановок та зв’язок числової та векторної

Cb–множин перестановок.Представлено поняття Cb–множини класу ECOPs,

наведено приклади таких множин та дослiджено властивостi. За рахунок цих

множин, клас Cb–множин розширюється допустимими областями багатьох

класiв COPs. Їх дослiдження як C–множин дозволяє винайти їх новi осо-

бливостi, якi можуть бути використанi у створеннi нових та вдосконаленнi

iснуючих методiв розв’язання COPs.

Наведено областi практичного та теоретичного застосування е-конфiг-

урацiй, розглянутих у данiй роботi. Проведене дослiдження показало, що

область застосування результатiв даного доцiльно розширити на iншi класи

евклiдових комбiнаторних множин та екстремальних задач, а також на iншi

задачi геометричного проектування та оптимального планування.

Основнi результати восьмого роздiлу опублiковано у роботах [80,180–

186,254,310,312,314,318,321,323,327,330,331,334–337,342–347,369].

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [4, 6, 8, 12,24–26,30,32, 33,41,43,45,46,50,55,64,

66,78,83,84,86,87,87,92,94,98,103,106,113,118,121,122,125,127,130,137,143,

147,148,151,152,154,158,162,163,165,170,172,175,176,185,191,192,196,200,

201,219–222,225–234,236,241,250,261,273,282,284,286,292,299,300,307,309,

350,354,355,358,363,364,368,370,372,376,378,379].
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ВИСНОВКИ

У результатi проведеного в дисертацiйнiй роботi дослiдження вирiшено

важливу наукову проблему створення загальної методологiї дослiдження

екстремальних задач на множинах комбiнаторних конфiгурацiй, що полягає

у вiдображеннi допустимої множини комбiнаторних конфiгурацiй у евклiдiв

простiр, формуваннi евклiдової постановки екстремальної задачi, застосуван-

нi запропонованої типологiї до визначення типу отриманої задачi евклiдової

комбiнаторної оптимiзацiї як екстремальної задачi на множинi е-конфiгурацiй

та, залежно вiд класу отриманої задачi, подальшого її розв’язання вiдповiдни-

ми методами, що комплексно використовують дослiдженi алгебро-топологiчнi

та тополого-метричнi властивостi множин е-конфiгурацiй, теорiю їх неперерв-

них функцiональних представлень, теорiю опуклих продовжень та оцiнок

мiнiмумiв функцiй, а також наявний на даний момент апарат математичного

програмування. У процесi вирiшення поставлених завдань з розроблення

даної методологiї одержано ряд нових наукових результатiв.

1. У роботi проведено аналiз сучасного стану теорiї конфiгурацiй та

евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї, перспектив використання евклiдових,

у тому числi неперервних, постановок задач комбiнаторної оптимiзацiї та

застосування теорiї нелiнiйного, зокрема дискретного, програмування до

розв’язання екстремальних комбiнаторних задач. У результатi проведеного

дослiдження вперше видiлено спецiальний клас е множин (Ec-множин), що

складаються з комбiнаторних конфiгурацiй, породжених векторами. Вста-

новлено, що Ec-множини є математичними моделями допустимих областей

чисельних практичних задач, зокрема задач геометричного проектування,

що формалiзують їх у термiнах вiдображень.

2. Вперше введено новi математичнi об’єкти – евклiдову комбiнаторну

конфiгурацiю (е-конфiгурацiю) як вiдображення скiнченної множини комбi-
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наторного характеру у точку евклiдова простору та множину е-конфiгурацй

(C–множину) – та дослiджено їх властивостi. Це дало можливiсть поєднати

структурнi властивостi Ec-множин та геометричнi особливостi C–множин у

математичному моделюваннi допустимих областей екстремальних комбiна-

торних задач, а зберiгання усiєї iнформацiї про комбiнаторнi конфiгурацiї у

C–множинах дозволило розширити клас евклiдових постановок задач комбi-

наторної оптимiзацiї та використати C–множини у побудовi еквiвалентних

математичних моделей численних задач практичного та теоретичного змiсту.

3. Видiлено фундаментальнi характеристики C–множин, такi, як iнду-

куюча мультимножина, твiрна множина та розмiрнiсть простору, у якому

цi множини задано. Цi характеристики покладено в основу напрямку дослi-

дження C–множин – конструктивного аналiзу (C-A), який став головним

iнструментом типологiї та моделювання C–множин, зокрема побудови їх

аналiтичних описiв. Дослiдження C–множин як скiнченних точкових конфi-

гурацiй видiлено як окремий напрямок геометричний аналiз (G-A), присвя-

чений вивченню алгебро-топологiчних властивостей C–множин та їх опуклих

оболонок. У комплексi C-A i G-A стали iнструментом поєднання екстремаль-

них задач на Ec-множинах iз задачами евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї

на C–множинах i задачами дискретного програмування, а також з нелiнiй-

ним, зокрема дискретним, програмуванням як засобом їх розв’язання, який

з’явився пiсля вiдображення в евклiдiв простiр.

4. Вперше видiлено клас базових C–множин (Cb-множин), а серед них –

числовi та векторнi Cb-множини, та встановлено їх зв’язок iз вiдомими

комбiнаторними та евклiдовими комбiнаторними множинами. Дослiдження

алгебро-топологiчних та тополого-метричних властивостей множин набуло

подальшого розвитку для таких класiв, як загальнi Cb-множини перестановок

i розмiщень; Cb-множини парних перестановок i парних булевих векторiв, по-

лiперестановок i полiрозмiщень, матриць перестановок i перестановок з повто-

реннями. Вперше дослiджено властивостi загальних Cb-множин перестановок
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зi знаком, матриць розмiщень i перестановок зi знаком. Це розвиває теорiю

ECO у напрямку дослiдження властивостей образiв Ec-множин, служить

пiдґрунтям для вдосконалення iснуючих i розроблення нових спецiальних

методiв ECO, а результати, що стосуються аналiтичних описiв Cb багатогран-

никiв та описаних поверхонь, служать основою полiедрально-поверхневих

аналiтичних описiв Cb-множин.

5. Теоретичнi вiдомостi про поведiнку лiнiйних, квадратичних i функцiй

на образах e множин було вперше систематизовано, адаптовано до C–множин

i доповнено для введених вперше класiв Cb-множин. З їх допомогою теорiя

оцiнок мiнiмумiв функцiй, заданих на образах e множин, дiстала подальшого

розвитку для C i Cb-множин, що дозволило її використання у методах ECO,

як точних, так i наближених з оцiнкою точностi.

6. Вперше запропоновано та розроблено теорiю неперервних функцiо-

нальних представлень (f–представлень) C–множин як iнструмент їх математи-

чного моделювання аналiтичними засобами, дослiдження поведiнки заданих

на них функцiй, побудови неперервних постановок задач ECO, а також як

засiб моделювання Ec-множин, що є їх прообразами. Теорiя f–представлень є

одним з головних елементiв методологiї дослiдження екстремальних задач,

який встановлює їх зв’язок iз задачами нелiнiйного програмування.

7. Теорiя f–представлень була застосована до побудови аналiтичних

описiв видiлених класiв Cb-множин, у тому числi вперше було запропонова-

но та застосовано метод побудови f–представлень, що ґрунтується на C-A

Cb-множин. У поєднаннi з тим фактом, що f–представлення є засобом фор-

мулювання екстремальних комбiнаторних задач у формi задач нелiнiйної

оптимiзацiї, це вiдкриває перспективи застосування нелiнiйного програмува-

ння до задач, що моделюються як задачi оптимiзацiї на C–множинах.

8. Дiстала подальшого розвитку та була адаптована до C–множин як

областей продовження теорiя опуклих продовжень функцiй. Розвиток вiдбу-

вався у напрямках: а) вирiшення проблеми iснування опуклих продовжень
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рiзних типiв у областях, що є власними надмножинами опуклих оболонок

C–множин; б) систематизацiї, вдосконалення, узагальнення вiдомих i пошуку

нових конструктивних методiв побудови опуклих продовжень залежно вiд

вигляду продовжуваної функцiї, множини е-конфiгурацiй, що є областю

продовження, та опуклої множини, на яку продовження вiдбувається; в) вве-

дення нових класiв продовжень, формування їх типологiї, визначення сфери

застосування та встановлення зв’язку мiж рiзними класами продовжень.

Разом iз встановленим тiсним зв’язком мiж продовженнями з C–множин i

строгими f–представленнями цих множин, мiж опуклими продовженнями

та можливiстю застосування теорiї оцiнок мiнiмумiв, а також продовжень

iз багатьма iнструментальними засобами нелiнiйної, у тому числi опуклої,

оптимiзацiї це дозволяє свiдчити про теорiю продовжень функцiй як про

невiд’ємну частину загальної методологiї дослiдження екстремальних задач.

9. Теорiя опуклих продовжень була застосована до побудови еквiва-

лентної математичної моделi екстремальної задачi на Ec-множинi як задачi

оптимiзацiї на вершинно розташованiй Cb-множинi з опуклими цiльовою

функцiєю та додатковими обмеженнями. Це обґрунтовує можливiсть засто-

сування апарату опуклого програмування та теорiї оцiнок мiнiмумiв функцiй

у розв’язаннi задач комбiнаторної оптимiзацiї, а теорiї продовжень функцiй у

моделюваннi C–множин та формуваннi еквiвалентних математичних моделей

екстремальних комбiнаторних задач.

10. Наведено математичнi моделi ряду модельних задач, у тому числi

геометричного проектування та теорiї графiв як задач оптимiзацiї на мно-

жинах e-конфiгурацiй, та запропоновано пiдходи до їх розв’язання. Вони

ґрунтуються на сумiсному використаннi дослiджених властивостей множин

e-конфiгурацiй, зокрема їх f–представлень, а також продовжень заданих

на них функцiй, та дозволяють одержувати точнi або наближенi з оцiнкою

точностi розв’язки цих задач методами нелiнiйного, зокрема дискретного та

опуклого, програмування.
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11. Дослiдженi властивостi екстремальних задач на C–множинах ви-

користанi при вдосконаленнi та створеннi нових iнструментальних засобiв

евклiдової комбiнаторної оптимiзацiї. Розроблено методологiю їх використа-

ння в залежностi вiд класу екстремальної задачi. Обґрунтовано, що вибiр

пiдходiв до оптимiзацiї згiдно iз запропонованою методологiєю дозволяє

полiпшити вiдомi на даний момент чисельнi результати, що стосуються

розглянутих модельних задач.

Оскiльки клас C–множин включає булеву область, зокрема, множи-

ну матриць перестановок, а також образ у евклiдовому просторi множини

перестановок, якi є допустимими областями широкого кола практичних

задач [9, 38, 82, 95, 122,207, 264, 273,364, 370], представлена методологiя дослi-

дження екстремальних задач цiлком застосовна до їх розв’язання, а також

до розв’язання задач оптимiзацiї на множинах комбiнаторної природи, у

моделюваннi яких бере участь скiнченна множина числових параметрiв цих

множин, таких, як задачi геометричного проектування.

Окрiм екстремальних комбiнаторних задач, результати даної роботи мо-

жуть бути застосованi до розв’язання iнших DP-задач, таких, як FP – задача

допустимостi, MCOP – багатоекстремальна задача комбiнаторної оптимiзацiї

тощо. Так, новi шляхи розв’язання FP з’являються пiсля представлення

вiдповiдної FPC за допомогою f–представлення.

Подальшi дослiдження планується проводити у бiльш тiсному зв’язку з

практичними застосуваннями результатiв роботи. Вони стосуються, у першу

чергу, експериментального дослiдження ефективностi застосування рiзних

f–представлень у розв’язаннi реальних задач, що, як ми очiкуємо, стане

поштовхом наступного етапу теоретичних дослiджень iз обґрунтування опти-

мального вибору f–представлень залежно вiд класу задач. Те саме стосується

i напрямку дослiджень, пов’язаного iз застосуванням теорiї опуклих продов-

жень, вiдкритим питанням у якому залишився пошук опуклого продовження,

що дає максимальну можливу нижню оцiнку цiльової функцiї серед опу-
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клих продовжень iз заданої C–множини. Щодо розвитку теорiї евклiдових

комбiнаторних конфiгурацiй та дослiдження їх властивостей як скiнченних

точкових конфiгурацiй, то тут перспективнi плани стосуються розгляду

образiв множин комбiнаторних конфiгурацiй бiльш складної структури, що

досi не розглядалися нами як базовi множини е-конфiгурацiй, таких, як

множини циклiчних перестановок [131,246], перестановок iз заданою кiль-

кiстю пiдйомiв та спускiв, зокрема почережних перестановок [246], повних

перестановок [246], множин перестановок, що розташованi на заданiй вiдстанi

(у евклiдовiй, iнверсiйнiй [115] та iнших метриках), iншi FPCs, пов’язанi з

перестановками [97], а також образи у евклiдовому просторi композицiйних

образiв базових e-множин [149, 275–279]. Серед булевих множин як новi

класи Cb–множин та Cb–множин ECOPs, iнтерес представляють iншi класи

булевих комбiнаторних матриць, а також множини вершин дворiвневих мно-

гогранникiв, таких, як многогранники порядку, Ханнера, Хансена, та iнших

0− 1-многограннiков [9,38,82,95,122,207,264]. Крiм цього, перспективним

напрямком, на наш погляд, є видiлення та вивчення нових класiв Cb–множин

ECOPs та розробка спецiальних методiв ECO для розв’язання вiдповiдних

екстремальних задач на основi проведеного дослiдження.

Список джерел, якi використано у даному роздiлi, наведено у повному

списку використаних джерел [9,38,82,95,97,115,122,131,149,207,246,264,273,

275–279,364,370].
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“Обчислювальний iнтелект

(результати, проблеми, перспе-

ктиви) (ComInt 2015)”

КНУ, Київ 12-15 травня

2015 р.

заочна

9. Statistical and Computational

Challenges in Networks and

Cybersecurity Workshop

University

of Montreal,

Montreal, Canada

May 4-8, 2015 full-time

partici-

pation



408

Продовження таблицi А.1

№ Назва конференцiї Мiсце проведення Дати прове-

дення

Форма

участi

10. The 2015 AMMCS-CAIMS

Congress

Wilfrid Lauri-

er University,

Waterloo, Canada

Jun 7-12,

2015

full-time

partici-

pation

11. Industrial-Academic Workshop

on Optimization in Finance and

Risk Management

University of

Toronto, The

Fields Institute,

Toronto, Canada

October 5-6,

2015

full-time

partici-

pation

12. XIII мiжнародна науково-

практична конференцiя

"Математичне та програмне

забезпечення iнтелектуальних

систем MPZIS-2015"

ДНУ, Днiпропе-

тровськ

18-20 листо-

пада 2015 р.

заочна

13. VII Всеукраїнська науково-

практична конференцiя за

мiжнародною участю «Iнфор-

матика та системнi науки

(IСН-2016)»

ПУЕТ, Полтава 10-12 берез.

2016 р.

очна

14. Мiжнародна науково-

практична конференцiя

"Структурнi змiни у суспiль-

ствi та економiцi пiд впливом

комунiкацiй та iнформацiї"

ПУЕТ, Полтава 12-13 травня

2016 р.

очна

15. VII мiжнародна наукова кон-

ференцiя «Сучаснi проблеми

математичного моделювання,

прогнозування та оптимiзацiї

(OPTIMA2016)»

Кам’янець-

Подiльський

НУ, Кам’янець-

Подiльський

21-22 квiтня

2016 р.

очна

16. CYBER FORUM DESSERT

2016

Kharkiv-Kyiv-

Chernivtsi

May 18-23,

2016

full-time

partici-

pation
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№ Назва конференцiї Мiсце проведення Дати прове-

дення

Форма

участi

17. Мiжнародна науково-

практична конференцiя

«Iнформацiйнi технологiї та

комп’ютерне моделювання»

Iвано-Франкiвськ 23-28 травня

2016 р.

очна

18. 12th International Conference

on ICT in Education, Research

and Industrial Applications.

Integration, Harmonization and

Knowledge Transfer

KNU, Kyiv June 21-24,

2016

full-time

partici-

pation

19. 8-а мiжнародна науково-

практична конференцiя

«Математичне та iмiтацiйне

моделювання систем. МОД-

С’2013»

IPMMS, Чернiгiв-

Жукiн

27 червня-

1 липня,

2016 р.

очна

20. VIII Мiжнародна школа-

семiнар «Теорiя прийняття

рiшень»

УжНУ, Ужгород 26 вересня-

1 жовтня

2016 р.

очна

21. 6th Polish Combinatorial

Conference

Będlewo,

PolandSeptember

19-23, 2016

distance

partici-

pation

22. 5-а мiжнародна науково-

технiчна конференцiя «Iнфор-

мацiйнi системи та технологiї

(IСТ 2016)»

Харкiв-Коблево 12-17 вересня

2016 р.

очна

23. XIV мiжнародна науково-

практична конференцiя

«Математичне та програмне

забезпечення iнтелектуальних

систем (MPZIS-2016)»

ДНУ, Днiпро 16-18 листо-

пада 2016 р.

очна
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Продовження таблицi А.1

№ Назва конференцiї Мiсце проведення Дати прове-

дення

Форма

участi

24. VIII Всеукраїнська науково-

практична конференцiї за мiж-

народною участю «Iнформати-

ка та системнi науки (IСН-

2017)»

ПУЕТ, Полтава 16-18 березня

2017 р.

очна

25. IV Мiжнародна науково-

практична конференцiя

“Обчислювальний iнтелект

(результати, проблеми, перспе-

ктиви) (ComInt 2017)”

КНУ, Київ 16-18 травня

2017 р.

очна

26. Мiжнародна науково-

практична конференцiя

«Iнформацiйнi технологiї та

комп’ютерне моделювання»

Iвано-Франкiвськ 15-20 травня,

2017 р.

заочна

27. The 14th ESICUP Meeting Liège, Belgium May 3-5, 2017 full-time

partici-

pation

28. 19-я Мiжнародна науково-

технiчна конференцiя «Систем-

ний аналiз та iнформацiйнi

технологiї - SAIT 2017»

КПI, Київ 22-25 травня

2017 р.

очна

29. 2017 IEEE First Ukraine

Conference on Electrical

and Computer Engeneering

(UKRCON)

KPI, Kyiv May 29-June

2, 2017

full-time

partici-

pation

30. Дванадцята мiжнародна

науково-практична конфе-

ренцiя «Математичне та

iмiтацiйне моделювання систем.

МОДС’2017»

IПММС, Чернiгiв 26-29 червня,

2017 р.

заочна
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№ Назва конференцiї Мiсце проведення Дати прове-

дення

Форма

участi

31. 6-а мiжнародна науково-

технiчна конференцiя «Iнфор-

мацiйнi системи та технологiї

(IСТ 2017)»

Харкiв-Коблево 11-16 вересня

2017

очна

32. Мiжнародна наукова конферен-

цiя “Питання оптимiзацiї обчи-

слень (ISCOPT -XLIV)”

Кам’янець-

Подiльський

НУ, Кам’янець-

Подiльський

26-29 вересня

2017 р.

заочна

33. 4th International Scientific-

Practical Conference «Problems

of Infocommunications, Science

and Technology» (PICS&T-

2017)

KNURE, Kharkiv October

10-13, 2017

full-time

partici-

pation

34. XV Мiжнародна науково-

практична конференцiя

«Математичне та програмне

забезпечення iнтелектуальних

систем (MPZIS-2017)»

Днiпро, ДНУ 22-24 листо-

пада 2017 р.

заочна

35. 2-nd International Scientific and

Practical Conference "Modern

Methodology of Science And

Education”

Warsaw, Poland February 19,

2018

distance

partici-

pation

36. Двадцятий Мiжнародний

науково-практичний семiнар

«Комбiнаторнi конфiгурацiї та

їх застосування»

ЛА НАУ, Кропив-

ницький

13-14 квiтня

2018 р.

очна

37. VIII мiжнародна наукова кон-

ференцiя «Сучаснi проблеми

математичного моделювання,

прогнозування та оптимiзацiї

(OPTIMA2018)»

Кам’янець-

Подiльський

НУ, Кам’янець-

Подiльський

18-20 квiтня

2018 р.

заочна
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Кiнець таблицi А.1

№ Назва конференцiї Мiсце проведення Дати прове-

дення

Форма

участi

38. ICCAIRO: International

Conference on Control, Artifi-

cial Intelligence, Robotics and

Optimization

Prague, Czech

Republic

May 19-21,

2018

full-time

partici-

pation

39. The 29th European Conference

on Operational Research

(EURO2018)

Valencia, Spain July 8-11,

2018

full-time

partici-

pation

40. XXXIII международная

научно-практическая конфе-

ренция: «Наука в современном

мире»

Київ Липень, 2018 заочна

41. 7-а мiжнародна науково-

технiчна конференцiя «Iнфор-

мацiйнi системи та технологiї

(IСТ 2018)»

Харкiв-Коблево 10-15 вересня

2018

очна

42. International Conference on

Innovations in Engineering,

Technology and Sciences (ICI-

ETS)

NIE Institute

of Technology,

Karnataka, India

September 20-

21, 2018

distance

partici-

pation

43. IX International Conference

Optimization and Applications

(OPTIMA-2018)

Petrovac,

Montenegro

October 1-5,

2018

distance

partici-

pation

44. IEEE First International

Conference on System Analysis

& Intelligent Computing (SAIC)

Kyiv, Ukraine October

08-12, 2018

full-time

partici-

pation
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B ДОДАТОК. Приклади i доведення

B.1 Додатки до роздiлу 2

Приклад B.1. 1. Якщо A = {0, 1}, то c–конфiгурацiя π1 буде упорядко-

ваною булевою послiдовнiстю, яка визначає склад пiдмножини B(π1) ⊆ B,

де aji = 1 означає, що об’єкт bi включається у B(π1), а aji = 0 – що нi.

e–конфiгурацiя x1 = ϕ(π1) є характеристичним вектором множини B(π1).

2. Якщо A = J0
l , l > 1, то елементи с–конфiгурацiї π2, яка являє

собою цiлочислову послiдовнiсть, можна розумiти як кратностi об’єктiв

з B у мультимножинi B(π2) ⊆ B. При цьому |B(π2)| = aj1 + ... + ajn,

e–конфiгурацiя x2 – це π2, розглянута як вектор.

3. Граф порядку k i розмiру n можна представити c–конфiгурацiєю

π3, для якої B – множина ребер графу, а A – булевi вектори довжини k, а її

одиничнi позицiї вiдповiдають номерам iнцидентних ребру вершин, тобто

A = {eij}1≤i<j≤k, eij = (eijl)l∈Jk ∈ {0, 1}k, де eiji = eijj = 1, ||eij||2 = 2,

1 ≤ i < j ≤ k. x1 = ϕ(π1). π3 буде кортежем стовпцiв з A, який можна

розглянути як матрицi π3, а x3 = ϕ(π3) – результатом векторизацiї цiєї

матрицi.

4. Розглянемо як A – одиничний базис {ei}i∈Jn i бiєктивне вiдображення

χ. У такому випадку c–конфiгурацiя π4 являтиме перестановку векторiв

цього базису, а e–конфiгурацiя x4 = ϕ(π4) – це результат векторизацiї матрицi

(π4).

5. Якщо A = Jn, а χ – бiєктивне вiдображення, c–конфiгурацiя π5

являтиме собою перестановку з Jn. Її можна iнтерпретувати по-рiзному,

наприклад, як формування мультимножини потужностi C2
n, у якiй присутнi

усi елементи B, а кратностi задаються конфiгурацiєю π4. Ще одна iнтерпре-

тацiя полягає в тому, що елементи c–конфiгурацiї вказують позицiї елементiв

вихiдної множини у деякiй упорядкованiй послiдовностi. Розглядаючи послi-
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довнiсть π5 як вектор, одержуємо e–конфiгурацiю x5.

6. Нехай k < n, тодi c–конфiгурацiєю π6 є деяка упорядкована n–елемент-

на мультимножина, сформована з елементiв B, а e–конфiгурацiєю x6 буде

π5, розглянутою як вектор Rn.

Доведення. (теореми 2.3) Нехай E – VLS. Покажемо, спочатку, що E –

SLS, а потiм що вона є PSS.

Введемо в розгляд поверхню S0 = ∂P . Вона задається деякою кусково-

лiнiйною неперервною функцiєю f0(x) такою, що S0 = {x ∈ Rn : f0(x) = 0}.

Виберемо ρ > 0 i побудуємо сильно опукле продовження F (x) функцiї

f0(x) з E на P , яке iснує для VLS E згiдно з теоремою 1.8. Отримана функцiя

F : P → R1 задовольнятиме умову F (x) =
E
f0(x) =

E
0. Продовжимо функцiю

F (x) на весь простiр Rn iз зберiганням її виразу, тобто розглянемо функцiю

f : Rn → R1: f(x) =
P
F (x). f(x) задовольняє умову (2.106) i також є сильно

опуклою з параметром ρ на K = P , отже, E є SLS. Геометричне мiсце точок

(2.107) є деякою поверхнею, не обов’язково опуклою.

Покажемо, що E є SLS. S є поверхнею, умова (2.106) виконана, а умову

(2.113) представимо у виглядi:

∀ λ ∈ RnE
+ ,

nE∑
i=1

λi = 1, ∃j, j′ ∈ JnE , j 6= j′, λj, λj′ > 0 :

f(x) < 0, де x =
nE∑
i=1

λi · xi.
(B.1)

Функцiя f(x) є строго опуклою на P , отже, за нерiвнiстю Йенсена

(Jensen’s Inequality) для строго опуклих функцiй, умова (B.1) виконана.

Тепер припустимо, що E – це PSS. Покажемо, що вона є VLS i SLS.

Розглянемо функцiю f(x), що задає поверхню S у представленнi (2.112). Те,

що E є PSS, означає, що f(x) задовольняє умови (2.106), (B.1).

Припустимо, що E – не є вершинно розташованою, тодi
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∃ xi ∈ E, ∃ λi ∈ RnE
+ ,

∑
j 6=i
λij = 1 : xi =

∑
j 6=i
λij · xj.

Звiдси слiдує, що f(xi) = ∑
j 6=i
λij · f(xj) = 0, а це протирiчить (B.1) при

виборi λ = λi. Отже, E – VLS.

Тепер покажемо, що E – SLS. Для побудови строго опуклої функцiї

виберемо ρ > 0 i побудуємо сильно опукле продовження F (x) iз параметром

ρ для функцiї f(x) з E на P , яке iснує в силу її вершинної розташованостi.

За означенням продовження, F (x) задовольнятиме умову F (x) =
E
f(x) =

E
0.

До того ж F (x) сильно, отже, i строго опукла на P , що i доводить, що E є

SLS.

Доведення. (тверд. 2.1) За означенням VLS, жоден з елементiв E не є опу-

клою лiнiйною комбiнацiєю iнших елементiв E. Ця властивiсть зберiгається

пiсля видалення довiльної пiдмножини E i переходу до E ′ ⊂ E.

Доведення. (тверд. 2.2) Той факт, що якщо E – SLS(PSS), то довiльна E ′ ⊂ E

також SLS/PSS, є безпосереднiм наслiдком з теореми 2.3 та тверд. 2.1.

Якщо E – дозволяє PSR, то E ′ ⊂ E також, де як описана поверхня

виступає повна строго опукла поверхня, описана навколо E.

Доведення. (тверд. 2.4) За теоремою 2.2, не обмежуючи загальностi, мо-

жна вважати, що vert P ⊆ Bn. Множина Bn – VLS, тому E – VLS згiдно

з тверд. 2.1. Враховуючи те, що lev(P ) = 2, i скориставшись тверд. 2.3,

отримаємо (2.126).

B.2 Додатки до роздiлу 3

Доведення. (насл. 3.1) Вiдображення φ, що задано формулами (2.100), (3.2),

задовольняє умови E ′ = φ(E), E = φ−1(E ′). До того ж, згiдно з теоремою 2.1,

залишає незмiнною комбiнаторну структуру опуклої оболонки C-множини.
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Доведення. (теореми 3.1) Множини E,E ′ задовольняють умову (3.2), де

B = diag(d1b1, ..., dnbn). За умовою b ∈ B′n, d ∈ Rn
>0, отже, (2.100) виконана.

Згiдно з насл. 3.1, умова (3.1) також виконана.

Доведення. (тверд. 3.2) Необхiднiсть виконання lev′(E) ≤ n є наслiдком

тверд. 3.1. Крiм того, вiдзначимо, якщо E ′ – PS, iндукована G′, то згiдно

з (2.55), ∀x ∈ E ′ xe = ΣG′, тобто E лежить у площинi α, заданої цим

рiвнянням (далi площинно розташованою множиною, a plane-located set,

PLS). У результатi перетворення (3.3) буде одержано E, що також є PLS,

отже, dE ≤ n− 1 виконана.

Доведення. (теореми 3.2) Враховуючи, що для x ∈ [a, b], a < b вiрно, що

y = x−a
b−a ∈ [0, 1], для переводу SS E у BS E ′ достатньо обрати у (3.3):

b = e, di = δ−1
i , ci = −ei1

δi
, де δi = ei2 − ei1, i ∈ Jn.

За теоремою 3.1, E та E ′ – комбiнаторно iзоморфнi.

Доведення. (насл. 3.2) Так само, як BS E ′ є PSpS„ комбiнаторно iзоморфна

з нею SS E є PSpS, адже точки E рiвновiддаленi вiд c = (ci)i∈Jn на вiдстань

r = |d|, де di = ei2 − ei1
2 , ci = ei2 + ei1

2 , i ∈ Jn.

Доведення. (теореми 3.3) ∀x ∈ En(G) виконано, що довiльна транспозицiя

координат змiнює парнiсть e–конфiгурацiї перестановок x [40]. Так, транспо-

зицiю xi, xj, i 6= j, можна представити лiнiйним перетворенням (3.2) вигляду:

c = 0; B : bl = 1, l 6= i, j; bij = bji = 1;

bi′j′ = 0, ∀ {i′, j′} /∈ {{i, j}, {l, l}}l 6=i,j, i′, j′ ∈ Jn.
(B.2)

Нехай E ⊂ En(G) – EPS, тодi множина E ′ вигляду (3.2), (B.2), з одно-

го боку, є OPS, адже складається з непарних e–конфiгурацiй перестановок.

Водночас, E, E ′ – комбiнаторно iзоморфнi, адже задане таким чином пере-
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творення (3.2) є невиродженим афiнним. Зокрема, вибираючи як E базову

EPS, матимемо, що E ′ буде базовою OPS. Отже, має мiсце (3.5).

Щоб довести (3.5), використаємо властивiсть булевих векторiв, що

парнiсть x ∈ Bn змiнюється замiною координати xi значенням 1− xi.

Зафiксуємо i ∈ Jn i задамо афiнне перетворення (3.2), що здiйснює

замiну xi → 1− xi:

ci = ei, B = diag(d1, ..., dn), де di = −1, i ∈ Jn. (B.3)

Аналогiчно попередньому випадку, маємо – якщо E є EBS, то множина

E ′ вигляду (3.2), (B.3) є OBS, а множини E,E ′ – комбiнаторно iзоморфнi у

силу невиродженостi такого перетворення. Беручи як E базову ESS, отри-

муємо базову EPS цiєї ж розмiрностi як E ′. Звiдси слiдує, що має мiсце

(3.5).

Нарештi, щоб довести (3.6), задамо перетворення (3.2) як гомотетiю,

що переводить точку x = (0n0, 1n1) ∈ B±n (n1) у y = (0n0, en1
1 ) ∈ E±In2 (G).

Для цього виберемо у (3.2) c = 0, B = e1E. Дiя даного перетворення на

усi елементи B±n (n1) приводить до формування E±In2 (G). Бiльш того, згiдно

з теоремою 3.1, цi C-множини – комбiнаторно iзоморфнi, тобто має мiсце

(3.6).

Доведення. (тверд. 3.5) Згiдно з заув. 3.1, перенумерацiя координат C-множин

не змiнює їх комбiнаторної структури. Отже, полiкомбiнаторна C-множина

E ′, що породжується Cb-множинами (2.91), (3.7), буде комбiнаторно iзомор-

фною до вихiдної E.

Доведення. (теореми 3.5) Нехай E та E ′ = EI задовольняють умови теореми.

У такому випадку якщо E iндукована G, то E ′.IM=G в силу (2.49). При

цьому E ′ визначена у просторi Rn′, де n′ = n − 1, тобто за означенням

є PPS. З iншого боку, мiж елементами E, E ′ iснує бiєкцiя, оскiльки E ′

утворюється з E вiдкиданням однiєї координати, яку однозначно можна
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знайти з умови x1 + ... + xn = g1 + ... + gn. Афiнне перетворення, що

переводить E у E ′, задається невиродженою матрицею B : (bij)i,j∈Jn−1 =

= E ∈ R(n−1)×(n−1), (bin)i∈Jn = en, (bnj)j∈Jn−1 = −e ∈ Rn−1. Отже, P , P ′

комбiнаторно еквiвалентнi, вiдповiдно, E, E ′ комбiнаторно iзоморфнi.

Доведення. (теореми 3.7) З E можна видiлити повновимiрну симплексну

C-множину E ′, навколо якої гiперсфера описується єдиним чином. У силу

(2.108), вона є описаною навколо E, отже, має мiсце (3.96).

Доведення. (леми 3.1) Якщо при переходi вiд E1 до E розмiрнiсть C-множини

не зменшилася, в E можна видiлити симплексну конфiгурацiю E ′ розмiрностi

dE i описати навколо неї гiперсферу S ′ мiнiмального радiуса. Ця гiперсфера

визначається єдиним чином, i в неї будуть вписанi як E, так i E1, тобто

S ′ = Smin = S1,min, отже, умова (3.102) виконана.

Доведення. (тверд. 3.9) amin – проекцiя a1,min на площину E2, вiдповiдно,

h = ‖amin − a1,min‖ дорiвнює вiдстанi вiд a1,min до цiєї площини. Отже,

h = ‖cT2 a1,min−d2‖
c2

= ‖cT2 a1,min−d2‖. З iншого боку, має мiсце (r1,min)2 = (rmin)2 +

+h2, звiдки слiдує (3.112). Крiм того, має мiсце amin − a1,min = b · h · c2, де

b набуває одне зi значень 1,−1, а саме b · h = −cT2 a1,min + d2, звiдки маємо

(3.113).

Доведення. (тверд. 3.10) Вiднiмемо рiвняння Sl,min :
(
x− al,min

)2 =
(
rl,min

)2,

l = 1, 2. У результатi отримаємо рiвняння гiперплощини (далi PC E3):

2(a1,min − a2,min)x = r1,min − r2,min − (a1,min)2 + (a1,min)2. Перепишемо його у

формi (3.109):

(a1,min − a2,min)x
‖a1,min − a2,min‖

= r1,min − r2,min − (a1,min)2 + (a1,min)2

2‖a1,min − a2,min‖
. (B.4)

E представимо в еквiвалентнiй формi – E = E1∩E3 6= ∅, де E1 – PSpS i

∃c3 ∈ Rn, ∃d3 ∈ R1 такi, щоE3 = {x ∈ Rn : c3x = d3}. З урахуванням (3.112),
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(B.4), отримуємо формулу (3.115) для визначення необхiдних характеристик

c3, d3 площини E3.

Доведення. (теореми 3.8) Умова (3.118) означає, що розмiрнiсть складових

C–множин менша за розмiрнiсть простору, в якому вони заданi, задає пло-

щини, у яких вони розташованi. Кожна зi складових розкладання PSpS

лежить на сiм’ї гiперсфер iз центрами на прямих, напрямними векторами

яких є нормалi до вiдповiдної площини (3.118), що проходять через центр

вiдповiдної PSpS. Необхiдною умовою того, щоб E була PSpS, є те, що всi

цi прямi мають спiльну точку O′, що i представлено умовою (3.119). (3.120)

виражає вимогу, щоб точки усiх складових PSpSs були рiвновiддаленi вiд O′.

Якщо ця умова виконана, i точка O′ визначена однозначно, вона є центром

отриманої PSpS, а її параметри задаються формулою (3.121).

Доведення. (теореми 3.8) Необхiднiсть. Зафiксуємо l ∈ JL. Розглянемо

сферу Sr(a), описану навколо E, i разом iз множиною E спроектуємо на

пiдпростiр: {x ∈ Rn : xi = 0, i ∈ {1, ..., n0
l−1 − 1, n0

l + 1, ..., n}}, де n0
l

визначено з (3.9), здiйснивши таким чином спуск у простiр Rnl. У результатi

отримаємо nl − 1-сферу, рiвняння якої задовольняють усi точки El, звiдки

слiдує, що El – PSpS. У силу довiльностi вибору l, отримуємо, що сiм’я

(3.97) – PSpSs.

Достатнiсть. Припустимо, що C–множини (3.97) – PSpSs. Рiвнян-

ню
(
xl − al

)2 = rl2 задовольнятимуть не тiльки точки El, але i всi точки

E у представленнi (3.123), l ∈ JL. Додавши усi цi рiвняння, отримаємо
L∑
l=1

(xl − al)2 =
L∑
l=1

rl2. Це рiвняння гiперсфери, якому задовольняють усi

точки множини (3.10), а її параметри – a =
L
⊗
l=1

al, r =
(
L∑
l=1

rl2
)1/2

.

Доведення. (теореми 3.10) Виберемо точку x0 ∈ Rn довiльним чином. Зна-

йдемо величини (3.128). Побудуємо гiперсферу радiусу r∗ iз центром у

x
′0 = (x0, 0) ∈ Rn+1. Довизначимо елементи E однiєю координатою так, щоб
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x
′i = (xi, yi) ∈ Sr∗(x

′0), i ∈ JnE . Це можливо для (3.133), але для забезпечен-

ня бiєкцiї мiж E та E ′ вигляду (3.125), для визначеностi виберемо область

y ≥ 0, тобто вважатимемо, що (3.131). За побудовою множина E ′ є PSpS,

заданою у Rn+1.

B.3 Додатки до роздiлу 4

Доведення. (леми 4.1) Нехай E – WDS, що задовольняє (2.109), (2.110).

Треба розв’язати задачу:

y∗ = argmin
x∈E

h (x, y) , де h (x, y) = ‖x− y‖A. (B.5)

h (x, y) = ‖x− y‖A = (x− y)TA(x− y) = ((x− a) + (a− y))TA ·

((x− a) + (a− y)) = (x− a)TA(x− a) + 2(x− a)TA(a− y) +

+(a− y)TA · (a− y) =
(2.109)

(x− a)TA(x− a) + 2(x− a)TA(a− y) + 1.

Перший доданок у правiй частинi даного виразу – константа, отже, (B.5)

еквiвалентна задачi мiнiмiзацiї h′ (x, y) = (x− a)TA(a− y) = bT (x)(a− y) =

= bT (x)a− bT (x)y, де

b(x) = A(x− a). (B.6)

Враховуючи, що вектори a, x фiксованi, маємо, що y∗ є розв’язком

лiнiйної задачi:

y∗ = argmin
x∈E

h′′ (x, y) , (B.7)

де h′′ (x, y) = −bT (x)y, а b(x) задано формулою (B.6). За умовою, ця задача

ефективно розв’язувана.

Доведення. (леми 4.1) Нехай E = E(a, r), тодi у (B.6) – матриця A = 1
r2E,

отже, (B.6) перетворюється на b(x) = 1
r2 (x− a), а функцiю h′′ у (B.7) можна
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вважати такою, що h′′ (x, y) = (a− x)Ty.

Доведення. (теореми 4.1) Для загальної Cb-множини перестановок, що iнду-

кує E вигляду (4.2), тут i далi використаємо позначення:

E+ = E ∩ Rn
+ = Enk′(G). (B.8)

Видiлимо три етапи формування елементiв E, позначивши число спосо-

бiв їх здiйснити N1, N2, N3 вiдповiдно. На перших двох етапах формується

множина E+. Так, на першому етапi фiксуються позицiї нульових елементiв

x ∈ E+, що можливо зробити N1 = Cn0
n -ма способами. На другому етапi

решта елементiв G переставляються. Це n−n0 додатнi елементи G, що утво-

рюють мультимножину {en1
1 , ..., e

nκ
κ }, вiдповiдно, цей етап можна здiйснити

N2 = (n−n0)!
κ∏
i=1

ni!
-ма способами. На третьому етапi вiдбувається вiдображення

кожного елемента x утвореної множини (B.8) вiдносно n− n0 координатних

площин, що вiдповiдають ненульовим координатам x. У результатi цього

кожна точка x ∈ E+ породжує 2n−n0 точок E, враховуючи себе. У цiлому,

множина E+ збiльшиться у N3 = 2n−n0 разiв.

За правилом множення, загальне число способiв формування елемента

E – N = N1N2N3, звiдки слiдує (4.10).

Доведення. (насл. 4.3) Виберемо ω ⊂ Jn i пiдставимо рiвняння (4.21) у вiд-

повiдне обмеження i-ої спiлки (4.25), одержавши обмеження зверху на суму

i′ = n− i + 1-єї координати точок Πnk (G): ∑
j /∈ω

xj ≤
n−i+1∑
j=1

gn−j+1. Позначив-

ши ω′ ⊂ Jn\ω, його можна переписати у формi ∑
j∈ω′

xj ≤
|ω′|∑
j=1

gn−j+1. Дiючи

аналогiчно для решти ω ⊂ Jn, отримуємо H–представлення Πnk (G) вигляду

(4.26), еквiвалентне до (4.25). Враховуючи, що i′ = n− i+ 1 та застосовуючи

теорему 4.3, отримуємо, що ненадлишковi спiлки мають задовольняти умови

теореми 4.3 для i = n− i′ + 1.
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Доведення. (теореми 4.4) Системи нерiвностей (4.25), (4.26) об’єднаємо на-

ступним чином:

∑
j∈ω

xj ≥
|ω|∑
j=1

gj, −
∑
j /∈ω

xj ≥ −
n−|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊂ Jn,

далi формуючи лiнiйнi комбiнацiї пар нерiвностей вiдповiдних спiлок. У

результатi утворюється узагальнена система обмежень Πnk (G), що включає

рiвняння (4.21) та нерiвностi

α|ω|
∑
j∈ω

xj + (1− α|ω|)
∑
j /∈ω

xj ≥ α|ω|
|ω|∑
j=1

gj + (1− α|ω|)
n−|ω|∑
j=1

gn−j+1,

де α|ω| ∈ [0, 1], ω ⊂ Jn,

(B.9)

(далi (Πnk (G).HR3(α)) 1), де α ∈ Rn−1.

Видiлимо у сiм’ї (Πnk (G). HR3 (α)) те H–представлення типу (P .HR∗),

у якому опорнi гiперплощини до (B.9) ортогональнi площинi (4.21). Для

будь-якого ω ⊂ Jn нормаль nω = (nω,i)i до опорної гiперплощини до (B.9) –

nω,i =


αω, i ∈ ω,

αω − 1, i /∈ ω,
(i ∈ Jn), а до гiперплощини (4.21) – n = e. Вони

ортогональнi, якщо 0 = nω · n = |ω| · αω − (1− αω) (n− |ω|), звiдки

αω = n− |ω|
n

. (B.10)

У результатi пiдстановки (B.10) у (B.9) маємо:

|ω|
n− |ω|

∑
j /∈ω

xj −
∑
j∈ω

xj ≤
|ω|

n− |ω|
ΣG −

n

n− |ω|

|ω|∑
j=1

gj.

У позначеннях i = |ω| остаточно маємо (4.28), (4.29).

1)(Πnk (G).HR1), (Πnk (G).HR2) – окремi випадки (Πnk (G).HR3(α)), що вiдповiдають α = e та α = 0 у
Rn−1 вiдповiдно
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Доведення. (теореми 4.11) Введемо у розгляд допомiжну загальну Cb-множину

n-розмiщень E, що iндукована мультимножиною:

G = G ∪ {0}n−n0 = {0n, gn−n0+1, ..., gn} = {0n, en1
1 , ..., e

nκ
κ } . (B.11)

Вона має вигляд E = En
η̃,k

(
G
)
, де η̃ =

∣∣∣G∣∣∣ = 2n − n0, а її опуклою

оболонкою є загальний багатогранник розмiщень

P = conv E = P ∩ R1
+ = Πn

η̃k

(
G
)
.

За теоремою 4.6, (P .IHR) є таким:

x ≥ 0; (B.12)
∑
j∈ω

xj ≤
|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊆ Jn, |ω| ∈ I, де I = 2, nκ ∪ n− n0, n− 1.(B.13)

Дiйсно, з урахуванням (B.11) пiдсистема (4.31) набуває вигляду∑
j∈ω

xj ≤
|ω|∑
j=1

gn−j+1, ω ⊆ Jn. За теоремою 4.6, надлишковими в нiй є: а) нерiвно-

стi (4.31) спiлок |ω| ∈ 2, n, у результатi чого у (P .IHR) залишається лише спiл-

ка (B.12); б) нерiвностi (4.31) спiлок |ω| ∈ 2, nκ i |ω| ∈ 2, nκ ∪ η − n, n− 1 =

= 2, nκ ∪ n− n0, n− 1. Отже, (P .IHR) має вигляд (B.12), (B.13).

Перейдемо до розгляду багатогранника P . Подiбно до способу формува-

ння E з E+, вiн утворюється з багатогранника P вiдображенням останнього

вiдносно всiх координатних площин та їх комбiнацiй, у результатi чого пiдси-

стема (B.13) перетворюється на модульне обмеження (4.43), а (B.12) зникає.

Система (4.43) не мiстить надлишкових обмежень, iнакше, в силу симетрiї,

це означало би наявнiсть надлишкових обмежень у системi (B.13).

Доведення. (теореми 4.12) До довiльної PS E, що iндукована G, зокрема

до E = Enk(G), застосовна формула (2.121), яку можна узагальнити так:
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‖x− ae‖α =
E
‖g − ae‖α, (B.14)

де a ∈ R1, α ∈ [1,∞). При α = 1 (B.14) задає кусково-лiнiйну поверхню,

описану навколо E. У iнших випадках (B.14) задаватиме строго опуклу

поверхню з сiм’ї (4.46).

Доведення. (теореми 4.14) Перепишемо рiвняння (4.21), (4.48) у формi

xTe− gTe = 0, ‖x− ae‖2 − ‖g − ae‖2 = 0 (B.15)

та скомбiнуємо наступним чином:

λ(‖x− ae‖2 − ‖g − ae‖2) + (1− λ)(xTe− gTe)2 = 0, де λ ∈ (0, 1). (B.16)

За побудовою (B.16) є сiм’єю елiпсоїдiв, описаних навколо Enk(G).

Доведення. (насл. 4.6) Вибираючи у (B.15) a = 0, маємо xTe − m = 0,

‖x‖2 −m = 0, вiдповiдно (B.16) перетворюється на

λ(‖x‖2 −m) + (1− λ)(xTe−m)2 = 0, де λ ∈ (0, 1).

Зокрема, при виборi λ = 0.5 рiвняння описаного елiпсоїда матиме

вигляд (4.118).

Доведення. (теореми 4.15) Для побудови строго опуклої поверхнi, описаної

навколо E, скористаємося тим, що En
n+1,k (G) ' En+1,k (G) [369].

Згiдно з (4.21), (4.46),

n+1∑
i=1

xi =
En+1,k(G)

n+1∑
i=1

gi; (B.17)

n+1∑
i=1
|xi − a|α =

En+1,k(G)

n+1∑
i=1
|gi − a|α. (B.18)
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Виключимо xn+1 iз (B.18) за допомогою (B.17), (4.55). У результатi

даного лiнiйного перетворення утворилася поверхня (4.55), описана навколо

E, що є строго опуклою ∀α ∈ (1,∞), вiдповiдно, множина En
n+1,k (G) є

SLS.

Доведення. (леми 4.3) Оскiльки E = Bn(m1,m2) ⊆ Bn, усi поверхнi, наведенi

у прикл. 2.1, є описаними навколо E. Зокрема, (2.119) набуває вигляду:

‖x− 1
2e‖α =

E
‖e− 1

2e‖α = 1
2‖e‖α = n1/α

2 , α ∈ (1,∞).

Доведення. (леми 4.4) З леми 4.3 слiдує, що Bn(m1,m2) ⊂ S√n/2(0.5·e). Крiм

того, за теоремою 4.2, багатогранник PBn(m1,m2) повновимiрний, отже, за

теоремою 3.7 виконана умова (3.96), яка набуває вигляду (4.59).

Доведення. (леми 4.5) Для E = Bn(m1,m2) рiвняння описаного елiпсоїда

(2.109) має вигляд
n∑
i=1

(xi − 0.5)2

b2
i

= const,

де const =
x∈E

n∑
i=1

0.52

b2i
= 1

4
n∑
i=1

1
b2i
.

Доведення. (теореми 4.18) У силу включення (3.19), на Ee
n (G) розповсю-

джуються результати теорем 4.12-4.14, отже, Ee
n (G) належить класам PSpSs,

PESs, PSsSs. Згiдно з теоремою 4.2, при переходi вiд En (G) до Ee
n (G) роз-

мiрнiсть Cb-множини не зменшилась, отже, за лемою 3.1 Smin для En (G) i

Ee
n (G) iдентичнi.

Доведення. (теореми 4.19) Доведення аналогiчно теоремi 4.18 i розповсюджує

результати теореми 4.17 з класу Bn(m1,m2) на клас Bh
n.

Доведення. (теореми 4.20) (3.83) задає сiм’ю сильно опуклих при α ∈ (1,∞)

суперсфер, описаних навколо E±nk(G), отже, умова (4.60) виконана.

Доведення. (насл. 4.7) ∀x ∈ E±nk(G) ‖x‖ = ‖g‖, тобто E вписана у гiперсферу

(4.49). Згiдно з теоремою 4.2, E – повновимiрна Cb-множина, отже, описана



426

гiперсфера для неї визначена єдиним чином, i вона задана параметрами

(4.61).

Доведення. (теореми 4.22) Доведення вiд супротивного проведемо в два

етапи. Припустимо iснує ще один клас Cb-множини розмiщень (далi Клас 3 )

вигляду:

En
η′k′ (G′) = vert Πn

η′k′ (G′) . (B.19)

Виключивши умови (2.59), η = n+ 1, що характеризують Класи 1, 2,

Множина (B.19) з Класу 3 має задовольняти обмеження:

k′ > 2, η′ > n+ 1.

Етап 1. Нехай E – множина, що належить одночасно Класам 1, 2, тоб-

то E = En
n+1,2 (G). Сформуємо з E множину E ′ вигляду (B.19) додаванням у

n + 1-елементну мультимножину E.IM єдиного елемента

e′ ∈ (e1, e2). Нехай G′=E ′.IM, A′=E ′.GS= {e1, e
′, e2}: η′ = n+ 2, k′ = 3,

G′ = {g′i}i∈Jη′ = {eη1
1 , e

′, eη2
2 } =

{
eη1

1 , e
′, en−η1+1

2
}
. (B.20)

Покажемо, що E ′ – не є VLS. Розглянемо Π′ = conv E ′ та x′ ∈ E ′:

x′ = (g′i)i∈Jn+1\{1}. Згiдно з (B.20)

x′ =
(
eη1−1

1 , e′, en−η1
2

)
. (B.21)

Покажемо, що

x′ /∈ vert Π′. (B.22)

Скористаємося критерiєм вершини загального багатогранника роз-

мiщень (див. теорему 4.21). Зафiксуємо точку x ∈ En
η′k′ (G′), проведемо

упорядкування її координат за неспаданням i визначимо параметри r′, s′ :
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xi = gi, i ∈ J0
r′, xr′+1 > gr′+1;

xn−i′+1 = gη−i′+1, i
′ ∈ J0

s′, xn−s′ < gη−s′.
(B.23)

r′, s′ пов’язанi з параметрами r, s, заданими у (4.64), (4.65), наступним

чином: r′ ≥ r, s′ ≥ s, s′ + r′ ≥ s+ r. Оскiльки координати точки x′ упоряд-

кованi за неспаданням, (B.23) можна застосувати безпосередньо до x′, G′, E ′.

Звiдси маємо r′ = η1 − 1, s′ = n− η1, отже, n > s′ + r′ ≥ s+ r, тобто умова

(4.64), що x′ – вершина Π′, не виконана, отже, має мiсце (B.22).

Таким чином, показано, що додавання одного елемента в мультимно-

жину, що iндукує вершинно розташовану множину розмiщень En
n+1,k(G),

приводить до формування Cb-множини розмiщень E ′, що вже не є вершинно

розташованою. При цьому, разом iз точкою (B.21), усi e–конфiгурацiї пе-

рестановок, iндукованi мультимножиною
{
eη1−1

1 , e′, en−η1
2

}
, не є вершинами

Π′.

Етап 2. Тепер розглянемо довiльну множину E = En
ηk (G) iз Кла-

су 3. По аналогiї з (B.20), введемо в розгляд пiдмультимножину G′, що

породжується трьома числами:

G′ =
{
e
η′1
1 , e

′, e
η′k
k

}
, де η′ = |G′| ≤ n+ 2, k′ = 2, e′ = ej, 1 < j < k.

Розглянемо допомiжну Cb-множину розмiщень, iндуковану G′:

E ′ = En′

η′3 (G′) , n′ = η′ − 2. (B.24)

Якщо n′ = n, приходимо до попереднього випадку, згiдно з яким

(B.24) – не є VLS, вiдповiдно, E – також, адже E ′ ⊆ E.

Припустимо тепер, що n′ < n. Як було показано на Етапi 1, y′ =

=
(
e
η′1−1
1 , e′, e

η′k−1
k

)
/∈ vert Πn′

η′3 (G′), отже, y′ представляється опуклою лi-

нiйною комбiнацiєю iнших точок E ′.Це означає, що ∃ J , ∃ αj > 0, j ∈ J :
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∑
j∈J

αj = 1, Y =
{
yj
}
j∈J ⊆ vert Πn′

η′3 (G′) , y′ = ∑
j∈J

αjyj.

Сформуємо G′′ ⊆ G : G′ ⊂ G′′, |G′′| = n + 2, G′′ = G′ ∪ {gji}i∈Jn−n′ .

Нехай x′ = (y′, g) , xj=
(
yj, g

)
, j ∈ J , де g = (gji)i∈Jn−n′ . За побудовою

{xj}j∈J ⊆ E, а x′ представляється опуклою лiнiйною комбiнацiєю

x′ = ∑
j∈J

αjx
j iнших точок E, а саме x′ /∈ vert Πn

ηk (G). Звiдси слiдує, що

E – не є VLS.

Доведення. (теореми 4.29) Спочатку сформуємо множину сумiжних вершин

багатогранника P точок E+, а потiм розповсюдимо результат на усю E.

Введемо позначенняNM,P̂ (x) для множини вершин до заданої точки x –

вершини деякого багатогранника P̂ – серед точок множини

M ⊆ vert P̂ , а позначення RM,P̂ (x) – для кiлькостi таких вершин:

NM,P̂ (x) =
{
y ∈M : y P̂↔x

}
, RM,P̂ (x) =

∣∣∣∣NM,P̂ (x)
∣∣∣∣.

Так, NE,P (x), RE,P (x) буде околом та степенем вершини багатогран-

ника P , a NE+,P (x) включатиме сумiжнi вершини P серед точок E+.

Випадок 4.1. Розглянемо довiльну точку x ∈ E+. Проведемо розбиття

множини NE,P (x):

NE,P (x) = NE+,P+ (x) ∪NE\E+,P (x) . (B.25)

Перша його складова – це множина вершин багатогранника P+, сумi-

жних з x, i це є NE,P+ (x) = NE+,P+ (x). Друга мiстить решту сумiжних до x

вершин P . За теоремою 4.23, NE,P+ (x) включатиме e–конфiгурацiї переста-

новок, що утворенi з x ei ↔ ei+1-транспозицiями (i ∈ Jκ−1), а їх кiлькiсть

визначається за формулою (4.66):

RE,P+ (x) = RE+,P+ (x) =
κ−1∑
i=1

nini+1. (B.26)

Щоб сформувати NE\E+,P (x), скористаємося теоремою 4.25, адже x є
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вершиною обох багатогранникiв P та P .

Здiйснимо розбиття NE,P (x) на двi частини:

NE,P (x) = NE+,P+ (x) ∪NE\E+,P (x) , (B.27)

остання з яких мiстить точки, утворенi з x замiною найменшої коорди-

нати e1 нулем. Число таких сумiжних вершин дорiвнюватиме кратностi

e1, отже, RE\E+,P (x) = n1. Продовжуючи ребра [x, y] симетрично точкам

y ∈ NE\E+,P (x), точка x породжуватимемо n1 точок E шляхом змiни знака

однiєї координати, рiвної e1, на протилежний. Це i буде шукана множина

NE\E+,P (x). Отже,

RE\E+,P (x) = n1. (B.28)

У цiлому маємо, що у Випадку 4.1 для довiльної x ∈ E+ множи-

на NE,P (x) утворюється з x сумiжною транспозицiєю або замiною знака

мiнiмальної за абсолютною величиною координати на протилежний.

З (B.27) маємо:

RE,P (x) = RE+,P+ (x) +RE\E+,P (x) . (B.29)

Пiдстановка виразiв (B.26), (B.28) у (B.29) дає таке: RE,P (x) = n1 +

+
κ−1∑
i=1

nini+1. Те саме стосується решти точок E+, тобто в цьому випадку

вiрна формула:

R(Π±IInk (G)) = n1 +
κ−1∑
i=1

nini+1,

яка, з урахуванням (4.4), набуває форму (4.70).

Нехай тепер x – довiльна точка E. Крiм абсолютних значень координат

x, при побудовi NE,P (x) будуть враховуватися i знаки координат x. Для x i

сумiжних до неї вершин цi знаки спiвпадатимуть, за винятком максимум
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однiєї координати, абсолютна величина якої e1.

Отже, враховуючи симетрiю E, у Випадку 4.1, для вершини x критерiй

сумiжностi вершин багатогранника P виглядає таким чином: ∀x ∈ E множи-

на NE,P (x) включає точки, утворенi з x двома шляхами: а) Способом 4.1,

тобто замiною в x двох координат xi, xj, i 6= j, абсолютнi значення яких є

послiдовними елементами A – основи G – значеннями sgnxi · |xj| , sgnxj · |xi|

вiдповiдно; б) Способом 4.2, тобто змiною знака координати, рiвної за моду-

лем e1, на протилежний. При цьому степiнь регулярностi довiльної вершини

P визначається за формулою (4.70).

Випадок 4.2. Знову розглянемо точку x ∈ E+. Множина сумiжних

до неї вершин також представимо у виглядi (B.25). Але, на вiдмiну вiд

Випадку 4.1 i в силу (B.8), формула (B.26) перетвориться на таку:

RE,P+ (x) =
κ−1∑
i=0

nini+1. (B.30)

Щодо NE\E+,P (x), то, оскiльки мiнiмальна координата x – нуль, для

довiльної точки y ∈ NE+,P ′ (x) ребра [x, y] вироджуються у точку x, вiд якої

ребра прямують як в область Rn
+, так i в областi

Rn,i
≤0 =

{
x′ ∈ Rn : x

′

i ≤ 0; x′j ≥ 0, j 6= i
}
,

де i ∈ Ix = {i ∈ Jn : xi = 0} .
(B.31)

Для довiльного i ∈ Ix кiлькiсть таких ребер, що прямують в область

Rn,i
≤0, рiвна n1. Вони утворюються з x 0 ↔ e1-транспозицiєю координат

xi, xj, де j /∈ Ix, iз подальшою змiною знака xi на протилежний. Оскiльки,

вiдповiдно до кратностi нульового елемента, число областей вигляду (B.31) –

n0, а загальна кiлькiсть одержаних таким чином сумiжних з x вершин у

сумiжних до Rn
+ областях:
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RE\E+,P (x) = n0n1. (B.32)

Пiдставляючи (B.30), (B.32) у (B.29), маємоRE,P (x) = n0n1+
κ−1∑
i=0

nini+1,

тобто формула

R(Π±Ink (G)) = 2n0n1 +
κ−1∑
i=1

nini+1,

вiрна ∀x ∈ E+, а з урахуванням (4.4) вона набуває вигляду (4.69). У си-

лу симетрiї E i P ця формула буде вiрною для всiх точок E. При цьому

критерiй сумiжностi вершин P виглядатиме таким чином: для довiльної

x ∈ E множина NE,P (x) включає точки, утворенi з x одним з двох способiв:

a) замiною в x двох координат xi, xj, i 6= j, абсолютнi значення яких є послi-

довними елементами A, значеннями sgnxi · |xj| , sgnxj · |xi| вiдповiдно, тобто

Способом 4.1; б) Способом 4.3, а саме транспозицiєю нульової координати

i координати, рiвної за модулем e1, iз подальшою змiною знака ненульової

координати на протилежний. У результатi маємо ∀xi, xj:xi = 0, |xj| = e1

новi значення цих координат xi = −sgn xj · e1, xj = 0. Степiнь регулярностi

вершин P визначається за формулою (4.69).

Доведення. (насл. 4.33) Нехай κ визначено з (4.4). У силу теореми 4.2, спосо-

бу формування E±nk (G) з Enk (G), а також того факту, що степiнь регуляр-

ностi R′ вершини вiдповiдного Cb–багатогранника перестановок P+ можна

знайти за формулою (4.66). Крiм того, вiрна оцiнка R′ ≥ n − 1, звiдки

одержуємо:

– у Випадку 4.1 R′ =
κ−1∑
i=1

nini+1, а формула (B.30) може бути перепи-

сана у виглядi R(Π±nk (G)) = n1 +R′, звiдки видно, що R(Π±nk (G)) = n ⇔

n1 = 1, R′ = n− 1, тобто вiдповiдний Πnk (G) – простий (див. теорему 4.30);

– у Випадку 4.2 R′ =
κ−1∑
i=0

nini+1, i формула (B.33) переписується у

виглядi R(Π±nk (G)) = n0n1 +R′, звiдки слiдує R(Π±nk (G)) = n ⇔ n0n1 = 1,

R′ = n− 1, тобто Πnk (G) – простий i n0 = n1 = 1.
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Таким чином, формула (4.73) виражає умови простоти Π±nk (G).

Доведення. (теореми 4.33) Розглянемо точку g ∈ E. Дiаметрально проти-

лежною до неї буде точка g′ = (gn, gn−1, ..., g1), кiлькiсть iнверсiй у якiй

дорiвнює C2
n. Точка g′ ∈ E, коли вона мiстить парну кiлькiсть iнверсiй, тобто

C2
n має бути парним. Так само, i для iнших точок x = (x1, ..., xn) ∈ E вико-

нання умови n(n− 1) ≡ 0 mod 4 забезпечує, що y = (xn, ..., x1) ∈ E. Друга

умова – це умова (4.75) центральної симетричностi En (G), пiдмножиною

якої є E.

Доведення. (теореми 4.35) Визначимо рiвневiсть E = B±n (m) у напрямку

нормалей до гiперграней, що непаралельнi координатним площинам. У силу

симетрiї, достатньо знайти m(e)(E). h(x) ∈
x∈E
{−m,−m + 2, ...,m − 2,m},

звiдки видно, що m(e)(E) = m+1. PB±n (m) має також гiпергранi, паралельнi

координатним площинам при m ∈ Jn−1\{1}, i за цими напрямками E –

трирiвнева. Таким чином, (4.79) має мiсце.

Доведення. (теореми 4.47) Включення EN ⊆ Bkn(e) ∩B′nk(n) слiдує з побу-

дови EN та виконано (2.55), адже

∀x ∈ EN xj ∈ Bk(1), j ∈ Jn; x′i ∈ Bn(ni), i ∈ Jk, (B.33)

Припустимо, що включення EN ⊇ Bkn(e) ∩ B′nk(n) не виконане. Це

може статися лише у випадку, коли ∃x0 ∈ EN , у якiй не виконана (4.98)

або (4.99). Перше не може статися, адже за побудовою EN – множина

перестановок одиничних векторiв. Друге також неможливо, оскiльки при

перестановцi векторiв порядок слiдування координат не мiняється, отже,

сума вiдповiдних їх координат залишається незмiнною.

Доведення. (теореми 4.52) Зважаючи на заув. 4.11, для доведення даної

теореми достатньо показати, що для множин перших трьох класiв у (4.94)
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iснує описаний елiпсоїд, вiдмiнний вiд гiперсфери.

Нехай множина EN = Enk(G). Скористаємося її представленням (4.95),

звiдки слiдує її належнiсть до двох множин, кожна з яких є декартовим

добутком множин множин класу Bn(m). Згiдно з насл. 4.6, Bn(m) – PES.

З iншого боку, декартовий добуток PESs є PES (див. насл. 2.5 у [369]),

вiдповiдно Bn(e),B′m(n), а EN – PES як пiдмножина PESs.

En, Een – PESs як окремий випадок та пiдмножина EN .

Доведення. (теореми 4.53) PN = Pnk(G) задано у просторi Rm·n. Ранг ма-

трицi системи (4.98), (4.99) дорiвнює n + m − 1, звiдки dimPnk(G) ≤ n

≤ ·m− n−m+ 1.

З iншого боку, точка amin у представленнi ÊN = Ênk(G) за побу-

довою задовольняє обмеження-рiвностi (4.98), (4.99) строго, а обмеження-

нерiвностi (4.108), (4.109) – нестрого, отже, amin ∈ int P . Звiдси слiдує, що

dimPnk(G) ≥ n ·m− n−m+ 1. У сукупностi маємо (4.120).

Доведення. (тверд. 4.11) (P±nk(G).IHR) не мiстить жодного рiвняння, а точка

x0 = 0 ∈ Rn·n задовольняє усi його обмеження як строгi нерiвностi, отже,

розмiрнiсть багатогранника збiгається iз розмiрнiстю простору, у якому його

визначено.

Доведення. (теореми 4.54) По кожнiй координатi EN – дворiвнева, а усi

гiпергранi PN паралельнi координатним площинам, отже, lev EN = 2.

Доведення. (теореми 4.54) Нехай EN = E±nk(G), вона належить T Ss i є

трирiвневою по кожнiй координатi. Враховуючи те, що кожна подвiйна

нерiвнiсть (4.111) визначає пару гiперграней, звiдси маємо оцiнку:

lev EN ≥ 3. (B.34)

Враховуючи (4.112) та центральну симетрiю PN , для визначення рiвне-

востi EN у напрямках нормалей до решти гiперграней достатньо обмежитися
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нормалями до

α :
m∑
i=1

xi1 = 1;

βi :
n∑
j=1

xij ≤ ni, i ∈ Jm. (B.35)

(далi nα, nβi, i ∈ Jm).

mnα = 2, адже при замiнi знаку ненульової координати вектора-

стовпця X, мiняє знак. Таким чином, 1,−1 – єдинi значення, що набуває
m∑
i=1

xi1 на E. Зафiксуємо i у (B.35), функцiя
n∑
j=1

xij на EN набуває значення

{−ni,−ni + 2, ..., ni − 2, ni}, кiлькiсть яких дорiвнює ni + 1. Таким чином,

mnβi
= ni+1, i ∈ Jm. Враховуючи це та переходячи до максимуму знайдених

величин, отримуємо формулу (B.34).

Доведення. (теореми 4.39)

Для Ee
n (G) та Bh

n запропонуємо MLP (Ee
n (G) , c), MLP (Be

n, c), вихо-

дячи зi способу їх формування з множин En(G), Bn. Неважко бачити, що у

багатограннику Πn (G) усi n− 1 вершин, сумiжних до парної e–конфiгурацiї

перестановок, є непарними e–конфiгурацiями перестановок i навпаки. Те

саме стосується гiперкуба PBn й напiвкуба PBh
n: у багатограннику PBn

кожний парний булевий вектор має n сумiжних вершин, що є непарними

булевими векторами, i навпаки.

Крiм того, степiнь регулярностi вершини полiномiальна за n згiдно

з (4.67), (4.68). Зазначенi особливостi дозволяють запропонувати єдиний

полiномiальний алгоритм розв’язання LP (E, c) для E ∈ {Ee
n(G), Bh

n} [369],

ґрунтуючись на тому, що її надмножина E ′ ∈ {En(G), Bn} – WDS, i, тим

самим, довести дану теорему.

Схема розв’язання LP (E, c) (E = Ee
n/B

h
n).

Крок 1. Розв’язати LP (E ′, c) на добре описанiй власнiй надмножинi

E ′ ⊃ E. Якщо xlin,E′ ∈ E, задачу LP (E, c) розв’язано, а саме xlin,E = xlin,E
′,



435

zlin,E = zlin,E
′, iнакше перейти до Кроку 2.

Крок 2. Знайти множину NP ′
(
xlin,E

′) сумiжних вершин з xlin,E′ у бага-

тограннику P ′ = convE ′, обрати мiнiмальне зi значень cTx iз досягнутих у

цьому околi: zlin,E = min
x∈NP ′(xlin,E′)

cTx, xlin,E = arg min
x∈NP ′(xlin,E′)

cTx.

При застосуваннi до вказаних двох класiв Cb-множин, цей алгоритм

перетворюється на MLP (Ee
n (G) , c)/MLP (Be

n, c), де E = En(G)/Bn вiдпо-

вiдно.

Доведення теореми 4.41 ґрунтується на такi лемi.

Лема B.1. Якщо функцiя f : Rn → R1
+ – сепарабельна: f(x) =

f1(x1, ..., xn1) ◦ f2(xn1+1, ..., xn1+n2) ◦ ... ◦ fL(xn−nL+1, ..., xn), де ◦ ∈ {+, ∗}, fl :

Rnl → R1
+, l ∈ JL, то розв’язок задачi оптимiзацiї x∗ = arg min

x∈E⊆Rn
f(x), z∗ =

f(x∗) може бути знайдено наступним чином:

x∗ =
L∏
l=1

x∗l, z∗ = z∗1 ◦ z∗2 ◦ ... ◦ z∗L, (B.36)

де x∗l = arg min
xl∈El⊆Rnl

fl(x), z∗l = f(x∗l), (B.37)

El = {xl ∈ E(Il) ⊂ Rnl}, l ∈ JL,

E(Il) визначено з (2.81), Il задовольняє (3.8), l ∈ JL.

Доведення. (теореми 4.41) Згiдно з умовою, розв’язки (B.37) допомiжних

лiнiйних задач можуть бути знайденi за полiномiальний час. Лiнiйна функцiя

сепарабельна, тому, за лемою B.1, розв’язок лiнiйної задачi на E вигляду

(3.10) може бути знайдений за формулою (B.36), яка набуває вигляду:

x∗ =
L∏
l=1

x∗l, z∗ =
L∑
l=1

z∗l. (B.38)

Для застосування (B.38) здiйснюється L крокiв, на кожний з яких

потрiбен полiномiальний час. Отже, в цiлому, час на вiдшукання (B.38) буде

полiномiальним за n.



436

Доведення. (теореми 4.42) Ми встановили, що усi множини (3.14), (3.15)

є WDSs. Крiм того, (3.14) – PSpSs, а серед (3.15) бiльшiсть також PSpSs.

Виключенням є лише En
η,k(G) для k > 2. Тож, згiдно з насл. 4.1, для даних

Cb-множин, що є WDSs та PSpSs, задача пошуку y∗ еквiвалентна LP (E, a−x),

де a – центр описаної навколо E гiперсфери, x – точка, з якої здiйснюється

проектування.

Доведення. (насл. 4.20) Полiкомбiнаторнi Cb-множин, що породженi полiед-

рально-сферичними множинами з сiм’ї (3.14), (3.15), є також PSpSs згiдно з

теоремою 3.9. Крiм того, вони є WDSs згiдно з насл. 4.18. У вiдповiдностi iз

насл. 4.1, Задача 4.13 для них розв’язується за полiномiальний час.

Якщо полiкомбiнаторна Cb-множина E задовольняє умови наслiдку,

при цьому серед породжуючих її множин є En
k(G), k > 2, для розв’язання

Задачi 4.13 можна скористатися сепарабельнiстю функцiї ‖y∗−x‖2, лемою B.1,

теоремою 4.42 та насл. 4.19.

B.4 Додатки до роздiлу 5

Доведення. (теореми 5.6) Нехай E – дворiвнева множина. Зафiксуємо F ∈ F,

тодi:

∃ bF ∈ R1 : HF = {x ∈ Rn : nTFx = bF} ∈ H.

Згiдно з тверд. 2.5, окрiм значення bF , функцiя h(x) = nTFx набуває ще

одного значення на E. Позначимо його b′F , а вiдповiдну йому гiперплощину –

H ′F . У результатi маємо: ∀F ∈ F ∃bF , b′F , bF 6= b′F , HF = {x ∈ Rn : nTFx = bF},

H ′F = {x ∈ Rn : nTFx = b′F}, E1(nF ) ⊂ HF ;E2(nF ) ⊂ H ′F , зокрема,

∀ x ∈ E,∀ F ∈ F nTFx ∈ {bF , b′F}. (B.39)

Введемо позначення aF = bF+b′F
2 , δF = |bF−b′F |

2 i перепишемо (B.39) у

виглядi:
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|nTFx− aF | =E δF , F ∈ F. (B.40)

Враховуючи, що δF > 0, ∀ F ∈ F, (B.40) представимо в еквiвалентнiй

формi, подiливши кожне з рiвнянь (B.40) на вiдповiдне δF i отримавши

(8.14), де n′TF = nF
δF
, a′F = aF

δF
.

Зокрема, для κ = 1 (8.14) перетворюється на (5.46). Подiбним чином

дiємо з системою (2.95), представляючи її у формi:

|a′′i x− a′′i0|κ = 0, i ∈ Jn′′. (B.41)

Зафiксувавши деяке κ ∈ R1
>0, додамо усi рiвняння (8.14) i (B.41),

отримавши (5.47), де f0(x, κ) визначено з (5.45).

Функцiя f0(x, κ) є неопуклою при κ ∈ (0, 1) i опуклою при κ ≥ 1,

зокрема, сильно опуклою, отже, i строго опуклою, при κ ∈ (1,∞), що

забезпечується виглядом функцiї, способом її побудови та обмеженiстю

областi Sκ = {x ∈ Rn : f0(x, κ)− |F| = 0}.

Таким чином, для фiксованого κ ∈ (1,∞), функцiя f0(x, κ) − |F| є

строго опуклою i набуває нульового значення на E. А це означає, що Sκ є

строго опуклою поверхнею, вiдповiдно, E дозволяє PSR з участю Sκ.

Доведення. (насл. 5.6). Як описаний елiпсоїд можна вибрати поверхню S2 iз

сiм’ї (5.48). Так, якщо у (2.95) n′′ = 0, її рiвнянням буде:∑
F∈F

(n′TF x− a′F )2 = |F|. Перепишемо його у виглядi:

xT
 ∑
F∈F

n
′

Fn
′T
F

x− 2
 ∑
F∈F

a′Fn
′T
F

x+
∑
F∈F

a
′2
F = |F| (B.42)

i представимо у формi (2.109), отримавши (5.49). При n′′ > 0 у (B.42) з’яв-

ляється ще один опуклий квадратичний доданок. За побудовою, сформована

поверхня є обмеженою, квадратичною та опуклою, отже, вона є елiпсої-

дом.
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Доведення. (теореми 5.7) Рiвняння поверхонь S2, S4 має вигляд (5.61), (5.62).

Зафiксуємо x∗ ∈ S2 i покажемо, що f0(x∗, 4) ≥ f0(x∗, 2), а також

∀ x∗ ∈ S2\ E f0(x∗, 4) > f0(x∗, 2). З урахуванням (5.61), маємо:

f0(x∗, 4) ≥ |F|, (B.43)

∀ x∗ ∈ S2\ E f0(x∗, 4) > |F|. (B.44)

Сформуємо множину I ⊆ J|F| таку, що I = {Fi ∈ F : n′TFix− a
′
Fi
≥ 1},

а також введемо у розгляд величини:

∆i = n
′T
Fi
x∗ − a′Fi − 1, i ∈ I; δ′i = 1− n′TFix

∗ + a′Fi, i /∈ I, (B.45)

якi, як видно, задовольняють обмеження:

∆i ≥ 0, i ∈ I; δ′i ∈ (0, 0.5], i /∈ I. (B.46)

У позначеннях (B.45), умова (5.61) набуває вигляду

∑
i∈I

(1 + ∆i)2 +
∑
i/∈I

(1− δi)2 = |F| (B.47)

або 2
∑
i/∈I
δi = 2

∑
i∈I

∆i +
∑
i∈I

∆2
i +

∑
i∈I
δ2
i . (B.48)

Перейдемо до розгляду функцiї (5.62): f0(x∗, 4) = ∑
i∈I

(1 + ∆i)4 +

+ ∑
i/∈I

(1− δi)4. Спростимо даний вираз:

f0(x∗, 4) = |F|+ 4
∑
i∈I

∆i + 6
∑
i∈I

∆2
i + 4

∑
i∈I

∆3
i +

∑
i∈I

∆4
i−

− 4
∑
i/∈I
δi + 6

∑
i/∈I
δ2
i − 4

∑
i/∈I
δ3
i +

∑
i/∈I
δ4
i

i представимо у формi:
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f0(x∗, 4) = |F|+ 4
∑
i∈I

∆i + 6
∑
i∈I

∆2
i + 4

∑
i∈I

∆3
i +

∑
i∈I

∆4
i−

− 2(2
∑
i∈I

∆i +
∑
i∈I

∆2
i +

∑
i∈I
δ2
i ) + 6

∑
i/∈I
δ2
i − 4

∑
i/∈I
δ3
i +

∑
i/∈I
δ4
i .

Звiдси, з урахуванням (B.48), маємо:

f0(x∗, 4) = |F|+
∑
i∈I

∆2
i (4 + 4∆i + ∆2

i ) +
∑
i/∈I
δ2
i (4− 4δi + δ2

i ). (B.49)

Застосуємо (B.46) до виразiв у дужках у (B.49), отримуючи:

4 + 4∆i + ∆2
i ≥ 0, i ∈ I; 4− 4δi + δ2

i = 4(1− δi) + δ2
i ≥ δ2

i , i /∈ I.

Далi, застосовуючи цi оцiнки до (B.49), маємо:

f0(x∗, 4) ≥ |F|+
∑
i/∈I
δ4
i ≥ 0. (B.50)

Отже, умова (B.43) виконана. Щоб показати вiрнiсть (B.44), вiдзначи-

мо, що ∀ x∗ ∈ S2\ E |I| < n, iнакше (B.47) перетворилося би на рiвнiсть∑
Fi∈F

(1 + ∆i)2 = |F|, вiрну лише при ∆i =
Fi∈F

0, тобто виключно для x∗ ∈ E.

∀ x∗ ∈ S2\ E оцiнку (B.50) можна посилити до f0(x∗, 4) ≥ |F|+ ∑
i/∈I
δ4
i > 0 i

довести таким чином вiрнiсть (B.44).

Доведення. (леми 5.8). Нехай A ∈ Rn×n, A � {0}, x ∈ Rn, c ∈ Rn\0. Розв’я-

жемо задачу cTx→ extr при x ∈ El(A, a)}, де El(A, a) – елiпсоїд, визначе-

ний матрицею A та центром a.

Мета полягає у розв’язаннi такої задачi:

cTx→ extr при (x− a)TA(x− a) ≤ 1. (B.51)

Застосуємо до (B.51) метод множникiв Лагранжа. Лагранжиан –

F (x, λ) = cTx + λ(x − a)T (x − a). Диференцiюючи його по x, маємо:
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∇Fx = c − 2λ(x − a) = 0. При λ = 0, приходимо до c = 0, що проти-

рiчить умовi теореми. Отже, λ > 0. Крiм того,

x∗ = a+ 1
2λ∗A

−1c, (B.52)

Оскiльки λ > 0, оптимальний розв’язок досягається на границi областi.

Пiдставимо (B.52) у рiвняння елiпсоїда, отримавши ( 1
2λA

−1c)TA( 1
2λA

−1c) =

1. Звiдси λ2 = 1
4(A−1c)TA(A−1c) = 1

4c
T (A−1)TAA−1c = 1

4c
TA−1c, у силу

симетричностi A. Оскiльки A � 0, c 6= 0, то cTA−1c > 0, звiдки

λ∗ = 1
2(cTA−1c)0.5.

Пiдстановка λ∗ у (B.52) дає:

x∗ = a+ 1
2λ∗A

−1c = a+ A−1c√
cTA−1c

,

z∗ = cTx∗ = cTa+ cTA−1c√
cTA−1c

= cTa+
√
cTA−1c,

Нехай extr = max. A−1 � 0 як i A, звiдки слiдує, що ‖A‖2 = λmax(A−1).

Звiдси

xmax = a+ A−1c√
‖c‖2

2λmax(A−1)
= a+ A−1c

‖c‖2
√
λmax(A−1)

, (B.53)

zmax = cTa+ ‖c‖2
√
λmax(A−1). (B.54)

Враховуючи зв’язок λi(A−1) = 1/λi(A), i ∈ Jn, мiж власними значен-

нями A,A−1, маємо λmax(A−1) = 1/λmin(A). Отже, (B.53), (B.54) перетворю-

ються на

xmax = a+ A−1c
√
λmin(A)
‖c‖2 ,

zmax = cTa+ ‖c‖2/
√
λmin(A). (B.55)

Якщо extr = min, робимо замiну c→ −c, звiдки
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xmin = a− A−1c
√
λmin(A)
‖c‖2 ,

zmin = −(−cTa+ ‖c‖2/
√
λmin(A)) = cTa− ‖c‖2/

√
λmin(A). (B.56)

λmin(A) може бути знайдено за полiномiальний час, отже, елiпсоїд –

WDS.

Доведення. (теореми 5.2) Вибiр f ∈ Φ(E) забезпечує виконання таких умов –

f(x) =
E1

0, ∃x0 ∈ E\E1: f(x0) 6= 0. Оскiльки за умовою виконана (5.30),

остання умова посилюється до f(x) 6=
E\E1

0, тобто (5.29) справджується.

Доведення. (леми 5.1) За означенням, функцiя f(x) симетрична, якщо вона

не змiнює значення при довiльнiй перестановцi координат точок x ∈ Rn.

Нехай G є E.IM, а x0 ∈ E. Множина X0, що об’єднує точки, якi отримуються

з x0 у результатi перестановок її координат, є загальною Cb-множиною пере-

становок, що iндукована мультимножиною G = {x0}, а саме X0 = Enk(G), де

|S(G)| = k. Крiм того, f(x) =
x∈X0

f(x0), а оскiльки X0 – множина всiляких

e–конфiгурацiй перестановок, iндукованих G, має мiсце включення E ⊆ X0,

вiдповiдно,

f(x) =
E
f(x0). (B.57)

У силу довiльностi вибору симетричної функцiї f(x), умова (B.57)

виконується для всiх симетричних функцiй.

Доведення. (леми 5.2) З леми 5.1 слiдує, що

Φsym
n (G) ⊆ Φ(Enk(G)). (B.58)

Припустимо, що (B.58) виконується як строге включення, тодi iснує

несиметрична неперервна функцiя f(x), що набуває на Enk(G) постiйного

значення. Останнє означає, що f(x) не змiнює значення при довiльнiй пе-

рестановцi координат x = g, отже, вона є симетричною за означенням. Це
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протирiччя доводить (5.31).

Доведення. (леми 5.4) Нехай E = E±nk(G), де G ≥ 0. Згiдно з (B.8) множина

E+ = E ∩ Rn
+ (B.59)

є Cb-множиною перестановок Enk(G), що породжує E. Оскiльки

Enk(G) ⊂ E±nk(G), має мiсце включення Φ(E±nk(G)) ⊂ Φ(Enk(G)) = Φsym
n (G).

За побудовою, E = E±nk(G) володiє просторовою симетрiєю, а саме

∀ x ∈ E+, ∀ y ∈ B′n ∈ E, x ◦ y ∈ E. (B.60)

У той же час Φe
n об’єднує тi функцiї, якi не змiнюють значення в точцi

x при змiнi знакiв будь-яких її координат:

∀f(x) ∈ Φe
n, ∀x ∈ Rn, ∀ y ∈ B′n f(x ◦ y) = f(x).

Щоб (B.60) виконувалося на E, з Φ(E+) необхiдно видiлити парнi i

такi, що набувають значення нуль на E, звiдки маємо (5.33), (5.34).

Доведення. (леми 5.4) Нехай E = B′n. У даному випадку множина (B.59) –

E+ = {e}, симетрiя вiдносно координатних площин також має мiсце, тому

умова (B.60) також вiрна i спрощується до ∀ y ∈ B′n, e ◦ y ∈ E. Це означає,

що довiльна f ∈ Φe
n є постiйною на E, а саме Φ(B′n) ⊇ Φe

n({e}). Те, що

Φ(B′n)\Φe
n({e}) = ∅ доводиться аналогiчно теоремi 5.2. Таким чином, має

мiсце (5.36), (5.36).

Доведення. (насл. 5.4) Скористаємося теоремою 5.1, а саме формулою (5.28),

i врахуємо, що афiнне перетворення

ϕ : B′n → Bn (B.61)



443

задається формулою B′n = 2Bn − e. Згiдно з (5.36), маємо: Φ(Bn) = {f(2x−

e)− f(2e− e) : f(x) ∈ Φe
n}, тобто має мiсце (5.37).

Доведення. (леми 5.5) Нехай f : f(x1, ..., xi−1,−xi, xi+1, ..., xn) = −f(x),

i ∈ Jn. Її квадрат f 2(x) буде функцiєю, парною по усiх пiдмножинах коор-

динат x, i такою, що, згiдно з теоремою 5.4, набуває на E = B
′h
n постiйного

значення a ∈ R1
+. Вiдповiдно f(x) ∈

E
{±
√
a}. Покажемо, що f(x) =

E
f(−e).

−e є образом точки 0 ∈ Bh
n при перетвореннi (B.61), отже, −e ∈ B ′hn .

Нехай x ∈ E. За критерiєм сумiжностi вершин PBh
n, адаптованим до

B
′h
n (див. теорему 4.27), маємо, що NP (x) складається з тих бiнарних векто-

рiв, що вiдрiзняються вiд x двома координатами. Вiдповiдно, f(y) =
y∈NP (x)

=
y∈NP (x)

−(−f(x)) = f(x). Зважаючи на те, що −e ∈ B
′h
n , маємо f(x) =

E

f(−e).

Доведення. (леми 5.7) Нехай f є знакопочережною, тобто змiнює знак при

будь-якiй xi ↔ xj-транспозицiї (i 6= j), але не змiнює абсолютного значення.

У такому випадку f 2(x) буде незнакопочережною, тобто залишатиметься

незмiнною при будь-якiй транспозицiї координат x. Нехай a ∈ R1
+ : f 2(x) =

E
a,

де E = En(G), тодi f(x) ∈
E
{±
√
a}. Нехай a′ ∈ R1: a′ = f(g). Покажемо, що

f(x) =
E
a′. Згiдно з критерiєм сумiжностi вершин En(G) (див. тверд. 4.1), має-

мо –NΠn(G)(x) мiстить тi e–конфiгурацiї перестановок без повторень, що вiдрi-

зняються вiд x двома транспозицiями сусiднiх елементiв G. Звiдси слiдує, що

f(y) =
y∈NΠn(G)(x)

f(x). З iншого боку, g ∈ E, звiдки f(x) =
E
f(g).

Доведення. (тверд. 5.1) За побудовою i в силу (5.71), (5.72), функцiя (5.73)

буде такою, що

f0 (x) = 0⇔ fj(x) = 0, j ∈ I. (B.62)

Об’єднуючи (B.62) iз (5.74), отримуємо систему (5.3). За означенням,

разом (5.4) вона є f–представленням E.
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B.5 Додатки до роздiлу 6

Доведення. (теореми 6.1) Умову (6.13) можна представити у формi:

(x− g1) · ... · (x− gn) = 0, x ∈ R. (B.63)

Дiйсно, розв’язання рiвняння (B.63) по змiннiй x передбачає знаходже-

ння сукупностi x1, ..., xn його коренiв, яка в точностi утворюють мультимно-

жину G, забезпечуючи, тим самим, виконання умови (6.13).

Перепишемо рiвняння (B.63) у термiнах його коренiв, скориставшись

формулою Вiєта [44]: xn− (g1 + ...+ gn)xn−1 +(g1g2 + ...+ gn−1gn)xn−2 + ...+

+(−1)ng1 · g2 · ...gn=0.

У результатi маємо систему з n рiвнянь (6.14), розв’язком якої буде

множина n дiйсних чисел x1, ..., xn вигляду (6.13) й тiльки вони. З iншого

боку, розглядаючи кожне з рiвнянь системи (6.14) як рiвняння поверхнi в

Rn, отримуємо, що повним розв’язком цiєї нелiнiйної системи буде в точностi

загальна Cb-множина перестановок Enk (G). Вiдповiдно, (Enk (G).SR1), зада-

не системою (6.14) – це строге полiномiальне f–представлення цiєї Enk (G),

степiнь i порядок якого збiгаються з розмiрнiстю простору й дорiвнюють n.

Використаємо вираз (7.42) для елементарного симетричного полiному

[306] i перепишемо (Enk (G).SR1) у формi:

uj (x) = uj (g) , j ∈ Jn. (B.64)

Вiдзначимо, що для великих розмiрностей використання (Enk (G).SR1)

стає проблематичним через трудомiсткiсть обчислення функцiй (7.42).

Побудуємо ще одне f–представлення Enk (G) на базi (Enk (G).SR1),

що ґрунтується на вiдомих спiввiдношеннях елементарних симетричних

полiномiв (7.42) зi степеневими сумами [306]:
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qj (x) =
n∑
i=1

xji , j ∈ J0
n, (B.65)

вiдображених тотожностями Ньютона-Жирарда (Newton-Girard identities)

[35, 217]:

qj (x) = j · (−1)−j+1hj (x) +
j−1∑
i=1

(−1)i−j+1qi (x) · hj−i (x) , j ∈ Jn. (B.66)

Застосовуючи рекурентно формулу (B.66) до обох частин рiвнянь

(B.64), одержуємо qj (x) = qj (g), j ∈ Jn, або, враховуючи (B.65), це є (6.15).

Подiбно до (6.14), система рiвнянь (6.15) може бути розглянута у

двох контекстах: перший – як система для визначення множини розв’язкiв

рiвняння (B.63); другий – як система, що задає множину поверхонь у просторi

Rn, у перетинi яких утворюється в точностi множина Enk (G). Таким чином,

знайдене ще одне f представлення (6.15) множини Enk (G) – (Enk (G).SR2).

Як i (Enk (G).SR1), воно строге, полiномiальне, а його степiнь i порядок рiвнi

n. Воно має очевиднi переваги в порiвняннi з (Enk (G).SR1), такi, як простота

функцiй, що входять до нього, його опуклiсть в ортантi Rn
+ тощо.

Доведення. (теореми 6.3) Якщо видiлити у G мультимножину G ⊂ G,

|G| = n, |S(G)| = κ, то (6.19) є строгим f–представленням множини

Enκ(G) ⊂ E = En
ηk (G). Враховуючи декомпозицiю (3.24), умову (6.19) доста-

тньо об’єднати з

ni ∈ J0
ηi
,

k∑
i=1

ni = n, (B.67)

щоб задати E. Для того, щоб аналiтично задати решiтку
k∏
i=1

J0
ni
, скористаємо-

ся (Grid.SR1), у результатi чого (B.67) перетворюється на (6.20), а у цiлому

одержується (En
ηk (G).ESR1).

Доведення. (теореми 6.2) Введемо в розгляд G′ =
{
g
′

1, ..., g
′

n

}
=
{
e
′n1
1 , ..., e

′nk
k

}
:

g
′

i = ξ (gi), i ∈ Jn, i здiйснимо замiну змiнних:
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x
′

i = ξ (xi) , g
′

i = ξ (gi) , i ∈ Jn; e
′

j = ξ (ej) , j ∈ Jk, (B.68)

у (6.18), (6.18). У результатi одержимо двi системи рiвнянь:

n∑
i=1

x
′j
i =

n∑
i=1

g
′j
i , j ∈ Jn; (B.69)

∑
ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

x
′

i =
∑

ω⊆Jn,|ω|=j

∏
i∈ω

g
′

i, j ∈ Jn. (B.70)

Вiдповiдно до теореми 6.2, система (B.69) являє собою (Enk (G′).SR2), а

(B.70) – (Enk (G′).SR1). Враховуючи те, що система (6.18), (6.18) формується

системи (B.69), (B.70) замiнами змiнних, оберненими до (B.68), а саме:

xi = ξ−1
(
x
′

i

)
, gi = ξ−1

(
g
′

i

)
, i ∈ Jn; ej = ξ−1

(
e
′

j

)
, j ∈ Jk,

маємо: x′ ∈ Enk (G′) ⇔ x ∈ Enk (G). Отже, (6.18), (6.18) – це записа-

нi в термiнах координат e–конфiгурацiї x f–представлення (Enk (G′).SR1),

(Enk (G′).SR2).

Доведення. (теореми 6.5) Нехай x∗ – екстремаль задачi (5.57), тобто

x∗ ∈ X∗ = Xmin ∪ Xmax, де Xmin, Xmax знайденi з (5.59), (5.60). Введемо

позначення I = {i ∈ Jn : x∗i 6= 0}, m = |I|, звiдки

m ∈ Jn. (B.71)

Нехай також

I−, I+ ⊆ I : ∀i ∈ I− x∗i < 0; ∀i ∈ I+ x∗i > 0; m′ =
∣∣∣I−∣∣∣ , (B.72)

тодi I− ∪ I+ = I, I− ∩ I+ = ∅, |I+| = m−m′, |I| = n−m.

Об’єднуючи (B.71) iз (B.72), отримуємо, що

M =
{
(m′,m) : m′ ∈ J0

m, m ∈ Jn
}
− (B.73)
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область змiни параметрiв m′,m.

Проведемо попереднiй аналiз, чи може система (5.50), (5.51), де

f1(x) =
n∑
i=1

xj1i − 1 = 0; (B.74)

f2(x) =
n∑
i=1

xj2i − b = 0, (B.75)

b ∈ R1 – параметр, задавати дотичне представлення деякої дискретної

множини. Скористаємося умовою (5.54) i отримуємо, що для того, щоб

y ∈ S1∩S2 була точкою дотику поверхонь (B.74), (B.75), необхiдно виконання

умови Of1(y) = j1x
j1−1|y = j1y

j1−1 ∝ Of2(y) = j2x
j2−1|y = j2y

j2−1 або

∃k(y) 6= 0 : ∇f1(y) = k(y) · ∇f2(y)⇔ j1y
j1−1 = k(y) · j2y

j2−1. (B.76)

З урахуванням (6.22), умова (B.76) означає, що ∀i ∈ Jn координата yi

задовольняє одну з умов: а) yj2−j1i = j1
k(y)·j2 , якщо k(y) 6= 0; б) yi = 0, якщо

k(y) = 0. Першу з них можна представити у виглядi – якщо k(y) 6= 0, то

yi =



±
 j1

k(y) · j2

 1
j2−j1

, k(y) > 0, якщо ∃ l ∈ N : j2 − j1 = 2l;
 j1

k(y) · j2

 1
j2−j1

, якщо ∃ l ∈ N : j2 − j1 = 2l + 1.
(B.77)

Цi умови означають, що в результатi дотику поверхонь (B.74), (B.75)

можуть формуватися C–множини, що породжуються щонайбiльше трьома

числами – нулем i двома ненульовими елементами, рiвними за абсолютною

величиною i протилежними за знаком. Бiльш того, якщо j2 − j1 – непарне,

ця C–множин породжується двома числами, одне з яких 0.

Введемо позначення

∆ =
 j1

|k(y)| · j2

 1
j2−j1

(B.78)
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i перепишемо умову (B.77):

∀ i ∈ I yi =



±∆, якщо ∃ l ∈ N : j2 − j1 = 2l;

∆, якщо ∃ l ∈ N : j2 − j1 = 2l + 1, k(y) > 0;

−∆, якщо ∃ l ∈ N : j2 − j1 = 2l + 1, k(y) < 0.

(B.79)

Перейдемо безпосередньо до обґрунтування iснування дотичних пред-

ставлень C–множин вигляду (B.74), (B.75).

До розв’язання задачi (5.57), (B.74), (B.75) застосуємо метод множникiв

Лагранжа. (6.21) еквiвалентна задачi оптимiзацiї Лагранжiана:

H(x, λ) =
n∑
i=1

xj2i + λ

1−
n∑
i=1

xj1i

→ extr, (B.80)

стацiонарнi точки якого визначаються з системи:

∂H

∂xi
= j2x

j2−1
i − λ · j1x

j2−1
i = 0, i ∈ Jn;

де
∂H

∂λ
= 1−

n∑
i=1

xj1i = 0.
(B.81)

Згiдно з (6.22), (B.81), стацiонарна точка (x∗, λ∗) функцiї (B.80) задо-

вольняє умову: ∀i ∈ Jn x∗(j1−1)
i (j2x

∗(j2−j1)
i − λ∗j1) = 0.

Звiдси слiдує:

x∗i ∈ {0,±∆∗}, i ∈ Jn, (B.82)

де ∆∗ =
(
|λ∗|j1
j2

) 1
j2−j1 , (B.83)

а також
|λ∗|j1

j2
= ∆∗(j2−j1) ⇒ |λ∗| = ∆∗(j2−j1)j2

j1
. (B.84)

(B.82) узгоджується iз (B.79) i показує, що для виконання умови

∆ = ∆∗, де ∆, ∆∗ заданi виразами (B.78) i (B.83), необхiдно вибирати
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k(x∗) = 1
λ∗ , де λ

∗ задовольняє умову (B.84).

Отже, ∀i ∈ Jn

x∗i =



∆∗, якщо i ∈ I+,

−∆∗, якщо i ∈ I−,

0, якщо i ∈ Ī .

(B.85)

Пiдставимо (B.83), (B.85) у (B.74), (B.80):

1 =
∑
i/∈I

0j1 +
∑
i∈I−

(−∆∗)j1 +
∑
i∈I+

∆∗j1 =
∑
i∈I−

(−1)j1∆∗j1 +
∑
i∈I+

∆∗j1 =

= (m′(−1)j1 + (m−m′))∆∗j1;
(B.86)

H(x∗, λ∗) = (m′(−1)j2 + (m−m′))∆∗j2. (B.87)

Залежно вiд парностi та непарностi j1, j2, формули (B.86), (B.87) на-

бувають вигляду:

якщо j1 = 2l1 m ·∆∗j1 = 1; (B.88)

якщо j1 = 2l1 + 1 (m− 2m′) ·∆∗j1 = 1; (B.89)

при j2 = 2l2 H(x∗, λ∗) = m ·∆∗j2; (B.90)

при j2 = 2l2 + 1 H(x∗, λ∗) = (m− 2m′) ·∆∗j2. (B.91)

Крiм того, з (B.89) слiдує, що для непарних j1 вiрно:

m′ <
m

2 . (B.92)

Розглянемо послiдовно Випадки 6.4.1-6.4.4, враховуючи парнiсть i

додатнiсть j2− j1 у Випадках 6.4.1, 6.4.2 i непарнiсть j2− j1 у Випадках 6.4.3

та 6.4.4.

Випадок 6.4.1 : З (B.88), (B.90) отримуємо:
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∆∗ = m−
1
j1 , H(x∗, λ∗) = m ·m−

j2
j1 = m−

j2−j1
j1 , (B.93)

отже, задача (B.80) зведена до оптимiзацiї функцiї змiнної m:

h∗(m) = m−
j2−j1
j1 , яка є спадною i досягає мiнiмуму у допустимої областi

(B.71) при m = n, а максимуму – при m = 1. Звiдси

zmin = h∗(n) = n−
j2−j1
j1 , (B.94)

zmax = h∗(1) = 1. (B.95)

Для величини ∆∗ використовуватимемо позначення ∆min у задачi мiнi-

мiзацiї i ∆max – у задачi максимiзацiї. Тепер з (B.82), (B.84), (B.93) маємо:

∆min = n−
1
j1 , (B.96)

λmin = j2
j1

(∆min)j2−j1 = j2
j1
n−

j2−j1
j1 , (B.97)

xmin
i ∈ {±∆min}, i ∈ Jn.

Звiдси, враховуючи (B.94), отримуємо (6.27). Аналогiчно,

∆max = 1, (B.98)

λmax = j2
j1

(∆max)j2−j1 = j2
j1
, (B.99)

∃i0 ∈ Jn : xmax ∈ {±∆maxei0} = {±ei0}. Отже, з урахуванням (B.95),

отримуємо (6.28).

Випадок 6.4.2 : З (B.89), (B.91) маємо:

∆∗ = (m− 2m′)−
1
j1 ,

H(x∗, λ∗) = (m− 2m′) · (m− 2m′)−
j2
j1 = (m− 2m′)−

j2−j1
j1 .

(B.100)

Задача зведена до оптимiзацiї функцiї вiд m,m′:
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h∗(m,m′) = (m− 2m′)−
j2−j1
j1 → extr в областi (B.73), (B.92), що має вигляд

M′ =
{

(m′,m) : m′ ∈ J0
[m−1

2 ], m ∈ Jn
}
, (B.101)

i зображена на рис. B.1 разом зi своєю опуклою оболонкою D′ = convM′.

Рис. B.1:M′, D′ (n = 5) Рис. B.2:M, D (n = 5)

∂h∗

∂m
= −j2 − j1

j1
(m− 2m′)−

j2
j1 ,
∂h∗

∂m′
= 2j2 − j1

j1
(m− 2m′)−

j2
j1 ,

звiдки видно, що ∂h∗

∂m ,
∂h∗

∂m′ 6= 0 в областi D′, тобто стацiонарних точок все-

рединi неї немає. Обмежимо область пошуку розв’язку границею областi

D′ = 4ABC.

Введемо додаткову змiнну m′′ = m − 2m′, для якої, згiдно з (B.92),

вiрно:

m′′ = m− 2m′ ∈ Jm. (B.102)

У результатi задача (B.80) зводиться до оптимiзацiї функцiї вiд m′′:

h′(m′′) = (m′′)−
j2−j1
j1 → extr. (B.103)

Аналогiчно Випадку 6.4.1, для функцiї (B.103) маємо: h′(m′′) спадає

в областi (B.102), досягаючи мiнiмуму i максимуму при m′′ = m, m′′ = 1
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вiдповiдно, тобто: min
m′′∈Jm

h′(m′′) = h′(m) = m−
j2−j1
j1 , max

m′′∈Jm
h′(m′′) = h′(1) = 1.

У термiнах m,m′, умова m′′ = m еквiвалентна m′ = 0, тобто мiнiмум

досягається на вiдрiзку [A,C]; m′′ = 1 виконується при m = 2m′ + 1, тобто

максимум досягається на [A,B]. Таким чином, на [A,C] маємо m′ = 0,

h∗(m,m′) = h∗(m, 0) = m−
j2−j1
j1 . (B.104)

Функцiя (B.104) – спадна i досягає мiнiмуму в точцi B (0, n), а макси-

муму – у A (0, 1), звiдки

min
∂D′

h∗(m,m′) = min
[A,C]

h∗(m,m′) = h∗(n, 0) = n−
j2−j1
j1 . (B.105)

При цьому C (0, n) ∈M, отже, zmin = h∗(n, 0) = n−
j2−j1
j1 . Водночас на

[A,B] m′ = m−1
2 , h∗(m,m′) = h∗

(
m, m−1

2
)

= 1. На всьому [A,B] функцiя h∗ –

константа, звiдки випливає, що всi цiлочисельнi точки на вiдрiзку [A,B] –

точки її максимуму:

max
∂D′

h∗(m,m′) = max
[A,B]

h∗(m,m′) = 1. (B.106)

Враховуючи, що C = (0, n) ∈M′, а також [A,C] ∩M′ 6= ∅, з (B.105),

(B.106) отримуємо:

hmin = h∗(n, 0) = n−
j2−j1
j1 , (B.107)

hmax = 1. (B.108)

При цьому максимум досягається для всiх пар вигляду (m,m′) =

= (2m′ + 1,m′), що розташованi в областi D′. Як видно з (B.101), кiлькiсть

точок максимуму дорiвнює
[
n+1

2
]
.

У позначеннях (B.102), вирази (B.100) переписуються у виглядi:



453

∆∗ = m′′−
1
j1 , H(x∗, λ∗) = m′′−

j2−j1
j1 . З (B.107), (B.108) слiдує:

m
′′min = n, m

′′max = 1, (B.109)

вiдповiдно ∆min = n−
1
j1 , zmin = H(xmin, λmin) = n−

j2−j1
j1 .

Отримано в точностi формули (B.94), (B.96), звiдки слiдує, що λmin

визначається за (B.97). При цьому, за умови (B.109), формула (6.27) пере-

творюється на (6.29), тобто мiнiмум досягається в єдинiй точцi.

Крiм того, з (B.109) маємо: ∆max = 1, zmax = H(xmax, λmax) = 1, а це

в точностi (B.95), (B.98), звiдки випливає, що λmax визначається з (B.99).

При цьому точки Xmax мають, згiдно з (B.109), на одну додатну координату

бiльше, нiж вiд’ємних: ∀xmax ∈ Xmax xmax
i ∈ {0,±∆max} = {0,±1} , i ∈ Jn;

|I−| = |I+| − 1. Xmax складається з трiйкових Cb-множин перестановок i має

вигляд (6.30).

Випадки 6.4.3, 6.4.4. З (B.88), (B.91) отримуємо:

∆∗ = m−
1
j1 , H(x∗, λ∗) = (m− 2m′) ·m−

j2
j1 . (B.110)

Дослiдимо поведiнку функцiї

h∗(m,m′) = (m− 2m′) ·m−
j2
j1 . (B.111)

Стацiонарнi точки h∗ визначимо з умов:

∂h∗

∂m
= ∂

∂m

(
m1− j2j1 − 2m′ ·m−

j2
j1

)
=
(

1− j2

j1

)
m−

j2
j1 + 2m′j2

j1
m−

j2
j1
−1 =

= m−
j2
j1
−1
((

1− j2

j1

)
m+ 2m′j2

j1

)
= 0, ∂h

∗

∂m′
= −2m−

j2
j1 = 0,

звiдки видно, що ∂h∗

∂m′ 6= 0 в допустимiй областi (B.73), отже стацiонарнi точки

всерединi D вiдсутнi.
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Розглянемо Випадок 6.4.3. Розв’язок задачi шукаємо на границi чо-

тирикутника ABCD, показаного на рис. B.2. Функцiя (B.111) спадає за m′

при фiксованому m, тому пошук максимуму обмежимо вiдрiзком [A,D],

мiнiмуму – [B,C]. На [A,D] маємо,

m′ = 0, h∗(m,m′) = h∗(m, 0) = m1− j2j1 , (B.112)

звiдки

max
[A,D]

h∗(m,m′) = h∗(1, 0) = 1. (B.113)

На [B,C] виконано m′ = m, т.е.

h∗(m,m′) = h∗(m,m) = −m1− j2j1 , (B.114)

отже,

min
[B,C]

h∗(m,m′) = h∗(1, 1) = −1. (B.115)

В цiлому, (B.113), (B.115) дає:

hmin = h∗(1, 1) = −1, (B.116)

hmax = h∗(1, 0) = 1. (B.117)

Оскiльки в обох випадках m = 1, то, згiдно з (B.110),

∆min = ∆max = 1. (B.118)

В силу (B.84), (B.118) i того, що у задачi максимiзацiї m′ = 0, а у

задачi мiнiмiзацiї m′ = 1, маємо:

λmin = −j2

j1
, ∃i0 ∈ Jn : xmin = ei0; (B.119)
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λmax = j2

j1
, ∃i0 ∈ Jn : xmax = ei0. (B.120)

З (B.116), (B.117), (B.119), (B.120) слiдує, що повний розв’язок задачi

(5.57), (6.21) задається формулами (6.32), (6.33).

Перейдемо до розгляду Випадку 6.4.4. Пошук точок екстремуму обме-

жуємо границею областi D. Як у попередньому випадку, функцiя (B.111)

спадна за m′ при фiксованому m, тому точки максимуму шукаємо на [A,D],

а мiнiмуму – на [B,C]. На [A,D] виконано (B.112), але, в силу (6.26),

h∗(m, 0) = m1− j2j1 зростає i досягає максимуму при m = n: hmax = h∗(n, 0) =

= n1− j2j1 .

На [B,C] виконано (B.114), при цьому функцiя h∗(m,m) = −m1− j2j1

спадає i досягає мiнiмуму при m = n, тобто

hmin = h∗(n, n) = −n1− j2j1 . (B.121)

В обох випадках m = n i, в силу (B.110),

∆min = ∆max = n−
1
j1 .

Далi, в силу (B.84), (B.118) i того, що у задачi максимiзацiї m′ = 0,

мiнiмiзацiї – m′ = n,

λmin = −j2

j1
n
j1−j2
j1 , xmin = −n−

1
j1 , i ∈ Jn;

λmax = j2

j1
n
j1−j2
j1 , xmax = n−

1
j1 , i ∈ Jn.

З (B.121)-(B.122) слiдує, що iснує єдиний розв’язок задачi максимiзацiї

i єдиний – мiнiмiзацiї та має мiсце (6.34).
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B.6 Додатки до роздiлу 7

Доведення. (теореми 7.1) Припустимо, що (7.6) не виконане. За побудовою це

можливо лише у випадку, коли права частина (7.6) (далi E ′′) задає власну пiд-

множинуE. А це означає, що ∃x0 ∈ E ′\E ′′, ∃i ∈ Jµ′: φi(x0) = 0,Φi(x0) 6= 0 або

∃i′ ∈ Jµ\Jµ′: φi′(x0) ≤ 0,Φi′(x0) > 0. У першому випадку отримаємо протирiч-

чя, адже за умовою φi(x) =
E

0 та виконано (7.5). У другому також приходимо

до протирiччя, адже, виходячи з умови, Φi′(x0) зберiгатиме значення на E,

отже, Φi′(x0) ≤
E

0, зокрема, Φi′(x0) ≤
E′′

0.

Доведення. (насл. 7.1) За умовою, для E iснує функцiя f1(x) – строго опукла

i така, що E лежить на поверхнi (7.9).

Поверхня S – строго опукла, вiдповiдно, E складається лише з крайнiх

точок, вiдповiдно, умова (1.47) виконується автоматично для усiх x ∈ S.

Доведення. (теореми 7.3) F (x) побудуємо у формi F (x) = Φ(x) + f1(x), де

f1(x) – визначено з (7.9), Φ(x) – f .CE, яке iснує згiдно з насл. 7.3. Побудована

функцiя F (x) є строго опуклою як сума опуклої та строго опуклої функцiй,

а також, очевидно, задовольняє (1.43).

Доведення. (теореми 7.4) Сформуємо F (x) так само, як i у теоремi 7.4. За

умовою f1(x) – сильно опукла, тобто iснує ρ > 0 – параметр її сильної

опуклостi. Побудована F (x) задовольняє (1.43), є сильно опуклою як сума

сильно опуклої та опуклої функцiй, параметр її сильної опуклостi не менше

за ρ > 0.

Доведення. (теореми 7.6)

За умовою сильної опуклостi f1(x):

∀ x ∈ K λ1
min(x) = min

i∈Jn
λi(∇2f1(x)) > ρ, (B.122)

де {λi(G(x))}i∈Jn – множина власних значень матричної функцiї G(x),
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x ∈ Rn. У силу (7.10), (7.11), ∇2f(x) ∈ C(X), вiдповiдно i

{λi(f(x))}i∈Jn ⊂ C(X). Крiм того, за умовою X – компакт, тобто цi функцiї

обмеженi на X, отже, iснує M(K) > 0:

∀x ∈ X, ∀i ∈ Jn |λi(f(x))| ≤M(K). (B.123)

Враховуючи X ⊆ [0, 1]n, з (B.123) слiдує:

∀x ∈ X, ∀y ∈ Rn : ‖y‖ = 1 |yT∇2f(x)y| ≤ |λmax(x)| ≤M(K), (B.124)

де λmax(x) = max
i∈Jn

λi(∇2f(x)).

Перейдемо до розгляду поведiнки∇2F (x, µ) на множинiK, де виконанi

обидвi умови (B.122), (B.124), до того ж вона опукла.

Виберемо

µ∗(K) = M(K)
ρ

, (B.125)

тодi для довiльних x, y: x ∈ K, y ∈ Rn, ‖y‖ = 1, маємо:

yT∇2F (x, µ)y = yT (∇2f(x) + µ∇2f1(x))y =

= yT∇2f(x)y + µyT∇2f1(x)y ≥ −M(K) + min
i∈Jn

λi(∇2f1(x)) =

= −M(K) + µλmin (x) > −M(K) + µ∗(K)ρ = −M + M(K)
ρ

ρ = 0.
(B.126)

Це означає, що гессiан∇2F (x, µ) � 0 наK, отже, функцiя (1.49) строго

опукла на K.

Доведення. (теореми 7.7) Функцiя F (x, µ) вигляду (1.49) – строго опукла в

силу теореми 7.6 та задовольняє (1.43) у силу Умови 7.2.

Доведення. (насл. 7.5) Виберемо µ′ = µ∗+ ρ′

ρ , де µ
∗ задано формулою (B.125).

Здiйснюючи у (B.126) замiну µ∗ → µ′, маємо: ∀ y ∈ Rn, ‖y‖ = 1, ∀ x ∈ K

yT∇2F (x, µ)y = −M +µλmin (∇2f1(x)) > −M +µ′ρ = −M + M+ρ′
ρ ρ = ρ′.



458

Доведення. (теореми 7.8) Запишемо функцiю (7.13) у виглядi:

f(x) = 1
2((f 1(x) + f 2(x))2 − (f 1(x))2 − (f 2(x))2) =

E

=
E

1
2((F 1,1

+ (x) + F 2,1
+ (x))2 − F̃ 1,2(x)− F̃ 2,2(x)) =

= 1
2((F 1,1(x) + F 2,1(x))2

+ − F̃ 1,2(x)− F̃ 2,2(x)) = (F 1,1(x) · F 2,1(x))+

+ 1
2((F 1,1(x))2 + (F 2,1(x))2 − F̃ 1,2(x)− F̃ 2,2(x)).

Доведення. (теореми 7.9) Перепишемо вираз (7.15) у формi: f(x) = f 1(x)(M−

− f 3(x)) −M · f 1(x) ≥ 0. У позначеннях f 2(x) = M − f 3(x) вiн набуває

форму f 2(x) ≥
K

0. Застосуємо (7.14) до побудови F (x):

F (x) = (F 1,1(x) · F 2,1(x))+ + 1
2((F 1,1(x))2 + (F 2,1(x))2−

− F̃ 1,2(x)− F̃ 2,2(x))−M · F̃ 1,1.

Повертаючись до f 3(x) i враховуючи, що F 2,1(x) = M − F̃ 3,1(x),

−(f 2(x))2 = 2M ·f 3(x)−(f 3(x))2−M 2, вiдповiдно, −F̃ 2,2(x) = 2M ·F 3,1(x)−

−F̃ 3,2(x)−M 2, одержуємо формулу (7.16).

Доведення. (теореми 7.10) Розглянемо функцiю f 1−3(x) = |f 1(x)− f 3(x)| i

покажемо, що функцiя (7.18) є розв’язком Задачi 7.2.1 для неї. Спочатку

перевiримо умову (1.43), яка в даному випадку набуває вигляду:

F 1−3(x) =
E
f 1−3(x). (B.127)

Виберемо довiльну x ∈ E. Якщо f 1(x) ≥ f 3(x) ⇒ f 1−3(x) = f 1(x) −

−f 3(x) ⇒ F 1−3(x) = max{f 1(x) − f 3(x), f 3(x) − f 1(x)} = f 1(x) − f 3(x) =

= f 1−3(x). Аналогiчно, якщо f 1(x) < f 3(x) ⇒ f 1−3(x) = f 3(x) − f 1(x) ⇒
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⇒ F 1−3(x) = f 3(x)− f 1(x) = f 1−3(x). Отже, умова (B.127) виконана.

F 1−3(x) визначена на K як максимум двох опуклих функцiй, що ви-

значенi на K. Звiдси слiдує, що F 1−3(x) – шукане CE функцiї f 1−3(x).

Запишемо функцiю (7.15) у виглядi:

f(x) = 1
2((f 1(x)− f 3(x))2 − (f 1(x))2 − (f 3(x))2) =

= 1
2((f 1−3(x))2 − (f 1(x))2 − (f 3(x))2) =

E

=
E

1
2((F 1−3(x))2 − F̃ 1,2(x)− F̃ 3,2(x)).

(B.128)

У правiй частинi (B.128) стоїть опукла функцiя, адже (F 1−3(x))2 опу-

кла як квадрат невiд’ємної опуклої функцiї. Отже, формула (7.17) вiрна.

Доведення. (тверд. 7.1)

f(x) = xkii x
kj
j = 1

2((xkii + x
kj
j )2 − x2ki

i − x
2kj
j ).

Перепишемо цей вираз у виглядi:

f(x) =
E

1
2((xkii + x

kj
j )2 + (−x2ki

i + ‖x‖2ki
2ki − r

2ki
2ki) + (−x2kj

j + ‖x‖2kj
2kj − r

2kj
2kj )) =

= xkii x
kj
j + 1

2(‖x‖2ki
2ki + ‖x‖2kj

2kj − r
2ki
2ki − r

2kj
2kj ) = F (x).

Отримано (7.21). За побудовою F (x) – опукла та є продовженням

f(x).

Доведення. (теореми 7.11) Функцiю (7.22) представимо у формi:

f(x) = bx+ c+
n∑
i=1
|aii|fii + 2

n∑
i,j=1,i<j

|aij|fij, (B.129)

де fij = sgn(aij)xixj (1 ≤ i ≤ j ≤ n).

F (x) побудуємо у формi:
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F (x) = bx+ c+
n∑
i=1
|aii|Fii + 2

n∑
i,j=1,i<j

|aij|Fij, (B.130)

де Fij – розв’язок Задачi 7.2.1 для fij (1 ≤ i ≤ j ≤ n).

x2
i не потребує уопуклювання, отже,

Fii = fii = x2
i для i ∈ Jn : aii ≥ 0. (B.131)

fii = −x2
i =
E
−x2

i + (x− x0)2 − r2 = −x2
i +

n∑
i′=1

x2
i′ − 2xx0+

+ x02 − r2 =
∑

i′∈Jn\{i}
x2
i′ − 2xx0 + x02 − r2 = Fii.

(B.132)

У правiй частинi (B.132) стоїть опукла функцiя, що є fii.CE, отже,

∀ i ∈ Jn : aii < 0 Fii = fii + ((x− x0)2 − r2). (B.133)

Для побудови Fij, i < j скористаємося засобом, представленим у

теоремi 7.8:

fij = ±xixj = 1
2((xi ± xj)2 − x2

i − x2
j) =

E

1
2((xi ± xj)2 − x2

i − x2
j

+ (x− x0)2 − r2) = 1
2((xi ± xj)2 +

∑
i′∈Jn\{i,j}

x2
i′ − 2xx0 + x02 − r2).

(B.134)

У правiй частинi (B.134) опукла функцiя, яку використаємо як fij.CE,

i < j:

Fij = fij + 1
2((x− x0)2 − r2), i, j ∈ Jn : aij 6= 0. (B.135)

Пiдстановка (7.25), (B.131), (B.133), (B.135) у (B.130) дає:
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F (x) = bx+
∑
aii>0
|aii|fii +

∑
aii<0
|aii|(fii + (x− x0)2 − r2)+

+ 2
n∑

i,j=1,i<j
|aij|(fij + 1

2((x− x0)2 − r2) = bx+
n∑
i=1
|aii|fii+

+ 2
n∑

i,j=1,i<j
|aij|fij + ((x− x0)2 − r2)(

∑
aii<0
|aii|+

n∑
i,j=1,i<j

|aij|) =

= f(x) + (−d−A + 1
2(‖A‖1 − d+

A − d−A))((x− x0)2 − r2).

У позначеннях (7.24) цей вираз можна переписати у формi (7.23).

Доведення. (теореми 7.12) Умову (B.129) представимо у виглядi

f(x) = bx+ c+
L∑
l=1

∑
i∈Jl
|aii|fii + 2

L∑
l,l′=1,l≤l′

n∑
i∈Jl,j∈Jl′ ,i<j

|aij|fij =

= bx+ c+
L∑
l=1

∑
i∈Jl
|aii|fii + 2

L∑
l=1

n∑
i,j∈Jl,i<j

|aij|fij+

+ 2
L∑

l,l′=1,l<l′

n∑
i∈Jl,j∈Jl′

|aij|fij.

(B.136)

Для функцiї (B.136), розв’язок Задачi 7.2.1 побудуємо у формi:

F (x) = bx+ c+
L∑
l=1

∑
i∈Il
|aii|F l

ii + 2
L∑
l=1

∑
i,j∈Jl,i<j

|aij|F l
ij+

+ 2
L∑

l,l′=1,l<l′

∑
i∈Jl,j∈Jl′

|aij|F ll′

ij ,

(B.137)

де F l
ij – fij.CE (i, j ∈ Jl, i ≤ j, l ∈ JL); F ll′

ij – fij.CE (i ∈ Jl, j ∈ Jl′,

l, l′ ∈ JL, l < l′). До побудови F l
ij(x) застосуємо (B.131), (B.133), (B.135), у

результатi чого маємо:

F l
ij(x) =



fij(x), i = j, aii ≥ 0;

fij(x) + ϕl(x), i = j, aii < 0;

fij(x) + 1
2ϕl(x), i 6= j;

(i, j ∈ Il, l ∈ JL). (B.138)
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F ll′
ij (x) (i ∈ Jl, j ∈ Jl′, l, l′ ∈ JL, l < l′) побудуємо подiбно до (B.134).

fij = ±xixj = 1
2((xi ± xj)2 − x2

i − x2
j) =

E

1
2((xi ± xj)2+

+ (−x2
i + (xl − xl0)2 − rl2) + (−x2

j + (xl′ − xl′0)2 − rl′2)) =

= 1
2((xi ± xj)2 +

∑
i′∈Il\{i}

xl2i′ − 2xlxl0 + xl02 − rl2+

+
∑

i′∈Il′\{j}
xl
′2
i′ − 2xl′xl′0 + xl

′02 − rl′2 = F ll′

ij (x).

У позначеннях (7.30) отримуємо:

F ll′

ij (x) = fij(x) + 1
2((xl − x0l)2 − rl) + (xl′ − x0l′)2 − rl′)) = fij(x)+

1
2(ϕl(x) + ϕl′(x)) (i ∈ Il, j ∈ Il′, l, l′ ∈ JL, l < l′).

(B.139)

Пiдставляємо (B.138), (B.139) у (B.137) i остаточно одержуємо:

F (x) = bx+ c+
L∑
l=1

(
∑
i∈Il
|aii|fii + ϕl(x)

∑
i∈Il,aii<0

|aii|+

+
∑

i,j∈Jl,i<j
(|aij|fij + |aij|ϕl(x)))+

+
L∑

l,l′=1,l<l′

∑
i∈Jl,j∈Jl′

|aij|(fij(x) + 1
2(ϕl(x) + ϕl′(x))) =

= f(x) +
L∑
l=1

ϕl(x)
∑
i∈Il

1
2(‖Al‖1 − d+

Al
+ d−Al) +

L∑
l,l′=1,l<l′

1
2‖All′‖1(ϕl(x) + ϕl′(x)),

що у точностi є виразом (7.28) у позначеннях (7.29).

Доведення. (теореми 7.13) Рiвнiсть
n∏
i=1

xi =
E′

n∏
i=1

gi у позначеннях (7.42) має

вигляд un(x) = un(g), а пiсля логарифмування –

∑
i∈Jn

ln xi = ln un(g). (B.140)

Здiйснимо перетворення над pl(x) у формi (7.38), враховуючи (7.41),
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(B.140):

f(x) = pl(x) = a exp


n∑
j=1

lj ln xj
 =
Enk(G)

a exp{−
n∑
j=1

(µ− lj) ln xj+

+ µ · ln un(g)} = a · lnµ un(g)
n∏
j=1

x
lj−µ
j = F (x).

(B.141)

Функцiя −
n∑
j=1

(µ− lj) ln xj є опуклою у Rn
>0, вiдповiдно, i функцiя F (x)

у правiй частинi (B.141) є опуклою у цьому ортантi як монотонно зростаюча

опукла функцiя вiд опуклої. До того ж, F (x) є продовженням f(x) з множини

E ′, отже, це є CE цього моному на Rn
>0.

B.7 Додатки до роздiлу 8

Доведення. (теореми B.7) Нехай на VLS E розв’язується ECOP1. Здiйснимо

еквiвалентнi перетворення цiєї задачi. З цiєю метою представимо блок її

обмежень-рiвностей у виглядi

f 2
i (x) ≤ 0, −f 2

i (x) ≤ 0, i ∈ I2. (B.142)

Для функцiї f(x) i функцiй, що стоять у лiвих частинах обмежень-

нерiвностей ECOP1 та (B.142), побудуємо опуклi продовження на K = Rn,

якi iснують згiдно з насл. 7.1. Отримаємо C’ECOP, у якiй F (x) – є f(x).CE;

F 1
i (x) – є f 1

i (x).CE, i ∈ I1; F 2
i (x) – f 2

i (x).CE, F 3
i (x) – −f 2

i (x).CE, i ∈ I2. При

цьому областю продовжень виступає E, а областю, на яку продовження

вiдбуваються, – це Rn.

За означенням продовження функцiї, разом iз (1.43), виконується

F 1
i (x) =

E
f 1
i (x), i ∈ I1;F 2

i (x) =
E
f 2
i (x), F 3

i (x) =
E
−f 2

i (x), i ∈ I2,

що свiдчить про справедливiсть включення допустимої областi E ′ задачi
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ECOP1 у допустиму область E ′′ задачi C’ECOP, отже, E ′ ⊆ E ′′. Еквiва-

лентнiсть вихiдної ECOP1 побудованiй C’ECOP передбачає, що E ′ = E ′′.

Припустимо, що це не виконано, отже, E ′ ⊃ E ′′, тобто ∃ x0 ∈ E, ∃ i ∈ I1 або

∃ j ∈ I2, такi, що хоч одна з таких умов виконана:

f 1
i (x0) > 0, F 1

i (x0) ≤ 0, (B.143)

f 1
j (x0) 6= 0, F 2

j (x0) ≤ 0, F 3
j (x0) ≤ 0. (B.144)

Скористаємося означенням продовжень функцiй. Умова (B.143) еквi-

валентна f 1
i (x0) > 0, f 1

i (x0) ≤ 0, тобто дiсталися протирiччя. Умова (B.144)

еквiвалентна f 1
j (x0) 6= 0, f 2

j (x0) ≤ 0, f 2
j (x0) ≤ 0, яка також не виконана для

жодної точки. Отже, E ′ ⊇ E ′′, звiдки слiдує E ′ = E ′′ та еквiвалентнiсть

C’ECOP та ECOP1.

Наведемо короткий огляд математичних моделей ECOPs, представле-

них у роботах [80,181,182,184,302,312,334–337,342,345–347] у термiнах задач

на множинах e–конфiгурацiй, а також ECO-методiв, що застосовуванi до їх

розв’язання.

У [334] запропоновано математичну модель розмiщення виробництва

як лiнiйну умовну ECOP на загальнiй Cb-множини перестановок E (далi

Задача B.7.1). У системi обмежень видiляються «регулярнi» обмеження,

коефiцiєнти яких набувають значення 0,1. Пропонується iтерацiйна процеду-

ра аналiзу H–представлення P = convE та додаткових обмежень з метою

зменшення допустимої областi полiедральної релаксацiйної задачi, зведе-

ння задачi до оптимiзацiї на Cb-множини полiперестановок, що є власною

пiдмножиною E, та скорочення кiлькостi додаткових обмежень. До зада-

чi, що сформувалася пiсля уточнення, пропонується застосовувати метод

посилення обмежень [310,370] для одержання допустимого розв’язку i ско-

рочення областi пошуку з подальшим застосуванням МКВ [261, 292, 363].
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Крiм того, до Задачi B.7.1 можна застосувати PSpMs, як B&B.PSpM, так

i GPSpM [185,186], метод поверхнево-комбiнаторних вiдсiкань SCСM [314].

Крiм того, додатковi обмеження можна запустити у штрафну функцiю зi

штрафами типу (b−ax)2
+ та застосувати метод штрафних функцiй, де на ко-

жному кроцi розв’язок допомiжної опуклої задачi шукається модифiкованим

методом умовного градiєнта [186,330,331].

У [337] запропоновано ряд математичних моделей задач виконання

програмного пакету за мiнiмальний час (ЗВПП) як задач одновимiрного та

двовимiрного упакування. Для ЗВПП у декiлька потокiв достатньої поту-

жностi побудована математична модель являє собою умовну лiнiйну задачу

на C–множинi E, що утворюється у перетинi Cb-множин перестановок та

полiсполучень. До її розв’язання пропонується також застосовувати МКВ.

Враховуючи, що E – є PSpS та PES, до розв’язання ECOPs на нiй також

можна застосувати як SCСM, PSMs (B& B.PSM i GPSM), зокрема, застосо-

вуваними є PSpMs.

У [345, 346] розглянуто задачi розмiщення прямокутних модулiв на

чiпi з рiзними критерiями оптимальностi. Задачi формулюються як задачi

частково-булевої оптимiзацiї з лiнiйною або опуклою кусково-лiнiйною цi-

льовою функцiєю та додатковими лiнiйними обмеженнями. Пропонується

застосувати до їх розв’язання узагальнення МКВ iз C–множини переста-

новок на булевi C–множини, а також зведення вихiдної задачi до задачi

нелiнiйного програмування за допомогою застосування до булевих змiнних

f–представлення (Bn.SR1) iз подальшим використанням методiв глобаль-

ної оптимiзацiї. У термiнах e–конфiгурацiй, допустима область сукупностi

булевих змiнних являє собою Cb-множину булевих полiрозмiщень E з дода-

тковими регулярними обмеженнями. Компонентами E як декартова добутку

BSs є множини, комбiнаторно iзоморфнi E ′ = E ′′ ∪ {x ∈ R4 : x1 + x2 ≤

≤ 1, x3 + x4 ≤ 1}, де E ′′ = E4
52({03, 12}), при цьому множина E ′ задає усi

можливi взаєморозташування пари модулiв на чiпi. Дослiджуються вла-
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стивостi E ′ та P ′ = convE ′, незвiдне H–представлення якого має вигляд:

P ′ = {x ∈ R4
+ : x1 + x2 ≤ 1, x3 + x4 ≤ 1, xTe ≥ 1}, та пропонується метод

розв’язання поставленої задачi на основi їх використання. E ′ є дворiвневою та

повновимiрною C–множиною, отже, її бiквадратне дотичне f–представлення

iснує згiдно з теоремою (5.7). Те саме можна сказати i про усю множину

E, що є також повновимiрною 2LS як декартовий добуток повновимiрних

2LSs [369]. Вiдповiдно, до розв’язання ECOP на E можуть бути застосованi

усi пiдходи, наведенi у п. 8.2.

У [312] пропонується математична модель такої задачi: вирiшується

питання про модифiкацiю комп’ютерного кластера, заданого топологiєю

у виглядi геометричного графа, шляхом додавання допомiжних з’єднань

мiж вузлами та з метою збiльшення ефективностi роботи кластера. Як

базову топологiю обрано граф гiперкуба Qn, а оновленої топологiї – повний

граф Kn, об’єднаний iз n− 1 графами Джонсона Kn(m) розрiзiв гiперкуба

площиною xTe = m, m ∈ Jn−1 (далi граф Gn). Дослiджено властивостi Gn та

проаналiзовано доцiльнiсть переходу до вiдповiдної топологiї залежно вiд

вiдстаней мiж компонентами кластера та вартостi їх з’єднань.

У [184] запропоновано математичну модель оптимiзацiї роботи теле-

комунiкацiйної мережi (далi Задача B.7.2) як двокритерiальної умовної

квадратичної задачi на Cb-множинi, що є декартовим добутку Cb-множин

E ′ = Enk(G) та E ′′ = BN . До розв’язання Задачi B.7.2 пропонується за-

стосовувати PSpM пiсля попереднього уопуклювання цiльових функцiй.

Будуються опуклi квадратичнi продовження цiльових функцiй та квадра-

тичних обмежень, що використовують полiедрально-сферичнiсть E ′, E ′′ та

здiйснюється перехiд до C’ECOP на базi теореми 8.1. У роботi [302] також

дослiджуються властивостi множини E = E ′ × E ′′ та екстремальнi власти-

востi квадратичних функцiй на нiй, а також представленi окремi випадки

Задачi B.7.2, що дозволяють постановку як задач умовної лiнiйної оптимi-

зацiї на множинi E ′, та пропонуються графовi пiдходи до її розв’язання на
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основi побудови структурного графу G ′ даної ECOP [286].

У роботах [80, 180, 183] запропоновано багатошарову модель соцiальної

мережi як зваженого графу з атрибутами вершин та ребер, метою розгляду

якої є рекурсивне виявлення кластерiв (Community Detection Problem, CDP)

на основi визначення найважливiших атрибутiв, закладених в основу форму-

вання мережi. CDP традицiйно ставиться як COP на графi [180], цiльовою

функцiєю якої є модулярнiсть (a modularity) або провiднiсть (a conductance).

Вiдповiдна ECOP у обох випадках являє собою UBQP, вiдповiдно, в силу

дворiвневостi Bn, до її розв’язання застосовуванi усi пiдходи, викладенi у

п. 8.2 пiсля уопуклювання, яке можна здiйснити, наприклад, за формулою

(7.32). Iншi пiдходи до розв’язання CDP-проблеми як ECOP наведенi у [80].

Cb-множиною CDP є Cb-множина Bn

У [181] представлено ряд моделей задачi капiтального бюджетування

(a capital-budgeting problem, CBP) (далi Задача B.7.3) як лiнiйнi умовнi

ECOPs на BS, на ZS та на Cb-множинi сполучень, у результатi чого виника-

ють три Cb-множини цiєї задачi, двi з яких нами не розглядалися. Показано

пiдходи до розв’язання Задачi B.7.3 залежно вiд обраної моделi та вигляду

f–представлення допустимої C–множини, що використовується при її приве-

деннi до CECOP. Крiм цього, дослiджено особливостi використання у даному

випадку PSpM та SCСM.

У COP-постановках задач про призначення, допустимою множиною є

Ec-множина перестановок Pn абоMb-множина ΠM
n (G) матриць перестановок,

а у ECOP-постановках – Cb-множина En матриць перестановок. Особливостi

застосування PSpM для задач даного класу викладено у [315].

У роботах [182,316] представлено моделi розмiщення кругових та кру-

гоподiбних об’єктiв, в основу яких покладено математичну модель, наведену

у п. 8.4. Так у [182] розглядається VLSI-задача, метою якої є вибiр пла-

ти найменшої собiвартостi при фiксованому пакетi модулiв за умови, що

чiпи: а) прямокутнi або квадратнi та дозволяють ортогональнi повороти
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(Сiм’я 1); б) квадратнi, восьмикутнi та дозволяють повороти на 450, зокре-

ма, ортогональнi повороти (Сiм’я 2). Для моделювання модулiв Сiм’ї 2

як об’єктiв розмiщення використовується: а) можливiсть їх представлення

суперпозицiєю абсолютної та максимальної норм; б) той факт, що вони є ку-

лями у певному нормованому просторi; в) належнiсть їх до класу загальних

Cb–багатогранникiв перестановок зi знаком. Об’єкти та область розмiщення

характеризуються m = 2-ма метричними характеристиками, якi утворюють

кортеж за умови, якщо ортогональнi повороти не допускаються, або множину

перестановок елементiв цього кортежу, якщо допускаються. В останньому

випадку задача моделюється як ECOP на PS E, прообраз якої вiдомий як

е-множина перестановок перестановок або композицiя перестановок [254,279].

E представляє собою об’єднання Cb-множин полiперестановок, з iншого боку –

як об’єднання Cb-множин перестановок векторiв, тобто є Cb-множиною згiдно

заув. (3.10). Цей новий клас Cb-множин представляє особливий iнтерес для

дослiдження у силу зазначеної їх властивостi у моделюваннi GDPs.

У [316] розглядається випадок розмiщення однопараметричних об’є-

ктiв, що є кулями у деякому метричному просторi, вiдповiдно, допустимою

областю побудованої ECOP є числова Cb-множина Enk(G). У [336,342] пред-

ставлено лiнiйнi ECOP-моделi одновимiрного та двовимiрного упакування,

допустимими областями яких є BSs та PSs, та запропоновано методи їх

розв’язання з урахуванням специфiки задач.

У [184, 335] представлено рiзнi версiї математичної моделi побудови

меню закладу громадського харчування як лiнiйної умовної ECOP на бу-

левiй Cb-множинi. Частина обмежень задачi є регулярними, що дозволяє

її формулювання як задачi лiнiйної оптимiзацiї на булевiй Cb-множинi по-

лiрозмiщень iз додатковими лiнiйними обмеженнями. У силу лiнiйностi та

полiномiальної кiлькостi обмежень у (E.PSpR), до розв’язання даної зада-

чi пропонується використовувати метод посилення обмежень для пошуку

наближеного розв’язку або SCСM для PSpSs для точного її розв’язання.
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C ДОДАТОК. Акти впроваджень
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D ДОДАТОК. Список позначень

Jn {1, ..., n}

J0
n {0, ..., n}

{x} {x1, ..., xn} для x = (xi)i∈Jn
(X) (x1, ..., xn) для X = {xi}i∈Jn
E, I, e одинична матриця, матриця з одиниць, вектор з одиниць

вiдповiдної розмiрностi

E(k) одиничний базис у Rk – E(k) = {ej}j∈Jk
Π Ec-множина

ΠM M-множина

E,EN числова та векторна C-множини

P, PN опукла оболонка E,EN

B,A вихiдна та результуюча множини для Π

χ, ψ вiдображення B/Jn у A

π, x c-конфiгурацiя/ e-конфiгурацiя – x = ϕ(π)

n = |B| потужнiсть вихiдної множини для Π; розмiрнiсть простору,

у якому задана E

A результуюча множина Π з векторiв розмiрностi m

N = mṅ розмiрнiсть простору, у якому задана EN

dE розмiрнiсть P/E

V vert(P )

G iндукуюча мультимножина для E, η = |G| (G = {g1, ..., gη},

де gi ≤ gi+1, i ∈ Jη−1)

A твiрна множина для E – A = S(G), k = |A| (A = {e1, ..., ek},

де ei < ei+1, i ∈ Jk−1)

Ã, AN iндукуюча мультимножина та твiрна множина для EN ,

ηN = |Ã|, kN = |AN |;
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T комбiнаторний тип C-множини

E(a, r) PSpS E ⊂ Sr(a)

Ê(â, r̂) PSpS E ⊂ Sr̂(â)

â, r̂ центр i радiус PSpS E

S0 описана навколо E сфера з центром у початку координат

Smin описана сфера мiнiмального радiуса Smin = Sr̂(â)

ZS/QS цiлочисельна/рацiонально-значна C-множина

U(∆)S рiвномiрно-розподiлено значна C-множина з кроком ∆

PS/PPS C-множина перестановок/розмiщень

SS спецiальна C-множина

BS/B′S/T S булева/бiнарна/трiйкова C-множина

SPS C-множина перестановок зi знаком

SPSI,SPSII SPS I-го та II-го типу

PS/PPS C-множина полiперестановок/полiрозмiщень

R−S/R+S C-множина без повторень/iз повтореннями

EPS/OPS C-множина парних/непарних перестановок

EBS/OBS C-множина парних/непарних булевих векторiв

Enk(G) загальна Cb-множина перестановок

E±nk(G) загальна Cb-множина перестановок зi знаком

En
ηk(G) загальна Cb-множина розмiщень

En(G) Cb-множина перестановок без повторень

E±n (G) Cb-множина перестановок зi знаком без повторень

En
k (G) Cb-множина розмiщень без повторень

E
n
k(G) Cb-множина розмiщень з необмеженими повтореннями

Ee
n(G)/Eo

n(G) Cb-множина парних/непарних перестановок

P
[..]
[.] (.)/Π[..]

[.] (.) для множини E [..]
[.] (.) – Ec-множина, що є її прообразом/

Cb-многогранник conv(E [..]
[.] (.))

Bn/PBn булева Cb-множина, булевий Cb-багатогранник

B′n/PB′n бiнарна Cb-множина, бiнарний Cb-багатогранник
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Bn(m) Cb-множина булевих перестановок

PBn(m) Cb-багатогранник булевих перестановок

Bn(m1,m2) Cb-множина булевих розмiщень (0 ≤ m1 < m2 ≤ n)

PBn(m1,m2) Cb-багатогранник булевих розмiщень (0 ≤ m1 < m2 ≤ n)

B±n (m) Cb-множина трiйкових перестановок зi знаком

PB±n (m) Cb-багатогранник трiйкових перестановок зi знаком

Bh
n/B

h
n Cb-множина парних/непарних булевих векторiв (булева пар-

на/непарна C-напiвмножина)

PBh
n/PB

h
n Cb-багатогранник парних/непарних булевих векторiв

Enk(G)/En
ηk

(G) Cb-множина полiперестановок/полiрозмiщень, n = (nl)l∈JL,

k = (kl)l∈JL, η = (ηl)l∈JL
ENkN (GN ,A) загальна Cb-множина перестановок векторiв

EGN (N,A) Cb-множина перестановок векторiв без повторень

EN2(GN ,A) спецiальна Cb-множина перестановок векторiв

Ee
N(GN ,A) Cb-множина парних перестановок векторiв

Eo
N(N,A) Cb-множина непарних перестановок векторiв

EN
ηNkN (GN ,A) загальна Cb-множина розмiщень векторiв

E
N
kN (GN ,A) Cb-множина розмiщень векторiв без повторень

EN
kN (GN ,A) Cb-множина розмiщень векторiв з необмеженими повторен-

нями

EN
ηN2(GN ,A) спецiальна Cb-множина розмiщень векторiв

E±NkN (GN ,A) загальна Cb-множина перестановок зi знаком векторiв

E±N(GN ,A) Cb-множина перестановок векторiв зi знаком без повторень

E±IN2(GN ,A) спецiальна Cb-множина перестановок зi знаком векторiв

BN(GN ,A) булева Cb-множина перестановок векторiв

BN
ηN (GN ,A) булева Cb-множина розмiщень векторiв

BN(GN ,A) булева Cb-множина розмiщень векторiв iз необмеженими по-

втореннями

Bh
N(GN ,A) парна Cb-напiвмножина
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B
h
N(GN ,A) непарна Cb-напiвмножина

ΠM
nk(G), ΠM

nk загальнаMb-множина матриць перестановок

ΠM
n (G),ΠM

n Mb-множина матриць перестановок

ΠnM
ηk (G) загальнаMb-множина матриць розмiщень

ΠnM
k (G) Mb-множина матриць розмiщень

Π±Mnk (G) Mb-загальна множина матриць перестановок зi знаком

Π±Mn (G),Π±Mn Mb-множина матриць перестановок зi знаком

Enk(G) загальна Cb-множина матриць перестановок

En(G) Cb-множина матриць перестановок

Enηk(G) загальна Cb-множина матриць розмiщень

Enk (G) Cb-множина матриць розмiщень

E±nk(G) Cb-загальна множина матриць перестановок зi знаком

E±n (G) множина матриць перестановок зi знаком

Een Cb-множина матриць парних перестановок

Snηk(G) загальна Cb-множина сполучень

Snk (G) Cb-множина сполучень без повторень

S
n
k(G) Cb-множина розмiщень з необмеженими повтореннями

C-множина множина е-конфiгурацiй

Ec-множина множина c-конфiгурацiй

Cb-множина базова множина е-конфiгурацiй

Mb-множина базова множина комбiнаторних матриць

Π′, E ′ допустима область COP та ECOP

E,E ′ у ECOP2 – Cb-множина i C-множина: E ′ ⊆ E

lev(E)/lev′(E) рiвневiсть E, рiвневiсть E за координатами

lev(P ) рiвневiсть P

E.D декомпозицiя E

F сiм’я функцiй, що задає f-представлення E

〈F〉 iдеал, що породжується F

Φ(E) сiм’я функцiй, що набуває значення 0 така, що F ⊆ Φ(E)
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G середнє арифметичне елементiв G∑k
G сума k-х степенiв елементiв G, ∑G = ∑1

G

NP (x) множина сумiжних вершин x ∈ vert P

RP (x) степiнь регулярностi x ∈ vert P – RP (x) = |NP (x)|

RP степiнь регулярностi вершин P

f-представлення неперервне функцiональне представлення C-множини

(E.PSR) полiедрально-поверхневе f-представлення E

(E.SR)/(E.UR) строге/нестроге f-представлення E

(E.MR)/(E.IR) змiшане/незвiдне f-представлення E

(E.IIR)/(E.TR) незвiдне/пересiчне/дотичне f-представлення E
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E ДОДАТОК. Список скорочень

e-конфiгурацiя евклiдова комбiнаторна конфiгурацiя

с-конфiгурацiя комбiнаторна конфiгурацiя (конфiгурацiя за К. Бержем)

e-множина евклiдова комбiнаторна множина

s-множина образ e-множини у евклiдовому просторi (спецiальна

комбiнаторна множина)

GS твiрна множина

IS iндукуюча множина

ECO евклiдова комбiнаторна оптимiзацiя

GP геометричний дизайн

DP задача прийняття рiшення

CDP комбiнаторна DP

ECDP евклiдова CDP

ES повний перебiр

COP задача комбiнаторної оптимiзацiї

MCOP/UCOP багатокритерiальна/безумовна COP

FP задача пошуку допустимого розв’язку

ECOP евклiдова COP, задача ECO

ECOP1 ECOP у формi задачi математичного програмування

ECOP2 ECOP1, прямi обмеження якої задають належнiсть розв’яз-

ку Cb-множинi

CECOP неперервна постановка ECOP

C’ECOP CECOP з опуклими цiльовою функцiєю i функцiональ-

ними обмеженнями

PC точкова конфiгурацiя

FPC скiнченна PC

PBP задача оптимiзацiї на перестановках
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BP булева задача оптимiзацiї

TSP задача комiвояжера

ETSP евклiдова TSP

TSP(ECO) постановка TSP як ECOP

LAP лiнiйна задача про призначення

QAP квадратична задача про призначення

BaP задача про небаланс

VLS вершинно розташована C-множина

SLS поверхнево розташована C-множина

PSS полiедрально-поверхнева C-множина

SpLS/ELS/SsLS сферично/елiпсоїдально/суперсферична SLS

PSpS/PES/PSsS полiедрально-сферично/елiпсоїдально/суперсферична

C-множина

2LS дворiвнева C-множина

PSM полiедрально-поверхневий метод розв’язання ECOPs на

PSSs

PSpM полiедрально-сферичний метод розв’язання ECOPs на

PSpSs

B&B PSM PSM гiлок та меж

B&B PSpM PSpM гiлок та меж

GPM/ GPSpM жадiбний PSM/PSpM

МППО метод послiдовного пiд’єднання обмежень

МКВ метод комбiнаторних вiдсiкань оптимiзацiї на VLSs

SCСM метод поверхнево-комбiнаторних вiдсiкань оптимiзацiї

на PSSs

SCСM метод поверхнево-комбiнаторних вiдсiкань оптимiзацiї

на PSSs

CE, f .CE опукле продовження, опукле продовження f

SYM метод Стояна–Яковлева опуклих продовжень полiномiв
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з комбiнаторних множин

МSYM модифiкований SYM

SAT задача здiйснимостi булевих формул

k-SAT,SNFSAT спецiальнi випадки SAT

MWIS задача про максимальну зважену незалежну множину

вершин графа

MISP задача про максимальну незалежну множину вершин

графа

UBQP безумовна булева квадратична задача

WDS добре описана C-множина

WPS C-множина, що дозволяє ефективне проектування на неї




