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С УЧЕТОМ НЕМАРКОВСКИХ ЭФФЕКТОВ 
 

 

Введение  

Значительный прогресс в микро- и наноэлектронике, достигнутый в последние десяти-

летия, в значительной мере обусловлен широким внедрением низкоразмерных полупровод-

никовых структур (одномерных и двумерных электронных структур). Современные нано-

технологии позволяют выращивать структуры с характерными размерами порядка несколь-

ких постоянных решетки. Для таких элементов, имеющих размеры порядка единиц наномет-

ров, начинают оказывать существенное влияние квантовые эффекты, и становится важным 

учет явлений, связанных с дискретностью заряда электрона [1]. В то же время, физика низ-

коразмерных систем может быть нетривиальна даже на классическом уровне, что значитель-

но усложняет теоретический анализ структур с ограниченными степенями свободы носите-

лей заряда. 

Простейший, и в то же время наиболее широко применяемый, способ теоретического 

исследования транспортных свойств двухмерных (2D) систем основан на использовании  

кинетического подхода Друде – Больцмана [2, 3]. Следует отметить, что уравнение Больцма-

на не учитывает квантовые эффекты интерференции [3]. Кроме того, в кинетическом подхо-

де пренебрегают классическими эффектами "памяти", которые обусловлены немарковским 

характером поведения электронов. Тем не менее, этот подход позволяет адекватно описать 

многие квантово-размерные эффекты. 

В полупроводниковых низкоразмерных структурах, в которых ограничены степени сво-

боды носителей заряда, классические эффекты памяти могут приводить к аномальным 

транспортным явлениям [4 – 8]. Достаточно подробно такие эффекты были изучены в силь-

ных магнитных полях [7, 8], в то же время явления аномального транспорта в слабых полях 

еще не исследованы в полной мере. Немаловажным моментом при интерпретации немарков-

ских эффектов является значительное сходство в их проявлении с квантовыми эффектами 

[9]. Здесь следует отметить, что, в отличие от квантовых явлений, немарковские эффекты не 

подавляются неупругим рассеянием и могут наблюдаться при достаточно высоких темпера-

турах. Таким образом, для дальнейшего развития теории квантоворазмерных полупроводни-

ковых структур и последовательного анализа, имеющихся экспериментальных данных пред-

ставляется необходимым теоретическое исследование влияния немарковских эффектов  

памяти на перенос заряда. 

Цель работы – теоретическое исследование переноса заряда (электронного транспорта) в 

низкоразмерной (двумерной) полупроводниковой структуре с учетом немарковских эффек-

тов. 

Теоретическая модель 

В качестве исследуемой системы рассмотрим кремниевую p-i-n структуру с сильно ле-

гированными контактами, которая схематически представлена на рис. 1. Отметим, что для 

быстрой релаксации электронов в контактах достаточно величины легирования 10
19 

см
-3

.  

В свою очередь, подобные структуры, но с меньшей степенью легирования, лежат в основе и 

успешно применяются в качестве фотодиодов для широкого ИК диапазона. Они обладают 

малыми темновыми токами и относительно высокой чувствительностью [10 –  12]. 
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Для наноразмерных квазибаллистических электронных систем под напряжением про-

цесс релаксации в неравновесное устойчивое состояние не может быть отнесен к рассеянию, 

поскольку эти структуры малы по сравнению с длиной свободного пробега носителей заряда 

[9, 13]. Активные области наноструктур являются открытыми квантово-механическими сис-

темами, которые обмениваются электронами с диссипативными элементами, обычно назы-

ваемыми контактами [9]. Качественное описание таких систем выполнено в достаточной  

мере, однако количественное описание необратимой эволюции систем в таком режиме, где 

диссипация в контакты в сочетании с обменным взаимодействием носителя между активной 

областью и контактами является релаксирующим механизмом, является сложной задачей. 
 

 
 

Рис. 1. Схематическое изображение исследуемой структуры. Здесь 
k  – функции перекрытия 

 

В данной работе представлено теоретически рассмотрен переходный режим эволюции 

электронной системы в контактные слои на примере полупроводниковой диодной структу-

ры. Такой подход базируется на теории открытых систем [14].  

Для получения волновых функций электронов решалось одномерное стационарное 

уравнение Шредингера. Так как для решения поставленной задачи и реализации численного 

алгоритма необходимо получать потенциал и новые волновые функции для каждого времен-

ного интервала, то с этой целью был реализован метод самосогласованного решения уравне-

ний Шредингера и Пуассона. 

В закрытой системе гамильтониан, в представлении статистических операторов теории 

многих тел, для баллистических электронов активной области и диссипативной системы 

контактов представлен вместе с описанием модели взаимодействия инжекции электронов в 

активной области. Гамильтониан взаимодействия содержит описание тока в процессе ин-

жекции носителей с/на контакты, и его матричные элементы могут быть легко рассчитаны в 

одночастичном приближении для структур с и без резонансов. В результате применения мо-

дели получено немарковское динамическое описание эволюции оператора активной области. 

Для адекватного теоретического описания был использован тот факт, что релаксация носите-

лей в контакты наноструктуры обычно происходит моментально (с минимальным временем) 

во всей системе [9]. Будем считать, что контакты сильно легированны, так что механизм рас-

сеяния является электрон-электронным рассеянием [15 – 17]: 
 

0

( exp( ) exp( ))s k k k k k

k

H r ikx r ikx   



   .                                  (1) 

 

В выражении (1) использованы следующие обозначения: sH  – гамильтониан; /kk   ;  

k   
– энергия состояния, k  – волновая функция, kr  – амплитуды волны де Бройля, k  – вол-

новое число.  
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Релаксация импульса происходит практически мгновенно, с точки зрения нанострукту-

ры в целом. Если не рассматривать микроскопических эффектов, происходящих в контактах, 

но при этом включать их влияние на общую эволюцию наноструктуры, то время релаксации 

импульса может быть представлено в виде набора кратчайших временных отрезков. Таким 

образом, представляется возможным рассматривать временную эволюцию на протяжении 

времени релаксации импульса и получить динамическую карту, которая является кусочно 

марковской, но в целом является немарковской. Численный алгоритм расчета соответствую-

щих характеристик, таких как плотность заряда, потенциал, и плотность тока на основании 

представленной модели даны ниже и иллюстрируют подход с расчетом реакции полупрово-

дникового диода. 

Взаимодействие активной области и контактов  

Как было указано выше, активная область наноструктуры является открытой квантово-

механической системой. Обычно это трактуется с помощью так называемых открытых гра-

ничных условий (например, теория матрицы плотности и формализм функций Вигнера 

[18, 19]). Мейр и Вингрин [20] предложили подход, с помощью которого можно соединить 

гамильтониан для контактов и для активной области, но вопрос определения самих элемен-

тов гамильтониана оставался открытым. Кроме того, эта теория применима только для стру-

ктур с малым числом дискретных состояний, т. е. она не применима для структур без резо-

нансов. 

В представленной работе использован гамильтониан, разработанный Новаковичем и 

Кнезевицем [9], который хорошо подходит для решения поставленной задачи. Элементы  

гамильтониана были выведены из решения одноэлектронной задачи переноса носителей. 

Для учета перекрытия в работе введены специальные коэффициенты k , пропорцио-

нальные току. С учетом этого имеем  
 

0

( exp( ) exp( ))Int k k k k k k k

k

H r ikx r ikx    



     .  (2) 

 

Динамика квантоворазмерной активной среды не унитарна и немарковские эффекты па-

мяти имеют важное значение. Это означает, что система “помнит” как оказалась в текущем 

состоянии и дальнейшая ее эволюция зависит от предыдущих событий, которые привели ее в 

это состояние. Немарковская карта, описывающая поведение активной среды в баллистичес-

ком приближении, может быть получена из закрытой системы ”контакт–активная среда–

контакт”. 

Статистический оператор в таком случае может быть представлен в виде 
 

( ) ( ,0) (0)t W t  .     (3) 
 

В выражении (3) ( ,0)W t  является немарковской картой и записывается в виде 
 

0

( ,0) exp( ( ) )

t

W t K t dt  ,     (4) 

 

где ( )K t  – генератор карты.  

Отметим, что в общем случае получить ( ,0)W t  невозможно.  

В представленной работе используется приближение памяти среды в контактных слоях. 

Как правило, электрон-электронное рассеяние в сильно легированных контактах сопровож-

дается быстрой динамикой функции Ферми – Дирака со временем релаксации электронов 

порядка 10 100    фс [16, 17]. Это очень малое время релаксации по сравнению с обычным 

временем в диодных структурах.  

Чтобы получить немарковское приближение для среды, которая теряет память о преды-

дущих состояниях по истечении времени  , разобьем временную ось на интервалы  , t n  
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так что система взаимодействует одинаково каждый интервал )( 1, nn tt . Тогда кинетическое 

уравнение для статистического оператора будет иметь вид 
 

( )
( )eff

d t
iL t

dt


  ,     (5) 

 

где inteff sL H H   – Лиуввилиан. 
 

 
 

Рис. 2. Алгоритм расчета 
 

Функции распределения в структуре 

Когда в представленной структуре начинает течь ток, функции распределения для кон-

тактов принимают определенный вид. Качественно хорошим приближением для приведен-

ного случая является приближение сплошных контактов. В данном случае, функция распре-

деления для левого контакта может быть записана в виде 
 

2 2

1
( )

( )
exp( ) 1

2

L

k d

d

B

f k
k k

mk T






,     (6) 

 

где dk  – волновой вектор электронов дрейфа, m  – эффективная масса в направлении тока. 

Поскольку dk  изменяется на выбранном интервале времени nt  , то учет немарков-

ских эффектов представляется в виде следующих зависимостей функций распределения: 
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2 2 ( )Lk
k k k k d

df
f f k

dt
      ,     (7) 

 

2 2 ( )Rk
k k k k d

df
f f k

dt
 

       .     (8) 

 

Перед тем, как задать напряжение смещения в структуре рассчитывалось уравнение 

Шредингера и Пуассона для равновесных функций Ферми – Дирака. Таким образом получа-

ем потенциал в структуре. В этот момент тока в структуре нет и 0 ( 0)dk J  . Далее алго-

ритм решения (см. рис. 2) предполагает переход в следующий временной интервал, в кото-

ром ток отличен от нуля [9]. Уравнения Шредингера и Пуассона решаются снова, но уже для 

потенциала из предыдущего временного интервала t.  

При использовании предыдущего значения dk , обновляются функции распределения на 

новом шаге по времени и плотность тока и заряда рассчитываются заново, а затем ищется 

плотность тока, обусловленная изменением плотности заряда в структуре. Алгоритм повто-

ряется до тех пор, пока не будет достигнуто равновесное состояние, то есть, когда плотность 

тока в контактах не станет равной сумме плотности тока в устройстве и плотности тока, 

полученной в связи с изменением электронной плотности. 
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Рис. 3. Потенциал p-i-n структуры 
 

На рис. 3 показано распределение потенциала для p-i-n структуры, рассматриваемой в 

работе. Структура представляет собой кремниевый p-i-n переход при комнатной температу-

ре. Левый и правый контакты легированы до 10
19 

см
-3

, i-область является обедненным слоем. 

Время релаксации в контактах принято 120  фс на основе справочных данных для задан-

ной величины легирования.  

Важно отметить, что в представленном моделировании необходимо было корректно 

учесть населенности уровней, зависящие от близости контактов. В реальных структурах, по-

тенциальная яма слева от центрального пика (отрезок 50 – 100 нм по оси абсцисс) не такая 

глубокая из-за процессов электрон-электронного и электрон-фононного рассеяния. Населен-

ность граничных уровней вводилась через положение уровня Ферми в контактных слоях. 

На рис. 4 представлен результат расчета электронной плотности. В данном случае к 

структуре было приложено обратное напряжение смещения 25V мВ. 

Электронная плотность растет ближе к контактам, что согласуется с общей теорией рас-

пределения электронов в структурах с сильно легированными контактами. Обедненный 

слой, как и предполагалось, характеризуется меньшей электронной плотностью. 
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Рис. 4. Электронная плотность в p-i-n структуре 

На рис. 5 показана зависимость электронной плотности для разных моментов времени. 

Эволюция характеристики электронной плотности показывает рост количества электронов в 

активной области. Увеличивается электронная плотность в обедненном слое и уменьшается 

вблизи правого контакта. Этот результат можно объяснить изменениями функции Ферми – 

Дирака в контактах [9, 21, 22]. При низкой электронной плотности в активном обедненном 

слое практически отсутствуют механизмы рассеяния носителей. 
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Рис. 5. Электронная плотность в p-i-n структуре 
 

 

Малое время релаксации электронов в контактных слоях является основной причиной 

эволюции состояний носителей в активной области, что приводит к увеличению силы тока в 

структуре и возникновению связи между активной областью и контактами.  

На рис. 6 представлен результат расчета плотности тока от времени t . Увеличение плот-

ности тока объясняется немарковскими эффектами связи состояний электронов активной  

области и контактов. Время, за которое достигается стационарный режим, составляет не-

скольких сотен пикосекунд, то есть на несколько порядков меньше времени релаксации. Это 

время зависит от состояний перекрытия волновых функций. Другими словами, чем лучше 

связаны активная среда и контакты, тем меньше будет время установления стационарного 

режима. 
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Рис. 6. Плотность тока в p-i-n структуре 
 

Выводы  

Представленная работа посвящена теоретическому исследованию полупроводниковой  

p-i-n структуры с сильно легированными контактными слоями. В ходе выполнения работы 

было показано, что при низкой электронной плотности в активном обедненном слое практи-

чески отсутствуют механизмы рассеяния носителей. Малое время релаксации электронов в 

контактных слоях является основной причиной эволюции состояний носителей в активной 

области, что приводит к увеличению силы тока в структуре и возникновению связи между 

активной областью и контактами. Динамические уравнения для функции распределения 

Ферми – Дирака учитывают немарковский характер зависимости распределения электронной 

плотности в структуре, так как зависят от нестационарного волнового вектора дрейфа dk . 
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