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Введение 
 

Синтез новых ультрадисперсных наноуглеродных материалов, разработка нанокомпози-

тов на их основе, обладающих уникальными физико-химическими свойствами, исследование 

структуры и характеристик полученных наносистем является в настоящее время одним из 

приоритетных направлений мировой науки и предметом деятельности многих научных цен-

тров [1]. 

Современные исследования углеродных нанотрубок показали, что они обладают разно-

образными электрическими свойствами: в зависимости от расположения в них атомов угле-

рода (спирально или кольцами), нанотрубки ведут себя в отношении тока как проводники 

или полупроводники. Идеальная нанотрубка представляет собой свернутую в цилиндр гра-

фитовую плоскость, то есть поверхность, выложенную правильными шестиугольниками,  

в вершинах которых расположены атомы углерода. Результат операции сворачивания в  

цилиндр зависит от угла ориентации графеновой плоскости относительно оси нанотрубки. 

Угол ориентации, в свою очередь, задает хиральность нанотрубки, которая определяет, в ча-

стности, ее электрические свойства. 

Хиральность нанотрубок обозначается набором символов (m, n), указывающих коорди-

наты вершины шестиугольника, который в результате сворачивания плоскости должен сов-

падать с вершиной шестиугольника, находящимся в начале координат (рис.1). 

 
 

Рис. 1. Схематическая конфигурация кристаллической решетки графена 

 

По значению параметров (n, m) различают: прямые (ахиральные) нанотрубки; «кресло» 

или armchair  n=m; zigzag m=3q, n=0 ; хиральные нанотрубки. 

При этом радиус углеродной нанотрубки определяется следующим образом: 

                                    22

2

3
nmnmba 


,                                                         (1) 

где м1042.1 8b  – межатомное расстояние; 

На основе углеродных нанотрубок возможно также создание полупроводниковых гете-

роструктур или структур типа металл/полупроводник. Для этого в процессе роста нанотруб-

ки в ней создается структурный дефект – заменяется один из углеродных шестиугольников 

пятиугольником и семиугольником (рис. 2, 3). В результате одна часть нанотрубки остается  

с металлической проводимостью, а другая – приобретает свойства полупроводника. 
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Рис. 2. УНТ с изгибом за счет дефекта  

семиугольник-пятиугольник 
Рис. 3. Соединение нанотрубки типа «зигзаг» и 

«кресло» с помощью кольца из пяти- и 
семиугольников [4] 

 

Необычные электрические свойства нанотрубок делают их одним из основных материа-

лов наноэлектроники [2], прогресс в развитии которой является существенным. На основе 

нанопроводников и нанотрубок уже созданы практически все базовые устройства, функцио-

нально эквивалентные современным цифровым или аналоговым схемам. Продемонстриро-

ваны экспериментальные образцы элементарных логических схем, модулей памяти на  

нанотрубках.  

Перспективным также является применение УНТ в качестве антенных систем в различ-

ных областях – для связи между наноустройствами, устройствами волоконной связи, исполь-

зование их для связи между наноэлектронными и макроскопическими устройствами. Кроме 

того, еще одна потенциальная область применения наноантен связана с использованием их  

в качестве химических или биологических датчиков. Но наиболее важными для наноантен 

остаются традиционные сферы применения антенной техники, где актуальна миниатюриза-

ция устройств. Такие антенные системы обладают целым рядом особенностей, отличающих 

их, от традиционных антенных систем [3].  

Кроме того, композитные материалы на основе УНТ могут быть использованы в устрой-

ствах микроволнового диапазона, например в качестве частотно-избирательных поверхно-

стей. [4]. Широкое внедрение таких устройств в практику невозможно без знания их элек-

тродинамических характеристик.  

В настоящее время их исследованию посвящено значительное количество работ:  Впер-

вые строгая теория наноантенны была построена в работах [5 – 7]. При этом для анализа 

УНТ – вибраторов в [5, 6] применяется уравнение Поклингтона с добавлением резистивного 

члена. Это уравнение в дальнейшем с помощью одномерной функции Грина преобразовыва-

ется либо к уравнению Халлена, либо к уравнению Леонтовича – Левина [6]. В работах [8, 9] 

разработан метод расчета вибраторов основанный на решении парных интегральных уравне-

ний относительно преобразования Фурье для плотности тока на вибраторе [7]. 

Исследования УНТ, проведенные с использованием упомянутых методов, позволили 

выявить целый ряд особенностей присущих наноантеннам. В частности, в [5] описано, что,  

в случае радиусов порядка нанометров, антенны-нанотрубки обладают меньшими потерями, 

чем цилиндрические медные антенны тех же размеров, используя обычную зависимость 

проводимости меди от частоты. В [10] рассматривалась бесконечно тонкая трубка углерод-

ная нанотрубка. Для исследования тока на бесконечно длинной антенне из УНТ, запитанной 

дельтовидным источником использовано преобразование Фурье. В [11] обсуждается воз-

можность использования пучков из УНТ в качестве антенн в нижнем ГГц-диапазоне при 

простом изменении размеров. Также рассматривается механизм распространения волны 

вдоль пучка из нанотрубок в этом диапазоне. Эти задачи решались как с помощью инте-

грального уравнения пучка УНТ, так и основываясь на распространении поверхностной вол-

ны вдоль УНТ. Были получены резонансные характеристики, определена нижняя граница 

частотного диапазона, до которого возможно применение УНТ – антенн (порядка 100 ГГц). 

Ниже данной частоты входное сопротивление имеет емкостный характер и резонансы не на-
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блюдаются [7]. В [12] Рассмотрены зависимости между радиусом нанопроводника, проводи-

мостью, частотой и входным импедансом для дипольной антенны.  

При этом в большинстве работ рассматриваются либо одиночные вибраторы (рис. 4) в 

виде прямолинейных УНТ, либо периодические решетки (рис.5), состоящие из таких вибра-

торов и находящемся в однородном изотропном диэлектрике. 

 

 
 

Рис.4. Вибратор на основе УНТ [13] 

 

 
 

Рис.5. Линейная антенная решетка  

из УНТ [13] 

 
 

Рис. 6. Бесконечная периодическая плоская антенная решетка из УНТ [14] 

(каждый из диполей имеет длину L2 , а периоды решетки вдоль осей x  и y   

равны xD  и yD  соответственно) 
 

Значительный шаг в исследовании структур из УНТ сделан в [7]. Авторами этой работы 

рассмотрены УНТ – вибраторы, лежащие на диэлектрической подложке 1  в диэлектрике 2  

(рис. 7); периодическая система из  УНТ-вибраторов (рис. 8.) [7]. 

 

 

  
 

 
Рис. 7. Поперечное сечение УНТ, лежащей на  

диэлектрической подложке 
Рис.8. Периодическая система УНТ-вибраторов 

 

Тем не менее, описанные выше методики расчета эффективны только для перечислен-

ных задач. 

Однако зачастую требуется исследование структур, представляющих собой совокуп-

ность произвольно ориентированных УНТ, и, кроме того, эти УНТ могут иметь произволь-
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ную конфигурацию [15]. В данном случае, как показано в [16], для построения математиче-

ской модели более целесообразно использовать уравнение Поклингтона. 

  
 

Рис.9. Решетки углеродных нанотрубок [15] Рис. 10. Т-образное разветвление УНТ 

[17] 

Цель данной работы – показать особенности применения уравнения Поклингтона для 

расчета электродинамических характеристик углеродных нанотрубок, как простой, так и 

сложной конфигурации. 
 

Постановка задачи 
 

Приведенные вначале примеры наноструктур показывают, что конфигурация входящих 

в них УНТ может быть достаточно сложной, а сами УНТ могут ориентироваться друг отно-

сительно друга произвольным образом. Кроме того, необходимо учитывать и наличие распо-

ложенных вблизи УНТ других излучающих элементов и наличие в структуре УНТ дефектов, 

которые можно рассматривать, как сосредоточенные элементы, либо с линейными, либо и с 

нелинейными характеристиками. Это придает особую актуальность вопросам разработки 

вычислительных методов и эффективных универсальных алгоритмов численного анализа 

наноструктур, содержащих УНТ произвольной конфигурации. 

При формулировке задачи следуем работам [16, 18], в которых рассматривалась задача 

моделирования тонкопроволочных антенн произвольной конфигурации. Рассматривается  

излучающая (рассеивающая) наноструктура произвольной конфигурации в виде совокупно-

сти N прямолинейных УНТ длиной ),1( NiLi  , расположенных либо в свободном простран-

стве, либо над бесконечным идеально проводящим плоским экраном. УНТ могут быть  

соединены между собой определенным образом и имеют ряд клемм для подключения источ-

ников возбуждения и линейных или нелинейных элементов с сосредоточенными параметра-

ми (рис. 11).  
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Рис. 11. Модель структуры УНТ произвольной конфигурации 

Обладая достаточной степенью адекватности реальным объектам с физической точки 

зрения, такая модель позволяет сравнительно легко описать геометрию структур УНТ слож-

ной конфигурации и учитывать наличие элементов с сосредоточенными параметрами  

в структуре трубок. 
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Для описания геометрии наноструктур произвольной конфигурации (НСПК) удобно 

ввести следующие понятия. Ветвь структуры – прямолинейная однородная УНТ (на рис. 11 

ветви обозначены цифрами от 1 до 11). Однородность ветви предполагает неизменность ее 

импеданса и отсутствие в ней клемм для подключения источников возбуждения или сосре-

доточенных элементов в виде двухполюсников. При этом ток ветви может быть описан  

непрерывной функцией. 

Узел структуры – точка соединения двух или более ветвей между собой или точка  

соединения одного из концов ветви с экраном (на рис. 11 узлы с номерами 1 – 8 обведены 

пунктиром). 

При рассмотрении узлов структуры необходимо учитывать, что: 

- во всех узлах НСПК выполняется закон Кирхгофа для токов; 

- дивергенция тока во всех узлах НСПК равна нулю, что соответствует отсутствию  

накопления заряда в этих точках; 

- узлы НСПК (клеммы для подключения источников возбуждения или элементов с  

сосредоточенными параметрами) моделируются в виде бесконечно узких зазоров; 

На концах ветвей, которые не соединяются с каким-либо узлом, ток обращается в нуль. 

При решении электродинамической задачи предполагалось, что на поверхностях УНТ 

выполняется граничное условие вида 

 
     ,, rHnnrEn  iz ,                                                  (2) 

где  
)(2
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i
a

z   – поверхностный импеданс УНТ; ),( rE и ),( rH  – векторы напряжен-

ности электрического и магнитного полей в точке r на поверхности УНТ; n – нормаль к  

поверхности УНТ в той же точке. 

Таким образом, электрические свойства УНТ характеризовались проводимостью cn , 

которую в широком диапазоне частот (вплоть до терагерцового диапазона) с достаточной 

точностью можно определить следующим образом [19]: 
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–
 
частота релаксации;   – время 

релаксации;  – постоянная Планка; e  – заряд электрона; 

Данная формула справедлива [19], также и для УНТ типа zig-zag с металлическими 

свойствами. 

В результате, для рассматриваемой структуры было получено уравнение Поклингтона 

относительно распределения тока вдоль УНТ, которое имеет вид  
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где ξξ ,  – радиус-векторы точек наблюдения и интегрирования;     ст
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тельная составляющая стороннего поля, возбуждающего структуру; 00 ', ξξ  – единичные век-

торы, касательные оси УНТ в точках ξξ ,  соответственно, 
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уравнения; k  – волновое число. Интегрирование в (4) ведется вдоль всех УНТ структуры. 

Для решения этого интегрального уравнения был использован метод Галеркина,  

в результате чего (4) было преобразовано к системе линейных алгебраических уравнений  

вида 

                                   )()()(  UIZ  ,                                                        (5) 
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где )(Z  – матрица обобщенных импедансов; )(I  – вектор искомых коэффициентов раз-

ложения распределения тока по выбранной системе базисных функций; )(U  – вектор 

обобщенных напряжений, характеризующий способ возбуждения НСПК. 

При выборе системы базисных функций необходимо руководствовались такими же тре-

бованиями, что и при выборе системы базисных функций для решения ИУ тонкопроволоч-

ных излучателей. В ряде работ, посвященных анализу тонкопроволочных излучателей, пока-

зано, что в качестве базисных и весовых наиболее целесообразно использовать функции, 

обеспечивающие непрерывность тока, как вдоль ветвей, так и в узлах. Была использована 

система кусочно-синусоидальных базисных функций (базис Ричмонда).  

Применение таких функций в качестве базиса обеспечивает: 

- возможность эффективного вычисления элементов матрицы обобщенных импедансов 

)(Z  и вектора обобщенных напряжений )( 0U , поскольку для многих интегралов в дан-

ном случае могут быть получены замкнутые выражения; 

- быструю сходимость решения ИУ (так, при аппроксимации тока симметричного виб-

ратора в данном базисе размерность последнего в 6 – 8 раз меньше, чем при использовании 

кусочно-постоянного базиса, и в 3 – 5 раз меньше, чем в случае применения кусочно-

треугольного базиса); 

- возможность достаточно простого расширения алгоритма для расчета излучателей, 

имеющих включенные в рассечки сосредоточенные сопротивления. 

На основе данного алгоритма был реализован пакет программ на языке FORTRAN-90, 

по которому и проводились вычисления. 
 

Результаты вычислений  
 

Рассчитанные частотные зависимости )( cn  показаны на рис. 12. Явно видны две осо-

бенности, которые необходимо учитывать при решении задач излучения и рассеяния УНТ. 

Во-первых, импеданс УНТ и по величине, и по зависимости от частоты существенно отлича-

ется от импеданса обычного, например медного, проводника (рис. 12, а) и, во-вторых, значи-

тельно зависит от радиуса УНТ (рис. 12, б).  
 

 
а 

 
б 

Рис. 12. Зависимость проводимости нанотрубок от частоты 

а – действительная и мнимая часть проводимости УНТ с нм)712.2(40  am  и медной (Cu) трубки  

такого же диаметра; б – действительная и мнимая части проводимости УНТ различных радиусов 

)40;30;10;5( m
 

 

При проведении тестовых расчетов было выяснено, что из-за особенностей УНТ  

- требуется вычисление элементов матрицы )(Z  с удвоенной точностью, 

- требуется корректный учет концевых зарядов для токов, описываемых базисными 

функциями, особенно в узлах НСПК, которые описывают либо изгибы УНТ, либо их раз-

ветвление. 
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Проверка корректности использования уравнения Поклингтона для анализа НСПК  

проводилась путем сравнения результатов из [5] с результатами вычислений, полученных по 

разработанной программе, в которой используется для решения интегральное уравнение  

Поклингтона. Результаты вычислений приведены на рис. 13 – 17. 

 

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 13. Распределение тока вдоль УНТ с нм)712.2(40  am  длиной мкм10L  
на различных частотах : а – ГГц10f ; б – ГГц160f ; в – ГГц292f ; г – ГГц578f  

 

  

Рис. 14. Распределение тока вдоль вибратора  

с нм)712.2(40  am  и мм1L  на частоте 

10 ГГц 

Рис. 15. Распределение тока вдоль вибратора с 

нм)712.2(40  am  и мкм10L  для различного 

времени релаксации  /1  
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а 

 
б 

Рис. 16. Частотные зависимости нормированного входного импеданса УНТ с нм)712.2(40  am   

и трубки из меди (Cu) такого же радиуса для различной длины вибратора 

а – мкм1L ; б – мкм10L  

 

Рис. 17. Частотные зависимости нормированного входного импеданса УНТ с нм)712.2(40  am  
и различной длины ( мкм10L ; мкм20L ; мм40L ) 

 

На рис. 13 видно распределение тока на различных частотах УНТ-диполя размером 

L=10 мкм. Как можем видеть на рис.13, а, что частоты намного ниже резонансной, и распре-

деление тока приблизительно треугольное, как и для простого короткого вибратора. На 

рис.13, б изображено распределение тока вблизи первого резонанса, где видно, что ток имеет 

вид синусоиды. На рис. 13, в, г видно распределение тока вблизи первых двух параллельных 

резонансов тока. Распределение тока для такой же медной трубки значительно отличается. 

На рис. 14 изображено  распределение тока антенны из УНТ длинной 1 мм на частоте 

10 ГГц. Необходимо отметить, что при удалении от места включения источника УНТ-

вибратора, амплитуда тока резко уменьшается. Влияние частоты релаксации на распределе-

ние тока показано на рис. 15 для диполя длинной 10 мкм на частоте 160 ГГц. 

На рис. 16, а изображены частотные зависимости входного импеданса УНТ и трубки из 

меди, такого же радиуса и длины. Рассматриваемые нанотрубки имели длину плеча L=1мкм. 

Первый последовательный резонанс антенны из УНТ наблюдается на частоте F=1300 ГГц,  

а первый параллельный резонанс на частоте 2300 ГГц. Медный вибратор, имеющий длину 

1 мкм, не имеет резонансов в рассматриваемом диапазоне частот.  

На рис. 16, б, изображены полученные частотные зависимости нормированного входно-

го импеданса УНТ с m=40 (a=2.712 нм), и трубки из меди, такого же радиуса и длины. Как  
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и ожидалось, медный вибратор не имеет резонанса в данной частотной области. В отличие от 

медной, УНТ имеет ярко выраженный резонанс.  

И наконец, на рис. 17 показана зависимость входного импеданса антенны от частоты при 

разных длинах УНТ (L=10, 20, 40 мкм), показан эффект ослабления частотного затухания  

резонанса антенны. 

Все приведенные выше результаты получены с помощью разработанного пакета про-

грамм, реализующего решение интегрального уравнения Поклингтона. Как можно заметить, 

все результаты совпадают с графической точностью с [5]. 

В таблице приведены числовые результаты сравнений. Видно, что результаты, получен-

ные при использовании интегрального уравнения Поклингтона [5], совпадают с численной 

точностью, при этом погрешность составляет менее 4%. 

 

Входное сопротивление УНТ с нм)712.2(40  am  и мкм10L  

Частота, ГГц Входное сопротивление ( 0вх / RZ ) 

Уравнение Халлена [1] Уравнение Поклингтона 

10 0.527-j31.24 0.532-j31.62 

160 0.876-j0.014 0.882-j0.0177 

292 10.46-j1.48 10.65-j1.12 

450 0.83+j0.0058 0.79+j0.0033 
  

Выводы 
 

1. Для сложных структур, образованных УНТ произвольной конфигурации, в работе 

предложена методика электродинамического анализа на основе интегро-дифференциального 

уравнения Поклингтона. Результаты расчетов с использованием предложенной методики и 

разработанного пакета программ сравнивались с известными данными других авторов [5]. 

2. Хорошее количественное совпадение результатов свидетельствует о работоспособ-

ности и достоверности методики и разработанного пакета программ.   

3. Одним из достоинств предложенной методики является возможность разработки 

достаточно универсального алгоритма и пакета программ расчета электродинамических 

характеристик наноструктур произвольной конфигурации, в составе которых могут быть 

сосредоточенные элементы как с линейными, так и с нелинейными характеристиками.  
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