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ПОВЫШЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

СОБСТВЕННОСТРУКТУРНЫМИ МЕТОДАМИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

ТЕХНОЛОГИИ СУРРОГАТНЫХ ДАННЫХ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 

КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ НАБЛЮДЕНИЯ  

Введение 

Во многих приложениях спектральный анализ приходится производить при низком  

отношении сигнал-шум и (или) имея в распоряжении короткие записи данных (в радиолока-

ции, например в каждом отраженном импульсе может содержаться всего несколько отсче-

тов). Но при этом требуются оценки с высоким разрешением и малой дисперсией. К досто-

инствам традиционных методов спектрального анализа относится высокая вычислительная 

эффективность лежащего в их основе алгоритма быстрого преобразовании Фурье (БПФ). 

Однако, если частоты гармонических компонент разнесены ближе чем величина, обратная 

времени наблюдения, то обработка на основе преобразования Фурье не эффективна и требу-

ются методы с высокой разрешающей способностью. Задача ’’сверхразрешения’’ по частоте 

является актуальной радиолокационной задачей (например, ’’сверхразрешения’’ по частоте 

Доплера отраженных от групповых целей сигналов в импульсно-доплеровских радиолокато-

рах, при распознавании целей и т.д.), которая может решаться методами спектрального ана-

лиза [1 – 4]. 

На сегодняшний день известно большое число методов пространственно-временного 

спектрального анализа (ПВСА) сигналов различной физической природы, обладающих раз-

решающими свойствами выше рэлеевского предела (’’сверхразрешения’’) [1 – 4].  

Среди методов спектрального анализа со ’’сверхразрешением’’ особенное место зани-

мают так называемые собственноструктурные методы (Писаренко, MUSIC, Root-MUSIC, 

ESPRIT, Min-Norm, FINE и другие) [2, 3]. Собственноструктурные (CC) методы используют 

информацию о измеряемых параметрах источников сигналов, которая содержится в собст-

венных векторах (СВ) и значениях (СЗ) ковариационной матрицы (КМ) наблюдения.  

Указанные методы находят также применение при решении задачи определения направ-

ления на источник излучения (эквивалентность этой задачи задаче оценивания спектра вре-

менного сигнала показана в [5]) и в ряде других задач. Применительно к задаче оценивания 

частоты гармонических сигналов они обеспечивают лучшие характеристики разрешения-

измерения чем методы, основанные на ДПФ [2, 3].  

Так как после вычисления разложения КМ по СЗ и СВ (eigenvalue decomposition-EVD) 

на основании оценки числа источников излучения (числа гармонических компонент сигнала 

при оценивании частоты) осуществляется разделение СЗ и СВ на соотвествующие подпро-

странству сигналов (ППС) и подпространству шума (ППШ), то эти методы также называют 

методами, основанными на использовании подпространств (subspace-based methods). Задача 

поиска СЗ и СВ КМ наблюдений возникает также в разложении Карунена – Лоэва, анализе 

главных компонент (principal component analysis- PCA) [6 – 9], предложенных в статистике и 

получивших широкое распространение в цифровой обработке сигналов. 

При низком отношении сигнал-шум (ОСШ) или малом количестве данных эффектив-

ность спектрального анализа (точность оценивания, разрешающая способность) СС метода-

ми также может ухудшаться. Это явление известно как пороговый эффект (threshold effect) и 

встречается в результате появления аномальных оценок (outliers) при оценивании частоты 

(направлений прихода (НП) сигналов) [10 – 14, 16 – 20]. 

Известны работы, направленные на понижение порогового ОСШ СС методов при оце-

нивании НП нескольких сигналов, наблюдаемых на выходах антенной решетки в присутст-

вии шума. В [10] предложен модифицированный метод Root-MUSIC, основанный на комби-
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нировании метода Root-MUSIC и метода ’’формирования диаграммы направленности (ДН)’’ 

(beamformer). Для совместного использования с Root-MUSIC предпочтительным есть метод 

’’формирования ДН’’, обеспечивающий более низкий уровень боковых лепестков, чем метод 

Бартлетта (например, использующий амплитудно-фазовое распределение (АФР) Дольф-

Чебышеского типа) [11]. В [12] получен модифицированный унитарный метод Root-MUSIC, 

в котором выполняется предварительное невырожденное линейное преобразование КМ  

выходных сигналов центрально-симметричных АР. 

Стратегия совместного оценивания НП нескольких сигналов [13] (комбинированной  

пеленгации) подразумевает использование различных методов (формирование ‘’банка’’  

методов-bank) и их применение к ансамблю данных и связанной с ним выборочной ковариа-

ционной матрице. В [14] представлена псевдослучайная стратегия совместного оценивания 

НП (PR-JES). При этом используется рандомизация СВ ППШ выборочной КМ. Данные  

работы основываются на новом классе технологий, объединенных общим термином ’’чис-

ленный ресамплинг’’ (resampling) [15]. Наиболее известными являются метод ’’складного 

ножа’’ (jackknife) и бутстреп (bootstrap). Эти подходы позволяют формировать так называе-

мые ’’псевдовыборки’’ в случае, когда нет возможности повторно получить истинные  

наблюдения (увеличить объем выборки). Одна из полиномиальных реализаций стратегии  

совместного оценивания (ССО) НП источников сигналов рассмотрена в работе [16]. Особен-

ности реализации ССО с использованием несобственноструктурных методов ПВСА на осно-

ве адаптивных решетчатых фильтров показаны в [17]. 

Известен также вариант бутстрепа, в котором к исходным данным добавляют малые  

независимые одинаково распределенные шумы [18 – 20], дисперсии которых изменяются  

в соответствии с изменением дисперсии шума измерения.  

Развитием методов ’’численного ресамплинга’’ является технология суррогатных дан-

ных (surrogate data) [21, 22], используемая при нелинейном анализе временных рядов. Среди 

алгоритмов формирования суррогатных данных, можно выделить две группы: сохраняющие 

статистические свойства наблюдений; сохраняющие статистические и динамические свойст-

ва входных сигналов. Наиболее известными алгоритмами первой группы являются: алгоритм 

со случайным перемешиванием входного массива данных (random shuffle algorithm), алго-

ритм с рандомизацией фазы Фурье-спектра наблюдений (random phase (RP) algorithm), алго-

ритм с подгонкой амплитуды после преобразования Фурье (amplitude adjusted Fourier 

transform algorithm). Ко второй – ATS-алгоритм (attractor trajectory surrogates), алгоритм фор-

мирования псевдопериодических суррогатных данных (pseudo-periodic surrogate) [22]. 

ATS-алгоритм и его модификации использовались в работах [23 – 25] для эмпирической 

оценки отношения правдоподобия [23], повышения качества оценки параметров регулярных 

и хаотических сигналов, наблюдаемых на фоне аддитивного шума [24], уменьшения влияния 

шума в наблюдении хаотической несущей при передаче бинарного сообщения [25]. Однако в 

[24] при анализе применения метода суррогатных данных к регулярным сигналам рассмот-

рен частный случай оценивания одного гармонического сигнала в шуме.  

Алгоритм с рандомизацией фазы Фурье-спектра наблюдений использовался для адап-

тивной коррекции предварительной обработки наблюдаемых на фоне шума сигналов при их 

спектральном анализе методом Root-MUSIC [26].  

В [14] осуществлялся ресамплинг СВ ППШ. Вместе с тем, в ряде работ отмечена целе-

сообразность при реализации методов спектрального анализа использования СВ ППС [27 – 

30]. Поэтому представляется целесообразным использование методов ’’численного ресам-

плинга’’ для СВ ППС.  

Цель работы – демонстрация возможности неадаптивной и адаптивной коррекции спек-

трального анализа методом Root-MUSIC за счет использованиия суррогатных СВ, получен-

ных рандомизацией фаз Фурье-спектра СВ ППС КМ наблюдения.  
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Постановка задачи спектрального анализа 

Последовательность результатов наблюдения )(ny , состоящая из взятых через равные 

промежутки времени отсчетов V  гармонических колебаний )sin()( vvvv nnx   и бело-

го гауссовского шума )(ne  описывается выражением [2, 3, 31] 

)()()()()(
1

nensnenxny
V

v
v  



.                                           (1) 

Здесь 1,,0  Nn  , v  – амплитуда, vv f 2  – частота, а v  – фаза v -й синусоиды. 

Частота vf  связана с частотой аналогового сигнала (сигнала до дискретизации) avf  соотно-

шением дvv fff a , где дf  – частота дискретизации сигнала.  

Используя методы спектрального анализа по наблюдению   1
0)(



N
nny  необходимо дать 

оценки значениям частот Vvv ,,1,  . Полагаем, что v  – случайные независимые вели-

чины, равномерно распределенные на интервале )2,0[  , ),0[ v , а шум )(ne  имеет нуле-

вое математическое ожидание и дисперсию 
2 .  

Для обеспечения ранга КМ наблюдения равного или превышающего число гармониче-

ских компонент наблюдение разбивается на перекрывающиеся сегменты. Вектор входных 

данных длиною N  представим в виде K  векторов размером Vm 2  [2, 3, 21] вида 

 Tmnynyn )1()()(  y ,                                                     (2) 

где 1 mNK , Kn ,,1 . Тогда (1) можно представить в матричном виде [2, 3, 31] 

)()()()()( nnnnn egeBxy  ,                                                      (3) 

где )(nx - 12 V  вектор вида 

T
VVVVVV nnnnn )]cos()sin()cos()sin([)( 111111  x , (4) 

)]()([ 1 V AAB   – матрица, в которой матрицы )]()([)( vsvcv  aaA  состоят 

из двух векторов – T
vvvc m )])1cos(()cos(1[)(  a  и 

T
vvvs m )])1sin(()sin(0[)(  a , а вектор шума  Tmnenen )1()()(  e . Здесь T)(  

означает транспонирование. Отметим, что при обработке сигналов в антенных решетках 

матрица B  – матрица АФР источников излучения. 

С учетом представления (3) КМ )(ny  имеет вид 

IBSByyR
2)]()([  TT nnE ,                                           (5) 

где E  – символ математического ожидания, S  – КМ сигналов ранга V2 , диагональные ком-

поненты которой имеют вид Vvv 1,22
2  I , 22I  – единичная матрица размером 22  .  

Выбор Vm 2  определяет применимость СС методов. Кроме того, величина m  влияет 

на точность оценивания методом MUSIC (root-MUSIC) и на качество оценки КМ [3].  

Оценка ковариационной матрицы размером mm   имеет следующий вид 
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где )](,),1([ KyyY   – Km  матрица данных. В отличие от истинной КМ ее оценка  

не является теплицевой. 

Для матрицы R̂  справедливо следующее разложение по СВ и СЗ: 

1
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где ˆ1 2
ˆ ˆ ˆ

V
       и ˆ ˆ1 2

ˆ ˆ ˆ
mV V 

       – СЗ ППС и ППШ, ]ˆˆ[ˆ
ˆ1 Vs  uuU   – Vm ˆ  матри-

ца СВ ППС, nÛ  – )ˆ( Vmm   матрица СВ ППШ, s̂  – диагональная матрица, которая со-

держит V̂  сигнальных (наибольших) СЗ, а n̂  – диагональная матрица, которая  

содержит Vm ˆ  СЗ ППШ, а V̂  является оценкой числа гармонических компонент [12, 13].  

Оценку V̂ обычно получают одним из известных методов – Акаике (AIC), Шварца – 

Рисссанена (MDL) и др. [3]. В случае с вещественными синусоидами VV 2ˆ  . 

Для моделирования предлагаемого подхода используем метод Root-MUSIC, который  

позволяет оценить частоты вычислением корней соответствующего полинома [3, 9, 31]: 

)()ˆˆ)(()(ˆˆ)()( 11 zzzzzP H
ss

TH
nn

T
rm aUUIaaUUa  

,                              (8) 

где TMzzz ],,,1[)( 1 a , )exp(  jz . Оценки частот получают по фазам 2/V̂  корней  

с наибольшими модулями ( 2/V̂,1v,zv  )  2/)arg(fˆ
д vv zf .  

Адаптивная коррекция метода Root-MUSIC с использованием технологии  

       суррогатных данных для собственных векторов ковариационной матрицы  

       наблюдения 

Под коррекцией метода Root-MUSIC будем понимать коррекцию используемой им КМ. 

Известно, что в соответствии с разложением Карунена – Лоэва можно восстановить входной 

вектор наблюдения по СВ его КМ [7 – 9]. Кроме того, из (7) видно, что зная СВ и СЗ КМ 

можно получить ее оценку. Использование технологии суррогатных данных к СВ и СЗ  

позволит получить суррогатные СВ и СЗ, которые могут быть использованы для получения 

соответствующих им суррогатных КМ на основании (7). 

Рассмотрим особенности алгоритма формирования суррогатных данных с рандомизаци-

ей фаз компонент Фурье-спектра наблюдения [21] перед его применением для формирования 

суррогатных СВ. В этом алгоритме суррогатные данные формируются в результате выпол-

нения следующих операций: дискретного преобразования Фурье (ДПФ) исходных данных 
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Nnkjenyk , 1,,0  Nk  , рандомизации фаз   1
0



N
kk  полученного массива 

путем замены их значений на равномерно распределенные в интервале ]2,0[   случайные  

величины и его обратного ДПФ [21]. При этом, чтобы обратное преобразование Фурье было 

вещественным, необходимо произвести симметрирование фаз. Индексу k  соответствует  

физическая Nfk дk /2  или нормированная частота Nkk /2 . 

В рассматриваемом случае в качестве исходных данных для приведенного алгоритма 

формирования суррогатных данных будут использованы СВ и СЗ КМ R̂ . Суррогатные СВ 

(СЗ) формируются рандомизацией фаз компонент Фурье-спектра СВ (СЗ) КМ наблюдения. 

Однако результаты моделирования показывают, что практически одинаковую точность оце-

нивания частоты методом Root-MUSIC по сравнению со случаем рандомизации всех СЗ и СВ 

можно получить выполняя рандомизацию лишь СВ ППС, то есть столбцов матрицы sÛ . 
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Для управления величиной дисперсии псевдослучайного шума рандомизацию фаз  

Фурье-спектра наблюдения в [32] предложено выполнять ее следующим образом  

)()()( krandkkrandcontr  ,                                           (9) 

где Nfk дk /2  – частоты анализа ДПФ, называемые также бинами ДПФ, )( k  – фазы 

Фурье-спектра наблюдения, ]2,0[)(  krand  – случайные числа с равномерным законом 

распределения, ]1,0[  – параметр, изменяющий эффективность (в [20] strength-силу, интен-

сивность) рандомизации фаз Фурье-спектра наблюдения.  

В [26] объединены идеи [18 – 20, 32] и   изменяется пропорционально к ОСШ. При уве-

личении ОСШ, когда точность оцениваемых параметров СС методами и так высока, необхо-

димо уменьшать эффективность рандомизации. Часто предполагают мощность гармониче-

ских компонент фиксированной, то есть ОСШ определяется дисперсией шума и равно 

)/1(log10 2
10   [3]. В этом случае для формирования суррогатных данных (или СВ) согласно 

(9) определяется величина )ˆtrace(
)(

1
ˆ 2

n
VM




 , где trace() – след матрицы, и принимает-

ся  ˆ . Если мощности гармонических компонент неизвестны – необходимо их вычислять 

одним из известных методов [2, 3], а затем определять ОСШ. 

По ансамблю из sN  векторов суррогатных данных формируется ансамбль соответст-

вующих им КМ и оценивается усредненная КМ, содержащая необходимую информацию для 

спектрального анализа с использованием СС методов. В предлагаемом подходе i  раз, 

sNi ,,1 , формируются V̂  суррогатных СВ. Из них формируется isurs ,Û  и подставляется 

в (7). Оставляя nÛ , s̂ , n̂  неизменными получаем isur,R̂  sNi ,,1 . При рандомизации 

СВ усредненная КМ получается по ансамблю из sN  таких матриц 


sN

1
,s

ˆ)N/1(ˆ

i
isursur RR . 

Преимущество предлагаемого подхода по сравнению с [13 – 14] состоит в меньшем объ-

еме вычислений (вычисляется лишь один метод, а не банк методов), отсутствии потребности 

знания предварительных оценок частот сигналов. 

В ходе моделирования предполагались наличие двух равномощных гармонических сиг-

нала с 2.01 f  и 215.01 f . Кроме того, 64N , 45m , 50sN . Таким образом, предел 

разрешения по Рэлею для рассматриваемого случая 0156.0)/1( N  и частотное расстояние 

)/1(015.0 Nf  . Предполагалось, что определение числа гармонических компонент вы-

полнено на этапе обнаружения и равно 2V . Выполнялось 1000L  независимых повторе-

ний процедур спектрального оценивания для различных ОСШ= )/1(log10 2
10  . 

Суммарная среднеквадратическая ошибка оценивания (RMSE) для выбранного метода 

спектрального оценивания V  компонент сигнала может определяться выражением  

  
 

L

l

V

v
vlv ff

LV
RMSE

1 1

2
, ])ˆ[(

1
    ,                                                   (10) 

где lvf ,
ˆ  обозначает оценку частоты v -го гармонического колебания, полученную в l -м  

повторении, vf  – истинное значение частоты.  
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На рис.1, а показаны зависимости среднеквадратических ошибок оценивания (СКО) час-

тот от ОСШ, полученные методом Root-MUSIC, методом Root-MUSIC при коррекции КМ, 

полученных по суррогатным реализациям с рандомизацией фаз (randomization of phases-RP) 

компонент Фурье-спектра наблюдения (Root-MUSIC with ACM- RP) и по суррогатным СВ 

ППС с рандомизацией фаз компонент Фурье-спектра СВ ППС КМ наблюдения (Root-MUSIC 

with ACM- RP EV) без адаптации дисперсии суррогатного шума. Использование усреднен-

ной КМ (averaged covariance matrix –ACM) в англоязычных названиях методов на рис.1 от-

мечено словами ’’with ACM’’. На рис.1, б приведены зависимости СКО оценивания частот от 

ОСШ метода Root-MUSIC без коррекции и с коррекцией, но при адаптации дисперсии сур-

рогатного шума – (Root-MUSIC with ACM- RP (ADAPTIVE)) и (Root-MUSIC with ACM-RP 

EV (ADAPTIVE)). 
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Рис. 1 
 

Сравнение зависимостей, показанных на рис.1, позволяет сделать следующие выводы. 
Использование суррогатных данных, полученных рандомизацией фаз компонент Фурье-
спектра наблюдения, приводит к уменьшению СКО оценок частот гармонических колебаний 
методом Root-MUSIC при ОСШ, ниже порогового ОСШ (на рис.1, а кривая с надписью Root-
MUSIC with ACM-RP). Однако имеет место насыщение (saturation) СКО оценок при увели-
чении ОСШ выше определенного значения (на рис.1, а – 5 дБ), когда вклад суррогатного 
шума [17, 20] в точность спектрального анализа становится преобладающим. Использование 
суррогатных СВ также позволяет уменьшить СКО оценивания гармонических компонент 
методом Root-MUSIC. Но так как в отличие от суррогатных данных, формируемых по 1N  
вектору наблюдения, суррогатные СВ формировались по СВ размером 1m , СКО немного 
больше чем при использовании суррогатных данных. При Nm   СКО метода Root-MUSIC 
при использовании суррогатных данных и суррогатных СВ сравнимы. 

Адаптивное изменение эффективности рандомизации при формировании суррогатных 
данных с рандомизацией фаз Фурье-спектра наблюдений и суррогатных СВ позволяет осла-
бить ограничение коррекции классических методов спектрального анализа на примере мето-
да Root-MUSIC (на рис. 1, б кривые с надписью Root-MUSIC with ACM-RP (ADAPTIVE) и 
Root-MUSIC with ACM- RP EV (ADAPTIVE)), которое проявляется насыщением величины 
СКО оценок спектральных компонент. Из анализа рис.1, б видно, что в случае адаптивной 
коррекции метода Root-MUSIC при больших ОСШ его СКО практически совпадает с СКО 
исходного метода Root-MUSIC (эффект насыщения СКО отсутствует). 

Выводы 

Использование суррогатных СВ, сформированных при адаптации эффективности ран-
домизации фаз Фурье-спектра СВ КМ наблюдения к ОСШ, уменьшает вклад шума в наблю-
дении и улучшает точность оценок частот гармонических компонент сигнала методом Root-
MUSIC при низких ОСШ, когда измерительный шум доминирует над суррогатной помехой. 
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При высоких ОСШ точность исходного Root-MUSIC и с адаптивной коррекцией сравнимы. 
Универсальность предложенного подхода состоит в возможности его применения и для дру-
гих СС методов – ESPRIT, Min-Norm, и т.д. Представляет интерес расширить возможности 
[14] за счет предложенного подхода. Предложенный подход интересен и для оценивания  
угловых координат коррелированных источников излучения с использованием пространст-
венного сглаживания СВ. К направлениям дальнейших исследований можно отнести совме-
стное использование разложения Карунена – Лоэва и технологии суррогатных данных. 
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