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 5 

ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

 

ДАУ – дифференциально-алгебраическое уравнение. 

*A  – сопряженный оператор. 

0>A  – положительный оператор. 

X
A  – сужение оператора A  на пространство X . 

n  – комплексное n -мерное пространство. 

conv  – выпуклая оболочка. 

XE  – единичный оператор в пространстве X . 

Fgrad  – градиент функции F . 

AIm  – область значений оператора или матрицы A . 

AKer  – ядро оператора или матрицы A . 

Lin  – линейная оболочка. 

),( YXL  – пространство ограниченных линейных операторов, действующих из X  

в Y . 

n  – вещественное n -мерное пространство. 

rgA  – ранг матрицы A . 

c  – дополнение множества  . 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы. Результаты исследования конкретных математиче-

ских моделей в радиотехнике, экономике, механике, теории управления, робото-

технике свидетельствуют, что важными для практики являются классы моделей с 

полулинейными дифференциально-алгебраическими уравнениями, у которых ли-

нейная часть характеризуется регулярным или сингулярным матричным пучком. 

Такие уравнения возникают при математическом моделировании динамики физи-

ческих, экономических и технических процессов и объектов из-за наличия алгеб-

раических связей между координатами вектора состояния. 

Дифференциально-алгебраические уравнения изучались многими авторами, 

среди которых S. L. Campbell, L. R. Petzold, P. Kunkel, V. Mehrmann, R. März, 

E. Hairer, C. Lubich, M. Roche, G. Wanner, R. Riaza, Ю. Е. Бояринцев, А. Г. Руткас, 

Л. А. Власенко, А. М. Самойленко, Н. А. Перестюк, В. П. Яковец, В. Ф. Чистяков, 

А. А. Щеглова. Подавляющее число известных в настоящее время работ посвяще-

но исследованию локальной разрешимости дифференциально-алгебраических 

уравнений и нахождению их численных решений на некотором достаточно малом 

интервале времени. В работах A. Pazy, Л. А. Власенко, Ю. Е. Гликлиха представ-

лены теоремы о глобальной разрешимости дифференциально-алгебраических 

уравнений, которые содержат глобальное условие Липшица для нелинейной части 

уравнения, однако это условие является слишком ограничительным для многих 

прикладных задач. Например, наличие кубических нелинейных сопротивлений и 

проводимостей в радиотехнических цепях, как правило, допускает существование 

глобальных по времени решений и их устойчивость, в то время как глобальное 

условие Липшица здесь не выполнено. 

Математические результаты о глобальной разрешимости дифференциально-

алгебраических уравнений представляют интерес для теории динамических си-

стем и приложений. Наличие глобального по времени решения гарантирует до-

статочно долгий срок бесперебойного функционирования исследуемой реальной 

системы. Теоретически доказанное существование точного глобального решения 
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позволяет корректно применить численный метод для нахождения приближенно-

го решения на любом заданном отрезке времени. 

При проектировании и синтезе конкретных систем и процессов использу-

ются признаки ограниченности и устойчивости решений соответствующих эво-

люционных уравнений. Ограниченность каждого решения уравнения на всей об-

ласти определения называется устойчивостью по Лагранжу. Ж. Ла-Саллем пред-

ложен метод исследования устойчивости по Лагранжу обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, который является развитием прямого метода Ляпунова. 

Структурную устойчивость линейных дифференциально-алгебраических уравне-

ний рассматривали, например, L. Dai, Ю. Е. Бояринцев, устойчивость полулиней-

ных уравнений данного типа не исследована. 

Таким образом, исследование глобальной разрешимости, устойчивости и 

неустойчивости по Лагранжу полулинейных дифференциально-алгебраических 

уравнений и анализ математических моделей с соответствующими уравнениями 

являются актуальной задачей как в теоретическом, так и в прикладном аспектах, в 

частности, при математическом моделирование динамики нелинейных радиотех-

нических цепей, производства корпорации предприятий, потоков в сетях, межот-

раслевого баланса экономики, робототехнических, механических и управляемых 

систем. 

Связь работы с научными программами, планами, темами. Диссерта-

ционная работа выполнена в рамках научных исследований, которые проводились 

в Харьковском национальном университете им. В. Н. Каразина. Основные науч-

ные результаты получены при выполнении НИР «Аналіз еволюційних задач з 

рівняннями типу Соболєва» (№ ГР 0111U010369, 2012–2014 гг.), в которой автор 

принимала участие как исполнитель. 

Цель и задачи исследования. Целью работы является получение условий 

глобальной разрешимости, устойчивости и неустойчивости по Лагранжу полули-

нейных дифференциально-алгебраических уравнений без использования глобаль-

ных условий Липшица, разработка метода их численного решения на любом за-

данном отрезке времени; исследование глобальной динамики математических мо-
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делей нелинейных радиотехнических цепей. 

Для достижения поставленной цели решаются следующие задачи: 

– сформулировать и доказать теоремы существования и единственности 

глобального решения задачи Коши для полулинейных дифференциально-

алгебраических уравнений без применения ограничений типа глобального усло-

вия Липшица; 

– сформулировать и доказать теоремы об устойчивости и неустойчивости 

по Лагранжу полулинейных дифференциально-алгебраических уравнений; 

– построить математические модели нелинейных радиотехнических цепей с 

сосредоточенными параметрами и применить полученные теоретические резуль-

таты к исследованию их динамики; 

– разработать численный метод нахождения решений полулинейного диф-

ференциально-алгебраического уравнения на любом заданном отрезке времени и 

провести численный анализ полученных математических моделей. 

Объект исследования – полулинейные дифференциально-алгебраические 

уравнения и математические модели нелинейных радиотехнических цепей. 

Предмет исследования – существование, единственность и устойчивость 

глобальных решений полулинейных дифференциально-алгебраических уравне-

ний, переходные процессы в нелинейных радиотехнических цепях. 

Методы исследования. При доказательстве теорем применяются метод 

продолжения решений с использованием дифференциальных неравенств и функ-

ций типа Ляпунова и Ла-Салля, теоремы о неявной функции, специальные блоч-

ные представления сингулярного операторного пучка и его компонент, дискрет-

ный вариант неравенства Гронуолла, предложенный А. Г. Руткасом метод спек-

тральных проекторов типа Рисса. Для разработки численного метода используют-

ся явная схема Эйлера, формула Тейлора и метод спектральных проекторов типа 

Рисса. 

Научная новизна полученных результатов. 

1. Получил дальнейшее развитие метод продолжения решений обыкновен-

ного дифференциального уравнения с использованием дифференциальных нера-
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венств и функций типа Ляпунова и Ла-Салля, а именно, получено обобщение тео-

ремы Ла-Салля о неограниченной продолжаемости решений, которое ослабляет 

ограничения на нелинейную часть уравнения. 

2. Предложена новая блочная структура операторных коэффициентов син-

гулярных дифференциально-алгебраических уравнений и метод ее построения, 

которые дополняют исследования относительно блочных структур сингулярного 

пучка операторов в конечномерных пространствах и позволяют привести исход-

ное уравнение к системе из чисто дифференциальных и чисто алгебраических 

уравнений. 

3. Сформулированы и доказаны новые теоремы существования и един-

ственности глобального решения задач Коши для обыкновенного полулинейного 

дифференциального уравнения и полулинейных дифференциально-

алгебраических уравнений с регулярным и сингулярным характеристическими 

пучками. Теоремы не содержат ограничений типа глобального условия Липшица, 

что позволяет получать условия глобальной разрешимости уравнений динамики 

для более широких классов прикладных задач, в которых возникают нелинейные 

математические модели с дифференциальными и дифференциально-

алгебраическими уравнениями. 

Получены новые теоремы, которые дают достаточные условия существова-

ния глобального решения недоопределенной системы и достаточные условия су-

ществования и единственности глобального решения переопределенной системы 

дифференциально-алгебраических уравнений. Эти теоремы являются частными 

случаями теоремы существования и единственности глобального решения задачи 

Коши для дифференциально-алгебраического уравнения с сингулярным пучком 

произвольного ранга. 

4. Впервые сформулированы и доказаны теоремы об устойчивости и не-

устойчивости по Лагранжу полулинейных дифференциально-алгебраических 

уравнений с регулярным и сингулярным характеристическими пучками. Теоремы 

дают достаточные условия существования и единственности глобального реше-

ния, ограниченного на всей области определения, и решения, которое имеет ко-

нечное время определения. 
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5. Для построенных математических моделей нелинейных радиотехниче-

ских устройств указаны ограничения, которые обеспечивают гладкую детермини-

рованную эволюцию состояний (переходных режимов) на бесконечном интервале 

времени, и условия, при которых соответствующие дифференциально-

алгебраические уравнения устойчивы по Лагранжу. Указанным ограничениям 

удовлетворяют определенные нелинейные функции, которые не являются гло-

бально липшицевыми, что позволяет гарантировать существование и ограничен-

ность глобальных решений уравнений динамики для более широких классов не-

линейных систем. 

Аналогичные утверждения справедливы для математических моделей ряда 

других систем и процессов, в частности, систем управления, потоков в сетях, про-

изводственно-экономических, робототехнических и механических систем, в кото-

рых возникают подобные дифференциально-алгебраические уравнения. 

6. Разработан и обоснован новый численный метод нахождения решений 

полулинейного дифференциально-алгебраического уравнения (c регулярным ха-

рактеристическим пучком) с учетом полученных условий существования и един-

ственности глобального решения. Приближенное решение вычисляется на любом 

заданном отрезке времени. По сравнению с известными методами решения урав-

нений данного типа, в разработанном методе ослаблены ограничения на нелиней-

ную часть уравнения и ее частные производные. Также эффективность метода 

обусловлена возможностью численно находить спектральные проекторы типа 

Рисса, с помощью которых исходное уравнение сводится к системе из чисто диф-

ференциального и алгебраического уравнений. 

Практическая значимость полученных результатов. Результаты диссерта-

ции могут быть использованы для исследования математических моделей с полули-

нейными дифференциальными уравнениями и дифференциально-алгебраическими 

уравнениями, у которых линейная часть характеризуется регулярным или сингуляр-

ным матричным пучком. Такие модели возникают в нелинейной радиотехнике, эко-

номике, теории управления, робототехнике и других областях науки и техники. 

Получены условия существования и единственности глобального решения, 
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наличие которого гарантирует достаточно долгий срок бесперебойного функцио-

нирования исследуемой реальной системы. 

В доказанных теоремах не используются требования типа глобального 

условия Липшица для нелинейной части уравнения, что дает возможность приме-

нять полученные теоретические результаты к более широким классам приклад-

ных задач. 

Результаты о глобальной разрешимости дифференциальных уравнений 

представляют интерес для теоретических исследований в комбинаторике, по-

скольку производящие функции для многих комбинаторных последовательностей 

удовлетворяют  определенным  функциональным  и  дифференциальным  уравне-

ниям. 

Результаты, полученные при исследовании математических моделей нели-

нейных радиотехнических цепей, могут быть использованы для анализа матема-

тических моделей других систем, в которых выделяются структурная геометрия в 

форме модельного графа и параметры составляющих элементов, в частности, при 

изучении сложных механических систем с сосредоточенными массами, математи-

ческих моделей кристаллических решеток и потоков в сетях. 

Разработанный численный метод позволяет находить приближенные реше-

ния полулинейного дифференциально-алгебраического уравнения на любом за-

данном отрезке времени. Теоретически доказанное существование точного гло-

бального решения гарантирует корректность численного метода. 

Результаты диссертационных исследований использованы при подготовке 

курсовых и дипломных работ и преподавании лекционных и практических заня-

тий, что подтверждено актом внедрения в учебный процесс Харьковского нацио-

нального университета им. В.Н. Каразина. 

Личный вклад соискателя. Все результаты диссертационной работы по-

лучены автором лично и опубликованы в работах [49, 52, 55, 64-75, 93-95]. В ра-

ботах, которые опубликованы в соавторстве, личный вклад автора состоит в сле-

дующем: в [55] сформулирована и доказана теорема существования и единствен-

ности глобального решения задачи Коши для полулинейного дифференциально-
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алгебраического уравнения с регулярным характеристическим пучком; в [49] по-

строены математические модели нелинейных радиотехнических фильтров и уста-

новлены условия гладкой детерминированной эволюции состояний на бесконеч-

ном интервале времени; в [52] изложена теорема существования и единственно-

сти глобального решения задачи Коши для полулинейного дифференциально-

алгебраического уравнения и результаты ее применения. 

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертации доклады-

вались и обсуждались на международных конференциях, семинаре: международ-

ные конференции «Современные проблемы математики и ее приложения в есте-

ственных науках и информационных технологиях» (г. Харьков, 2011–2013 гг.), 

международные конференции «Тараповские чтения - 2012», «Тараповские чте-

ния - 2013» (г. Харьков, 2012 г., 2013 г.), VI, VII Міжнародні наукові конференції 

«Обчислювальна та прикладна математика» ім. академіка І. І. Ляшка (г. Киев, 

2013 г., 2014 г.), Международная конференция «Воронежская зимняя математиче-

ская школа С. Г. Крейна – 2014» (г. Воронеж, 2014 г.), Международный семинар 

«Численное моделирование методами дискретных особенностей в математиче-

ской физике» (г. Харьков, 2014 г.), XXIII Міжнародна науково-практична конфе-

ренція «Інформаційні технології: наука, техніка, технологія, освіта, здоров’я» (г. 

Харьков, 2015 г.), XVII Международный симпозиум «Методы дискретных осо-

бенностей в задачах математической физики» (г. Сумы, 2015 г.), III International 

Conference “Analysis and Mathematical Physics” (г.Харьков, 2015 г.). 

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 18 научных работ 

[49, 52, 55, 64-75, 93-95], из них 7 статей в журналах (5 статей [49, 55, 66, 73, 75] в 

журналах, которые включены в перечень научных специализированных изданий 

Украины, в том числе один журнал включен в международные наукометрические 

базы данных;  2 статьи [65, 93] в зарубежных журналах, которые включены в 

международные и зарубежные наукометрические базы данных), 1 статья [68] в за-

рубежном сборнике материалов международной конференции и 10 тезисов докла-

дов, которые опубликованы в материалах и сборниках трудов научных конферен-

ций [52, 64, 67, 69-72, 74, 94, 95]. 
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РАЗДЕЛ 1 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ФИЗИЧЕСКИХ 

И ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ УРАВНЕНИЯМИ 

 

Дифференциально-алгебраические (дескрипторные, вырожденные) уравне-

ния имеют большой спектр практического применения. Такие уравнения возни-

кают при математическом моделировании динамики физических, экономических 

и технических процессов и объектов из-за наличия алгебраических связей между 

координатами вектора состояния. Эти связи могут возникать при учете механиче-

ских ограничений, законов сохранения энергии и материи, определенных эконо-

мических и физических взаимодействий. 

Полулинейные дифференциально-алгебраические уравнения возникают при 

математическом моделировании в экономике [41, 42, 78], робототехнике [97, 110, 

119], теории управления [48, 84, 90, 103, 105], радиотехнике [13, 18, 50, 56, 85, 87, 

88, 111, 113, 114] и других областях науки и техники. 

 

1.1 Моделирование переходных процессов в нелинейных                       

радиотехнических цепях с сосредоточенными параметрами 

 

Электрическая цепь представляет собой совокупность основных и вспомо-

гательных элементов, соединенных между собой с помощью проводов. Основны-

ми элементами цепи являются источники и приемники электрической энергии, а 

также преобразовательные устройства. К вспомогательным элементам относятся 

выключатели и переключатели различного назначения, аппараты автоматизиро-

ванного управления, электроизмерительные приборы, резисторы для регулирова-

ния тока, напряжения и мощности приемников, защитные устройства [7, 29]. Ра-

диотехнические цепи составляются в основном из резисторов (активных сопро-

тивлений), катушек индуктивности и конденсаторов. 

Для количественной оценки процессов, происходящих в цепях, использу-
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ются величины, называемые параметрами цепи. Параметром, определяющим по-

тери энергии, является сопротивление r . Индуктивность L  количественно ха-

рактеризует связанное с цепью магнитное поле, емкость C  определяет связанное 

с цепью электрическое поле. Иногда вместо сопротивления удобнее пользоваться 

обратной величиной 
r

g
1

 , называемой проводимостью. В линейных электриче-

ских цепях параметры r , L , C  не зависят от внешних сил (напряжения, тока) и 

процессы описываются линейными алгебраическими и дифференциальными 

уравнениями. Если величина какого-либо из параметров цепи зависит от тока или 

напряжения, определяемая этим параметром зависимость является нелинейной. В 

таких системах процессы описываются нелинейными уравнениями, и соответ-

ствующие цепи называются нелинейными. Если напряжение и ток на всех эле-

ментах не зависят от пространственных координат, то такую цепь называют це-

пью с сосредоточенными параметрами. 

Таким образом, при моделировании процесса, происходящего в электриче-

ской цепи, возникает система дифференциально-алгебраических уравнений, век-

торная форма которой имеет вид дифференциально-алгебраического уравнения 

относительно вектора состояния. Вектор состояния выбирается так, чтобы по его 

компонентам можно было однозначно определить все токи и напряжения в цепи. 

Под переходным процессом понимают процесс перехода от одного режима 

работы цепи к другому. Переходные процессы возникают при замыкании или 

размыкании выключателей и при изменении величин параметров цепи. Исследо-

вание переходных процессов (преобразований сигналов) в линейных и нелиней-

ных радиотехнических цепях подробно описано в [7, 22, 25, 27, 29]. Построение 

математических моделей переходных процессов с линейными и полулинейными 

дифференциально-алгебраическими уравнениями типа (2.1) изложено в [17, 18, 

49, 49, 50, 56, 73, 85, 87, 88, 93, 96, 111, 114]. Чтобы изучить переходный процесс, 

возникающий в цепи, необходимо найти решение соответствующего дифферен-

циально-алгебраического уравнения и исследовать его поведение вдоль всей вре-

менной полуоси. При этом начальные значения следует задавать исходя из усло-
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вий согласования, возникающих в связи с наличием в системе алгебраических 

связей. 

В цепях радиотехнических устройств часто одновременно протекают токи 

различных частот. Обычно токи некоторых из этих частот должны воздействовать 

на последующие элементы схемы, а воздействие токов других частот является 

вредным. Поэтому возникает необходимость в отделении токов одних частот от 

других и эту задачу решают с помощью электрических фильтров (радиотехниче-

ских, если фильтр используется в радиотехническом устройстве). Сведения о 

назначение и классификация электрических фильтров даны в [7, 27]. 

Метод построения математической модели переходного процесса в радио-

технической цепи с сосредоточенными параметрами рассматривается на примере 

электрической цепи четырехполюсного радиотехнического фильтра (четырехпо-

люсника), изображенного на рис. 1.1 [49, 69]. Заданы входные токи 1I , 2I , линей-

ные сопротивления 1r , 2r , линейная проводимость g , индуктивность L , емкость 

C , нелинейные сопротивления 1 , 2  и проводимости 1h , 2h .  

 

Рисунок 1.1 – Схема электрической цепи четырехполюсника 

 

Предполагается, что внешние токи )(1 tI , )(2 tI  являются непрерывными при 

0t  скалярными функциями, сосредоточенные параметры L , C , 1r , 2r , g  – по-

стоянными вещественными положительными величинами, нелинейные сопротив-

ления )(1 y , )(2 y  и проводимости )(1 yh , )(2 yh  – непрерывно дифференцируе-
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мыми на   скалярными функциями. 

Неизвестные токи LI , I , CI , gI , 
k

I , 
khI , 

kr
I , 21,=k  и напряжения LU , 

CU , gU , 
k

U , 
khU , 

kr
U , 21,=k  удовлетворяют уравнениям Кирхгофа:  
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211122111
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Электрические режимы элементов цепи описываются следующими уравне-

ниями относительно токов и напряжений: 

 

,=2;1,=,)(=,)(=,= ggkhkkhkkkkrkkr
guIkUhIIUIrU    

.=,=
dt

dU
CI

dt

dI
LU C

C
L

L  

 

С помощью элементарных преобразований из приведенных уравнений ис-

ключаются все переменные, кроме 
11 = Ix , LIx =2 , CUx =3  и заданных токов 1I , 

2I . Обозначим ))((=)( 1111 xhx  . Введенные переменные удовлетворяют системе 

уравнений: 

 

),()()(= 221111322112 xxrxxxrxrx
dt

d
L                         (1.1) 

),()()(= 3212313 xhxtIxgxx
dt

d
C                               (1.2) 

).()(= 1121 xtIxx                                              (1.3) 

 

Векторная форма системы имеет вид полулинейного дифференциально-

алгебраического уравнения (2.1) ),(=)()]([ xtftBxtAx
dt

d
 , где 
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Вектор x , определяющий внутреннее состояние электрической цепи, назы-

вается вектором состояния. 

В данном случае матрицы A , B  являются квадратными, поскольку процес-

сы, происходящие в рассмотренной электрической цепи, однозначно определяют-

ся заданными параметрами и соответствующая система содержит одинаковое ко-

личество уравнений и неизвестных. Вообще говоря, для однозначного определе-

ния внутреннего состояние электрической цепи четырехполюсника необходимо 

знать два входных параметра: входной ток и напряжение, или два входных тока, 

или два напряжения. Для двухполюсников, соответственно, достаточно задать 

один входной параметр. Иногда возникает необходимость рассмотреть более 

сложные задачи. Например, если для определения внутреннего состояния цепи 

четырехпрлюсника задан лишь один входной параметр, то соответствующая си-

стема уравнений будет недоопределена. И наоборот, если при рассмотрении цепи 

двухполюсника заданы два параметра (например, входной ток и ток на каком-

либо из участков цепи), соответствующая система уравнений будет переопреде-

лена. В таких случаях возникают дифференциально-алгебраические уравнения 

вида (2.1) с прямоугольными матрицами. Подробнее задачи для электрических 

цепей с недоопределенными и переопределенными системами дифференциально-

алгебраических уравнений рассмотрены в подразделах 4.3, 4.4 и пунктах 5.3.3, 

5.3.4. 

В реальных радиотехнических системах встречаются токи, напряжения и 

сопротивления в виде степенных, синусоидальных, экспоненциальных и других 

функций. Например, переменный ток чаще всего изменяется по синусоидальному 
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закону, экспоненциальный ток возникает при разрядке или зарядке конденсатора 

[7, 22, 25, 27, 29]. 

Дифференциально-алгебраические уравнения, возникающие при моделиро-

вании динамики электрической цепи, содержат коэффициенты, которые зависят 

от топологии и параметров цепи. Эту зависимость можно записать в явном виде в 

терминах матриц параметров и топологических матриц циклов и сечений графа, 

которому соответствует схема цепи. Применение теории графов для построения 

математических моделей электрических цепей описано в [51, 53, 54, 57]. 

Как правило, нахождение точных решений полулинейных дифференциаль-

но-алгебраических уравнений, описывающих модели электрических цепей, явля-

ется слишком трудоемким процессом либо не представляется возможным из-за 

наличия нелинейностей и алгебраических связей. На практике находят прибли-

женные решения соответствующих уравнений на некотором заданном отрезке 

времени. Для полноценного анализа переходного процесса важно иметь возмож-

ность исследовать поведение решения на сколь угодно большом временном от-

резке ],[ 0 Tt  ( 00 t ). В настоящей работе предложен численный метод решения 

ДАУ (2.1) на заданном отрезке ],[ 0 Tt  для любого 0>T  (см. подраздел 6.1, [75]). 

Приведены графики найденных решений и проведен анализ полученных резуль-

татов (см. подразделы 6.2, 6.3). 

 

1.2 Динамическая модель межотраслевого баланса экономики 

 

Межотраслевой баланс экономики страны можно представить как систему 

взаимосвязанных отраслей хозяйства. Эта взаимосвязь состоит в более или менее 

устойчивых потоках товаров и услуг, которые связывают друг с другом все секто-

ры экономики. Иностранные государства рассматриваются как отдельная отрасль 

хозяйства. Классической моделью межотраслевого баланса является схема         

затраты-выпуск, созданная В. Леонтьевым [37]. Анализ межотраслевого баланса 

экономики проводится во многих странах, он позволяет оценить и прогнозировать 

развитие экономики. Исследование динамических моделей межотраслевого ба-
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ланса Леонтьева проводилось многими авторами (см., например, [31, 41, 87]). В 

[41] рассмотрены динамические модели леонтьевского типа с неоклассическими 

производственными функциями и с набором технологических способов (процес-

сов). 

Рассмотрим динамическую модель межотраслевого баланса экономики, 

охватывающей n  отдельных отраслей. Вектор nx   определяет выпуск валового 

продукта (потоки выпуска всех товаров и услуг), вектор nf   – конечный спрос 

(непроизводственное потребление товаров и услуг), )(= ijsS  – матрица коэффи-

циентов потоков, где коэффициент ijs  показывает количество единиц продукции 

отрасли i , поглощенное отраслью j  для выпуска единицы своей продукции, 

)(= ijrR  – матрица коэффициентов основных фондов (капитального оборудова-

ния), где ijr  – количество единиц продукции отрасли i , необходимое для увеличе-

ния на единицу выпуска продукции отрасли j . Обозначим RA = , SEB = , где 

E  – единичная матрица порядка n . Открытая динамическая система уравнений 

затрат-выпуска [37] имеет вид линейного дифференциально-алгебраического 

уравнения: 

 

).(=)(
)(

tftBx
dt

tdx
A       (1.4) 

 

В случае, когда сокращается производство некоторых отраслей (часть ос-

новных фондов используется полностью и соответствующие коэффициенты рав-

ны нулю) либо накопленные основные фонды могут быть частично потреблены 

(сокращение основных фондов равняется потребностям в замене и текущем ре-

монте, а соответствующие коэффициенты основных фондов и потоков становятся 

нулевыми), матрица A  необратима. Большинство математических моделей, соот-

ветствующих реальным экономическим процессам, являются нелинейными, и в 

общем случае функция f  в уравнение (1.4) может нелинейно зависеть от x . 

Экономические модели с дифференциально-алгебраическими уравнениями, 
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содержащими нелинейную часть, рассмотрены в [14, 42, 78]. Исследование моде-

лей динамики развития корпораций из нескольких предприятий со стохастиче-

скими дифференциальными уравнениями, не разрешенными относительно стоха-

стического дифференциала, проводилось в [12, 15, 16]. Уравнения леонтьевского 

типа с белым шумом рассмотрены в [20]. 

 

1.3 Дескрипторные системы в теории управления и робототехнике 

 

Систему дифференциально-алгебраических уравнений (дифференциальное 

уравнение с вырожденным оператором при производной) в теории управления ча-

сто называют дескрипторной системой. Данные системы исследуются, например, 

в [5, 6, 84, 87, 88, 90, 98, 104–106, 108, 114]. Полулинейные и нелинейные де-

скрипторные системы рассматриваются в [85, 103]. 

Полулинейная дескрипторная система с постоянными коэффициентами 

имеет вид  








),,,(=

),,,(=

uxtgDuCxy

uxtfBuAxxW
 где nx  , py  , lu  ,  It , 

),(),,( mlnICuxtf   , ),(),,( plnICuxtg   , DCBAW ,,,,  – веще-

ственные матрицы размеров соответственно nm , nm , lm , np , lp . Век-

тор x  задает состояние системы, u  – управление (вектор входных переменных), 

y  – выход (вектор выходных переменных). Обычно система имеет начальные 

условия: 00 =)( xtx , It 0 . Дескрипторная система разрешима на интервале I , ес-

ли можно найти допустимое управление )(tu  такое, что на I  существует ее реше-

ние. Поэтому вопрос о глобальной разрешимости и устойчивости дифференци-

ально-алгебраических уравнений (2.1) представляет интерес для теории управле-

ния. 

При исследовании динамики управляемых многозвенных механизмов           

и интеллектуальных роботов [110, 119] возникает ДАУ вида 

),()(ˆ=)(ˆ])(ˆ[
2

2

tutKytBytA
dt

d
  которое с помощью понижения порядка сводит-

ся к уравнению ).()(=)(])([ tfutKxtBxtA
dt

d
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Выводы по разделу 1 

 

1. Представленный обзор конкретных математических моделей показывает, 

что важными для практики являются классы моделей с полулинейными диффе-

ренциально-алгебраическими уравнениями, у которых линейная часть характери-

зуется регулярным или сингулярным операторным (матричным) пучком. 

2. К настоящему времени недостаточно разработаны и исследованы задачи 

для электрических цепей с недоопределенными и переопределенными системами 

дифференциально-алгебраических уравнений. Подобные системы уравнений воз-

никают при исследовании математических моделей в условиях неполных данных 

и при рассмотрении обратных задач. 

3. Важен вопрос о глобальной разрешимости ДАУ, поскольку наличие гло-

бального по времени решения гарантирует достаточно долгий срок бесперебойно-

го функционирования соответствующей реальной системы, а также представляет 

интерес для теории динамических систем и прикладного программирования. В 

частности, теоретически доказанное существование глобального решения позво-

ляет вычислить его с помощью численных методов на любом заданном интервале 

времени. 
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РАЗДЕЛ 2 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОБЗОР ОСНОВНЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 

 

2.1 Задача Коши для дифференциально-алгебраических уравнений. 

Проблемы и методы исследования 

 

В работе исследуется задача Коши для системы дифференциально-

алгебраических уравнений, векторная форма которой имеет вид полулинейного 

дифференциально-алгебраического уравнения (ДАУ)   

 

),,()()]([ xtftBxtAx
dt

d
     (2.1) 

 

с начальным условием   

 

00 =)( xtx ,          (2.2) 

 

где 0, 0 tt , nxx 0, ; 

mnxtf  )[0,:),(  – непрерывная функция; 

mnBA  :,  – линейные операторы, которым соответствуют         

)( nm -матрицы BA, . 

Определение 2.1.1. Функция )(tx  называется решением задачи Коши (2.1), 

(2.2) на некотором интервале ),[ 10 tt , 1t , если )(tx )),,([ 10
nttC  , 

)),,([)( 10
1 nttCtAx  , )(tx  удовлетворяет начальному условию (2.2) и уравнению 

(2.1) на ),[ 10 tt . 

Наряду с (2.1) рассмотрено уравнение ),(=)()( xtftBxtx
dt

d
A   (см. подраз-

дел 3.2). 

Влияние левой части уравнения (2.1) определяется свойствами характери-
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стического пучка операторов BA , где   – комплексный параметр. Введем 

комплексные расширения Â , B̂  операторов A , B , действующие из n  в m . Пу-

чок операторов BA  является регулярным, если множество 

)},()ˆˆ(:{=)ˆ,ˆ( 1 nmLBABA     регулярных точек соответствующего ком-

плексного пучка BA ˆˆ   нетривиально. В противном случае, т.е. при  =)ˆ,ˆ( BA , 

пучок называется сингулярным. В [19] даны следующие определения: пучок мат-

риц BA  называется регулярным, если BA,  – квадратные матрицы одного и то-

го же порядка и 0)(det  BA , в остальных случаях, т. е. при mn   или mn =  и 

0)(det  BA , пучок называется сингулярным. В дальнейшем будут использо-

ваться указанные ниже определения. 

Определение 2.1.2. [19] Рангом пучка матриц BA  называется наиболь-

ший из порядков миноров пучка, не равных тождественно нулю. 

Определение 2.1.3. Пусть )(=),( BArgBAr   – ранг пучка BA . Пучок 

BA  называется регулярным, если ),(== BArmn , в остальных случаях, т. е. 

при mn   или mn =  и nBAr <),( , пучок называется сингулярным [93]. 

В настоящей работе рассматриваются полулинейные дифференциально-

алгебраические уравнения с регулярным характеристическим пучком индекса 1 и 

сингулярным характеристическим пучком, который может иметь регулярную 

компоненту индекса 1. В литературе подобные дифференциальные уравнения, не 

разрешенные относительно старшей производной, называют также вырожденны-

ми, алгебро-дифференциальными, дескрипторными, сингулярными. Согласно 

принятой в статье [56] А. Г. Руткаса терминологии, в данной работе сингулярным 

дифференциально-алгебраическим уравнением называется дифференциально-

алгебраическое уравнение с сингулярным характеристическим пучком, которому, 

в частности, отвечают недоопределенная (количество уравнений меньше количе-

ства неизвестных) и переопределенная (количество уравнений больше количества 

неизвестных) системы дифференциально-алгебраических уравнений. 

Исследованием существования, единственности и свойств решений линей-

ных дифференциально-алгебраических уравнений занимались многие авторы [3, 
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8, 9, 18, 26, 43, 59, 61, 86–89, 111]. Для полулинейных дифференциально-

алгебраических уравнений с регулярным характеристическим пучком условия ло-

кальной разрешимости представлены в работах  [18, 50, 63, 71, 80, 85, 102, 111, 

112]. 

Классические результаты в исследовании сингулярных линейных диффе-

ренциально-алгебраических уравнений принадлежат Л. Кронекеру [19]. В [56] 

описаны условия локальной разрешимости сингулярного полулинейного ДАУ. 

Разрешимость недоопределенной и переопределенной системы нелинейных диф-

ференциально-алгебраических уравнений рассматривалась в [105]. 

Вопросы, связанные со структурной устойчивостью линейных дескриптор-

ных систем управления, можно найти в [90], с устойчивостью линейных ДАУ – в 

[11, 121]. В [10] даются условия приводимости полулинейного алгебро-

дифференциального уравнения с регулярным матричным пучком к невырожден-

ной системе обыкновенных дифференциальных уравнений. Разрабатывались ме-

тоды редукции ДАУ к дифференциальному уравнению [92, 116] и дифференци-

альному включению [92, 115, 117, 118]. 

Глобальная разрешимость линейных дифференциальных уравнений снеоб-

ратимым оператором при производной изучалась в [2]. Известны теоремы о гло-

бальной разрешимости полулинейных ДАУ, которые содержат глобальное усло-

вие Липшица для нелинейной части уравнения (см., например, [18, 100, 109]). Од-

нако это условие является слишком ограничительным и может оказаться избы-

точным для существования глобальных решений. 

Основную проблему для исследования глобальной разрешимости и устой-

чивости порождает нелинейная функция ),( xtf  в правой части уравнения. Даже 

для обыкновенного дифференциального уравнения легко привести пример, когда 

глобальное решение не существует ( 3=/ xdtdx ). Для решения данной проблемы 

используется метод, основанный на результатах из [36, 73] (см. п. 2.2.4). 

Другая проблема – наличие необратимой матрицы при производной и, соот-

ветственно, присутствие алгебраических уравнений в рассматриваемой системе. 

Одним из наиболее эффективных и часто используемых способов решения дан-
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ной проблемы является сведение исходного ДАУ к эквивалентной системе из чи-

сто дифференциальных и чисто алгебраических уравнений. Для этого могут ис-

пользоваться специальные блочные представления характеристического опера-

торного пучка и его компонент, а также соответствующие проекторы (см. подраз-

делы 2.5, 2.4). 

 

2.2 Методы исследования глобальной разрешимости обыкновенных 

дифференциальных уравнений 

 

Рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений   

 

),(= xtfx      (2.3) 

 

с начальным условием 

 

,=)( 00 xtx      (2.4) 

 

где 0, tt , nxx 0, ; 

функция nExtf :),(  непрерывна на некотором ),( xt -множестве 

1 nE  . 

Решением системы (2.3) называется непрерывно дифференцируемая           

n -мерная вектор-функция )(tx , определенная на некотором интервале ),( 21 rr  и 

удовлетворяющая системе (2.3). 

Пусть )(t  и )(t  – решения системы (2.3), определенные, соответственно, 

на интервалах ),( 21 rr  и ),( 21 ss . Решение )(t  называется продолжением решения 

)(t , если ),(),( 2121 ssrr  . Решение будем называть непродолжаемым, если не 

существует никакого отличного от него решения, являющегося его продолжением. 

Для доказательства существования глобальных решений (на полубесконеч-
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ном интервале ),[ 0 t ) дифференциальных и интегральных уравнений применяют-

ся различные методы продолжения решений с использованием интегральных и 

дифференциальных неравенств, метод сравнения, метод верхних и нижних (мак-

симальных и минимальных) решений, метод предельных уравнений. Описание и 

способы применения указанных методов даны, например, в [1, 33, 45, 77] и моно-

графиях [35, 36, 39, 40]. Известно, что система обыкновенных дифференциальных 

уравнений (2.3) может быть сведена к системе интегральных уравнений. В связи с 

этим, исследование существования и ограниченности решений (локальных и гло-

бальных) обыкновенного дифференциального уравнения вида (2.3) связано с со-

ответствующими исследованиями для эквивалентного интегрального уравнения. 

Одним из методов исследования дифференциальных и интегральных уравнений 

является метод верхних и нижних решений с применением интегральных нера-

венств. В [39] рассмотрены условия, обеспечивающие существование верхних и 

нижних решений дифференциального уравнения (2.3) и соответствующего инте-

грального уравнения Вольтерра, даны оценки решений и их интервалов суще-

ствования для уравнений (2.3) и Вольтерра, для интегральных уравнений опреде-

ленного типа приведены условия существования максимального (непродолжаемо-

го) решения, рассмотрены вопросы устойчивости. В [1] исследуются оценки ре-

шений системы интегральных уравнений Вольтерра и условия продолжаемости 

решений на интервал ),[ ba  ( b ). Методы продолжения решений с использова-

нием дифференциальных неравенств и принципа сравнения представлены в рабо-

тах [33, 35, 36]. В работах [23, 60] установлены условия существования и един-

ственности ограниченного на   глобального решения для, соответственно, диф-

ференциально-функционального уравнения и нелинейного дифференциального 

уравнения с экспоненциально дихотомической главной частью, которые в част-

ном случае имеют вид (2.3). При этом в первой работе исходное уравнение сво-

дится к системе эквивалентных интегральных уравнений и применяется ограни-

чение типа глобального условия Липшица, во второй работе также используется 

глобальное условие Липшица. 
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2.2.1 Метод продолжения решений. Классические теоремы 

 

Пусть )(tx  является решением системы (2.3) в некотором интервале J .   

Интервал J  называется правым максимальным интервалом существования       

решения )(tx , если не существует продолжения )(tx  на какой-либо интервал 1J , 

при котором )(tx  оставалось бы решением системы (2.3) (подразумевается, что 

J  – собственное подмножество интервала 1J , т. е. J  и 1J  имеют различные пра-

вые концы). Аналогично определяется левый максимальный интервал существо-

вания решения )(tx . 

Максимальный интервал существования определяется как интервал, явля-

ющийся одновременно и левым, и правым максимальным интервалом существо-

вания. 

Ниже представлен первый вариант классической теоремы о продолжении 

решения [77, с. 24, теорема 3.1]. 

Теорема 2.2.1 (о продолжении решения). Пусть функция ),( xtf  непрерыв-

на на открытом ),( xt -множестве E , и пусть )(tx  является на некотором ин-

тервале решением системы (2.3). Тогда решение )(tx  может быть продолжено 

на максимальный интервал существования ),(   . Кроме того, если ),(    – 

максимальный интервал существования, то )(tx  стремится к границе E  мно-

жества E  при t  и t . 

Замечание 2.2.1. Продолжение )(tx , вообще говоря, не обязательно будет 

единственным, и соответственно   зависит от выбора продолжения. 

Утверждение Etx
t




)(  означает, что либо  = , либо  <  и при t , 

близких к  , точки ))(,( txt  не принадлежат ни одному компактному подмноже-

ству множества E . 

Следствие 2.2.1. [77, с. 26, следствие 3.1] Пусть функция ),( xtf  

),],([ 00
nnattC  , <a , и )(tx  является решением задачи Коши (2.3), (2.4) 
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на правом максимальном интервале J . 

Тогда или ],[= 00 attJ  , или ),[= 0 tJ , at  0  и 
t

tx )( . 

Следствие 2.2.2. [77, с. 26, следствие 3.2] Пусть ),( xtf  непрерывна на за-

мыкании E  открытого ),( xt -множества E , и пусть задача Коши (2.3), (2.4) об-

ладает решением )(tx  на правом максимальном интервале J . 

Тогда или ),[= 0 tJ , или ],[= 0 tJ , <  и Ex  ))(,( , или ),[= 0 tJ , 

<  и 
t

tx )( . 

Из теоремы 2.2.1 и замечания 2.2.1 вытекает следующее утверждение: 

Следствие 2.2.3. Пусть ),),([),( 0
nntCxtf   и пусть задача Коши 

(2.3), (2.4) обладает решением )(tx  на правом максимальном интервале J . 

Тогда или ),[= 0 tJ , или ),[= 0 tJ , <  и 
t

tx )( . 

Для формулировки другого варианта классической теоремы о продолжении 

решения понадобится следующая теорема существования и единственности. 

Теорема 2.2.2. [45, с. 22, теорема 2] Пусть функция ),( xtf  непрерывна вме-

сте со своими частными производными 
j

i

x

xtf



 ),(
, nji 1,=,  на некотором откры-

том множестве 1 nE  . Тогда для каждой точки Ext ),( 00  существует ре-

шение )(tx  системы (2.3), определенное на некотором интервале, содержащем 

точку 0t , и удовлетворяющее условию (2.4). Если имеются два каких-либо реше-

ния )(t , )(t  системы (2.3), удовлетворяющих условию 000 =)(=)( xtt  , причем 

каждое решение определено на своем собственном интервале значений, содер-

жащем точку 0t , то эти решения совпадают на общем интервале определения. 

Ниже рассмотрен второй вариант классической теоремы о продолжении 

решения [45, с. 173–174]. 

Теорема 2.2.3 (о продолжении решения). Пусть выполнены условия теоре-

мы 2.2.2. Тогда справедливо: 



 29 

а) существует непродолжаемое решение системы (2.3) с произвольными 

начальными значениями из E ; 

б) непродолжаемое решение является продолжением любого другого реше-

ния системы (2.3), с которым оно совпадает хотя бы при одном значении t ; 

в) если два непродолжаемых решения системы (2.3) совпадают между со-

бой хотя бы для одного значения t , то они полностью совпадают, т. е. имеют 

один и тот же интервал определения и равны на нем; 

г) пусть 0E  – замкнутое ограниченное множество, содержащееся в от-

крытом множестве E , и )(tx  – некоторое непродолжаемое решение системы 

(2.3), определенное на интервале ),( 21 mm . Тогда существует отрезок 

),(],[ 2121 mmrr   такой, что точка ))(,( txt  находится вне множества 0E , когда t  

не принадлежит отрезку ],[ 21 rr . 

Проведем сравнительный анализ теорем 2.2.1, 2.2.3. Из пунктов а) – в) тео-

ремы 2.2.3 следует, что каждое решение может быть продолжено до непродолжа-

емого, и притом единственным образом. Согласно теореме 2.2.1, решение может 

быть продолжено на максимальный интервал существования, то есть продолжено 

до непродолжаемого, но, в отличие от теоремы 2.2.3, не утверждается единствен-

ность продолжения. В пункте г) теоремы 2.2.3 говорится, что непродолжаемое 

решение покидает любое замкнутое ограниченное множество (компакт в конеч-

номерном пространстве), как и в утверждение теоремы 2.2.1 (с учетом замечания 

2.2.1) о том, что решение )(tx , продолженное на максимальный интервал суще-

ствования ),(   , стремится к границе E  множества E  при t  и t . 

Условия теорем имеют следующие различия: в теореме 2.2.3 требуется непрерыв-

ность правых частей системы обыкновенных дифференциальных уравнений по 

совокупности переменных и непрерывность их частных производных по x , а в 

теореме 2.2.1 – только непрерывность правых частей по совокупности      пере-

менных. 
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2.2.2 Метод сравнения. Теорема Уинтнера 

 

Пусть ),( utU  – некоторая непрерывная скалярная функция на плоском 

),( ut -множестве 2E . 

Решение )(= 0 tuu  задачи Коши   

 

,=)(),,(= 00 utuutUu      (2.5) 

 

называется максимальным (верхним), если для любого другого решения )(tu  за-

дачи (2.5) выполнено неравенство   

 

)()( 0 tutu        (2.6) 

 

при всех t , принадлежащих их общему интервалу существования. Аналогично, 

решение )(= 0 tuu  задачи Коши (2.5) называется минимальным (нижним), если для 

любого решения )(tu  задачи (2.5) выполнено неравенство )()( 0 tutu   при всех t , 

принадлежащих их общему интервалу существования. 

Лемма 2.2.1. [77, с. 38, лемма 2.1] Пусть ),( utU  непрерывна в прямоуголь-

нике }||,|),{(= 000 buuatttutD  ; MutU |),(|  и )/,(min= Mba . 

Тогда задача Коши (2.5) имеет на отрезке ],[ 00 tt  такое решение 

)(= 0 tuu , что для любого решения )(= tuu  задачи ),(= utUu , 00)( utu   выполнено 

неравенство (2.6) на отрезке ],[ 00 tt . 

Из этой леммы и доказательства теоремы 2.2.1 о продолжении решения вы-

текает следующая теорема существования максимального и минимального реше-

ний. 

Теорема 2.2.4. [77, с. 38, теорема 2.1] Пусть ),( utU  непрерывна на некото-

ром открытом множестве 2E  и Eut ),( 00 . Тогда задача (2.5) имеет мак-

симальное и минимальное решения. 
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Лемма 2.2.2. [77, с. 41, следствие 4.3] Пусть функция 0),( utU  непрерывна 

в открытом ),( ut -множестве E ; )(= 0 tuu  – максимальное решение задачи Коши 

),(= utUu , 0
0 =)( utu ; )(= 0 tuu  – минимальное решение задачи Коши ),(= utUu  , 

00 =)( utu  0)( 0 u . Пусть )(= txx  – некоторая непрерывно дифференцируемая 

вектор-функция, определенная на отрезке ],[ 00 tt  и такая, что 0
00 )( utxu  , 

Etxt ))(,(  и   

 

 ].,[),)(,()( 00  ttttxtUtx  

 

Тогда на любом общем интервале существования )(0 tu  и )(tx  ( )(0 tu  и )(tx ) 

справедливо первое (второе) неравенство )()(0 txtu  , )()( 0 tutx  . 

Из этой леммы и следствия 2.2.1 вытекают утверждения следующей теоре-

мы. 

Теорема 2.2.5 (Уинтнера [77, с. 43, теорема 5.1]). Пусть ),( utU  непрерывна 

в области 0},|),{( 00  uatttut  и максимальное решение задачи Коши (2.5) 

0)( 0 u  существует на ],[ 00 att  ; например, пусть )(=),( uutU  , где )(u  – не-

прерывная и положительная при 0u  функция, такая, что   

 

 0).>(=
)(

c
u

du

c






 (2.7) 

 

Предположим, что ),( xtf  непрерывна для любых nattxt  ],[),( 00  и 

удовлетворяет условию 

 

 ).,(),( xtUxtf   (2.8) 

 

Тогда максимальный интервал существования решения задачи Коши (2.3), 
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(2.4), где 00 ux  , совпадает с ],[ 00 att  . 

Замечание 2.2.2. [77] Ясно, что условие (2.8) необходимо потребовать 

только для больших x . 

В теореме 2.2.5 можно взять функцию )()(=),( ututU  , где функция 

0)(  t  интегрируема на ],[ 00 att  , а )(u  непрерывна и положительна для 0u  

и удовлетворяет условию (2.7). 

Так как 0>)(u , то для любого решения )(tu  задачи (2.5) ( 00 u ) выпол-

нено: .
)(

)(

)(

1
sup=

))((

)(

)(

1
sup

))(()(

)(
=

0
],[

0
],[

0

0

0000 u

du
tu

tsu

dssu
t

tsus

dssu
t

tt
uattttatttt 




















 




 

Аналогично доказательству теоремы 2.2.5 получаем, что для данной функ-

ции ),( utU  максимальное решение задачи Коши (2.5), 00 u , существует на 

],[ 00 att  , следовательно, ее можно использовать в теореме 2.2.5. 

Замечание 2.2.3. Если в доказательстве теоремы 2.2.5 применить следствие 

2.2.3 вместо следствия 2.2.1, можно заменить интервал ],[ 00 att   на ),[ 0 t  и про-

водить исследование глобальной разрешимости. Однако данная теорема не всегда 

эффективно применима. Поясним это на примере. 

Пример 2.2.1. Рассмотрим задачу Коши 3= xx  , 00 =)( xtx , где 0>0x , 

0, 0 tt  выбрано так, чтобы удовлетворять условиям теоремы 2.2.5. Ее решение 

2
00 )2(

1
=

 xtt
x  существует на ),[ 0 t . 

Попробуем воспользоваться теоремой 2.2.5 (Уинтнера). Для этой задачи 

3=),( xxtf  . Пусть 31)(=)(  uu . Тогда )(u  – непрерывная и положительная 

при 0u  функция такая, что |)(||||),(| 3 xxxtf  , но 

223 1)2(

1
=

1)2(

1
=

1)(
lim


















 




cuu

du
N

c
Nc

, следовательно, не выполнено (2.7). 

Если рассмотреть задачу Коши (2.5), 00 u , где 31)(=)(=),(  uuutU , то 

видно, что ее положительное решение (решение единственное и оно является 



 33 

максимальным) 1
1)()2(

1
=

2
00


 utt

u  не существует на всем интервале 

),[ 0 t . Следовательно, воспользоваться теоремой 2.2.5 в данном случае нельзя. 

 

2.2.3 Метод интегральных неравенств 

 

Ниже приведены результаты из статьи [47], которые получены с помощью 

применения интегральных неравенств и могут быть использованы для проверки 

существования глобального решения уравнения вида (2.3). 

Рассмотрим возмущенную систему обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

 

 ),,(),(= xtRxtfx   (2.9) 

 

где ),( xtf , nDTtxtR ),[:),( 0  – непрерывные по совокупности пере-

менных функции такие, что )()(),( xLtkxtf  , )(),( txtR  , )(tk , )(t  – не-

прерывные функции, )(uL  – непрерывная и неубывающая при 0u  функция, 

0>)(uL  при 0>u , }<|{=  xxD n , T . 

Ниже приводится лемма из [47], обобщающая и объединяющая результаты 

Бихари и Лангенхопа [4, 35, 107]. 

Лемма 2.2.3. Пусть непрерывные функции )(tu , )(tv , )(tw  и )(ug  удовле-

творяют условиям: 

а) )(tu , )(tv , )(tw  неотрицательны при ),[ 0 Ttt ; 

б) )(ug  не убывает при 0u  и 0>)(ug  при 0>u ; 

в) при всех ),[, 0 Ttt   выполняется неравенство  )()( utu  

dsswsugsv
t

)]())(()([  


  и  
)(

=),(
sg

ds
uc

u

c

  ( 0>c , <u ). 
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Тогда, если неравенство 













  ,)()(<)(

00

0

t

t

t

t

dsswtudssv  выполняется на 

интервале ),[),[ 010 TtTt  , то на этом интервале справедлива оценка 

 





























 


t

t

t

t

dssvdsswtucctu
00

)()()(,,)( 0
1 , 

 

которая не зависит от c . 

Система дифференциальных уравнений (2.9) с начальной точкой )( 0tx  эк-

вивалентна системе интегральных уравнений 

 

 
t

t

dssxsRsxsftxtx
0

)))(,())(,(()()( 0 . 

 

Введем функцию 
)(

=),(
sL

ds
uc

u

c

 , ( 0>c , <u ). 

Теорема 2.2.6. [47, с. 80] Если для начального значения 00 =)( xtx  неравен-

ство 

 














  ,)(<)(

00

0

t

t

t

t

dssxdssk    (2.10) 

 

выполняется на интервале ),[),[ 010 TtTt  , то для норм соответствующих реше-

ний )(tx  системы (2.9) на этом интервале справедлива оценка   

 





























 


t

t

t

t

dsskdssxcctx
00

)()(,,)( 0
1 . 

 

Следствие 2.2.4. [47, с. 82, следствие 2] Если для начального значения 0x  
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неравенство (2.10) выполняется на интервале ),[),[ 010 TtTt  , то соответству-

ющие решения системы (2.9) продолжаемы на этот интервал. 

Следствие 2.2.5. [47, с. 82, следствие 3] Если  =),(c , то все решения 

системы (2.9)  продолжаемы на весь интервал ),[ 0 Tt  ( T ).   

Следствие 2.2.6. [47, с. 82, следствие 4] Если для начального значения 0x  

неравенство (2.10) выполняется на интервале ],[],[ 010 TtTt  , то соответству-

ющие решения системы (2.9) ограничены на интервале ),[ 10 Tt .   

Следствие 2.2.7. [47, с. 82, следствие 5] Если  <)(
0

T

t

dssk ,  <)(
0

T

t

dss  и 

 =),(c , то все решения системы (2.9) ограничены на всем интервале ),[ 0 Tt .   

Пример 2.2.2. Рассмотрим задачу Коши для уравнения (2.9) с 3=),( axxtf , 

a , 0),( xtR  (или уравнения (2.3) с 3=),( axxtf ):   

 

 ,= 3axx  (2.11) 

 

и начального условия (2.4), где 0t , 0>0x . 

Ее решение 
2

00 )(2

1
=)(

 xtta
tx  существует на ),[ 0 t  при 0<a  и на 

],( 0t  при 0>a . В примере 2.2.1 рассматривалась задача (2.11), (2.4) при 1= a . 

Правая часть уравнения допускает оценку 3|||||),(| xaxtf  . Выберем 

3|=|)( sasL , 1)( tk , 0)(  t . Найдем =,)(||

0

0 












  dss

t
x

t

 

 
2
0

3

0|

0
||2

1
=

|||
=|,|=

xasa

ds
x

x




  и 0

0

=)( ttdssk
t

t

 . Значит неравенство (2.10) для 

следствия 2.2.4 имеет вид 02
0||2

1
< t

xa
t  . 
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По следствию 2.2.4 решения продолжаемы на интервал 









2
0

00
||2

1
,

xa
tt . 

При выборе 0|| 0 x  можно получить интервал ),[ 0 Tt , где T . Однако непо-

средственно установить неограниченную продолжаемость решений задачи Коши 

(2.11), (2.4) для произвольного начального значения 0>0x  с помощью следствий 

2.2.4, 2.2.5 не удается. 

Отметим, что в статье [47] не накладывается условия Липшица для нели-

нейной правой части дифференциального уравнения и нет единственности реше-

ния. Следствия 2.2.4–2.2.7 дополняют результаты исследования неограниченной 

продолжаемости решений, данные в [36, с. 132-135] для невозмущенной системы 

(2.3) (системы (2.9) при 0),( xtR ). 

 

2.2.4 Метод продолжения решений с использованием                           

дифференциальных неравенств и функций типа Ляпунова и Ла-Салля.     

Развитие метода 

 

Описание метода. Рассмотрим задачу Коши (2.3), (2.4): 

 

,=)(),,(= 00 xtxxtfx  

 

где 0, 0 tt ; 

функция nnxtf  )[0,:),(  непрерывна и имеет непрерывную част-

ную производную 
x

f




 на n)[0, . 

Решением задачи Коши (2.3), (2.4) называется непрерывно дифференцируе-

мая функция )(tx , определенная на некотором интервале ),[ 10 tt , 1t , удовле-

творяющая системе (2.3) и начальному условию (2.4). 

Ниже используются следующие классические понятия и факты (см. [45], 

[36]).  
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Определение 2.2.1. Решение )(tx  задачи (2.3), (2.4) называется неограни-

ченно продолжаемым, если оно может быть продолжено для всех 0tt   (то есть на 

весь полубесконечный интервал ),[ 0 t ). 

Определение 2.2.2. Решение )(tx  имеет конечное время определения, если 

оно не может быть продолжено на весь на весь полубесконечный интервал ),[ 0 t . 

В этом случае существует такое 0> tc , что 


=)(lim
0

tx
ct

. 

Решение может быть либо неограниченно продолжаемым, либо иметь ко-

нечное время определения. Как показано в следствии 2.2.3, эти две возможности 

несовместимы и дополняют друг друга. 

Скалярная функция )(xW  положительно определена [36, c. 44-45], если: 

а) функция )(xW  и ее частные производные первого порядка непрерывны в 

некоторой открытой области n , содержащей начало координат; 

б) 0=(0)W ; 

в) 0>)(xW , 0x , x . 

Скалярная функция ),( xtV , 0t , положительно определена [36, c. 53-54], 

если: 

а) функция ),( xtV  и ее частные производные первого порядка непрерывны 

на )[0,  ( n  – некоторая открытая область, содержащая начало             

координат); 

б) 0,0)( tV  при всех 0t ; 

в) существует такая положительно определенная функция )(xW , что 

),()( xtVxW   для всех x  и 0t . 

Производная функции V  в силу системы (2.3) (производная вдоль траекто-

рии системы (2.3)) определяется как )),(,(=
)3.2(

xtfgradV
t

V
V 



 , где 


















nx

V

x

V
gradV ,,=

1

  – градиент функции V . Если функция ),( xtV  положитель-

но определена и 0
)3.2(
V  для всех x , 0t , то V  называется функцией Ляпу-
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нова. Подобным образом вводятся определения для )(xW . 

Представленная ниже теорема о неограниченной продолжаемости решений 

из [36] является результатом исследований Ж. Ла-Салля (J. La Salle), основанных 

на прямом методе Ляпунова. 

Теорема 2.2.7. Пусть   – ограниченное множество пространства n ,   

содержащее начало координат. Пусть существуют положительно определенная 

скалярная функция ),( xtV , заданная для всех cx  , 0t , и функция 

)),(0,)([0,),( CvtK  такие, что: 

а) ),( xtV  при x  равномерно по t  на каждом конечном интер-

вале )[0,),[ ba ; 

б) ),(
)3.2(

vtKV   для всех 0t , cx  ; 

в) дифференциальное неравенство   

 

 0),,(  tvtKv  (2.12) 

 

не имеет ни одного положительного решения с конечным временем определения. 

Тогда каждое решение )(tx  системы (2.3) неограниченно продолжаемо. 

Основная трудность применения теоремы 2.2.7 к конкретным уравнениям 

или их классам заключается в выдвижении гипотез об эффективной конструкции 

функций V , K  и затем в доказательстве того, что эти функции удовлетворяют 

условиям теоремы. 

Для применения результатов такого рода обычно удобно выбирать 

 

 ),()(=),( vLtkvtK  (2.13) 

 

где )(tk  – непрерывная функция при всех 0t ; 

)(vL  – положительная и непрерывная функция при всех положительных 

значениях аргумента. 
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Тогда неравенство (2.12) принимает вид   

 

)(
)(

tk
vL

v



      (2.14) 

 

и возможны следующие случаи [36, c. 132-133]: 

а) если 


=
)(vL

dv

c

 0)>(c , то неравенство (2.14) не имеет ни одного поло-

жительного решения с конечным временем определения; 

б) если 


=
)(vL

dv

c

 ( 0>c ) и 


<)(
0

dttk
t

, то неравенство (2.14) не имеет ни 

одного положительного неограниченного при 0t  решения. 

В качестве примера системы, у которой все решения неограниченно про-

должаемы, можно привести систему линейных дифференциальных уравнений 

)()(= tfxtAx  , где )(tA  – квадратная матрица порядка n , )(tf  – n -мерный век-

тор и )(tA , )(tf  непрерывны при 0t . Все решения этого уравнения определены 

на луче )[0, . 

Пример 2.2.3. Рассмотрим задачу Коши (2.11), (2.4), где 0, 0 tt , 0x , 

0<a . Ее решение существует на ),[ 0 t . 

Определим функцию 2=)( xxV . Тогда 02= 4

)11.2(
axV  для всех 0t , 

Rx || , где R  – некоторое положительное число. Поскольку неравенство 0v , 

0t , не имеет ни одного положительного решения с конечным временем опреде-

ления, то по теореме 2.2.7 все решения уравнения (2.11) неограниченно продол-

жаемы, т. е. существуют на ),[ 0 t . 

В [36] представлена следующая теорема о наличие конечного времени 

определения у решений, которая будет использоваться при исследовании устой-

чивости дифференциально-алгебраических уравнений. 
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Теорема 2.2.8. Пусть множество   обладает тем свойством, что         

каждое решение )(tx , начинающееся в этом множестве, все время остается в 

нем. Пусть существуют положительно определенная скалярная функция ),( xtV  

и функция )),[0,)([0,),( CvtK  такие, что: 

а) 0>),( xtV  при всех 0t , x ; 

б) ),(
)3.2(

vtKV   для всех 0t , x ; 

в) дифференциальное неравенство 

 

 0,),,(  tvtKv  (2.15) 

 

не имеет ни одного неограниченно продолжаемого положительного решения. 

Тогда каждое решение )(tx  системы (2.3), удовлетворяющее начальному 

условию (2.4), где 0x , имеет конечное время определения. 

Для неравенства (2.15) выберем функцию ),( vtK  вида (2.13), где )(tk  и 

)(vL  обладают аналогичными свойствами. Тогда справедливо следующее утвер-

ждение [36, c. 133]: 

в) если 


<
)(vL

dv

c

 0)>(c  и 


=)(
0

dttk
t

, то неравенство (2.15) не имеет 

ни одного неограниченно продолжаемого положительного решения. 

В качестве примера рассмотрим уравнение Ван-дер-Поля [36, c. 136-138] 

)(=1)( 2 tfxxxx   , 0< , где внешнее воздействие )(tf  непрерывно и огра-

ничено при всех 0t . Введем новую переменную /3)(= 3xxxy  , тогда      

уравнение Ван-дер-Поля эквивалентно системе 








.)(=

/3),(= 3

tfxy

xxyx




 Все              

решения данной системы, начинающиеся внутри области 

0}0,0,>|),{(= 2  yxyaxyx  , имеют конечное время определения. 
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Развитие метода. В [73] предложено усовершенствование метода продол-

жения решений с использованием дифференциальных неравенств и функций типа 

Ляпунова и Ла-Салля, ослабляющее ограничения на нелинейную правую часть 

дифференциального уравнения. 

Функция 


 

,>),,(

,0),,(
=),(

TtxTf

Ttxtf
xtfT  где 0>T  – произвольный параметр, 

называется срезкой функции ),( xtf  по переменной t . Заметим, что гладкость 

функции ),( xtfT  такая же, как и у функции ),( xtf . 

Рассмотрим систему 

 

 ).,(= xtfx T  (2.16) 

 

Производная функции V  в силу системы (2.16) имеет вид 

)).,(,(=
)16.2(

xtfgradV
t

V
V T



  

Следующее обобщение теоремы 2.2.7 о неограниченной продолжаемости 

решений из [36], опубликованное автором в [73], будет использоваться в даль-

нейших результатах исследований. 

Лемма 2.2.4. Пусть существуют функция )),(0,)([0,),( CvtK  и  по-

ложительно определенная функция ),)([0,),( 1 nCxtV   такие, что: 

а) ),( xtV  при x  равномерно по t  на каждом конечном интер-

вале )[0,),[ ba ; 

б) для любого 0>T  найдется ограниченное множество n
T  , содер-

жащее начало координат, такое, что   

 

 0;,)),,(,(
)16.2(

 txxtVtKV c
T

  

 

в) дифференциальное неравенство ),( vtKv  , 0t  не имеет ни одного     
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положительного решения )(tv  с конечным временем определения. 

Тогда каждое решение )(tx  системы (2.3) неограниченно продолжаемо.  

Доказательство. Рассмотрим систему (2.16) при фиксированном <T . На 

основании теоремы 2.2.7 каждое решение )(txT  системы (2.16) неограниченно 

продолжаемо. В силу определения функции ),( xtfT  каждое решение )(txT  урав-

нения (2.16) в интервале ][0,T  является также решением )(tx  системы (2.3) в том 

же интервале, причем справедливо и обратное заключение. Допустим, решение 

)(tx  системы (2.3) имеет конечное время определения. Тогда существует <
~
T  

такое, что 


=)(lim
0

~
tx

Tt

. Решение )(~ tx
T

 системы (2.16) совпадает с решением 

)(tx  на )
~

[0,T , следовательно, )(~ tx
T

 имеет конечное время определения. Но по до-

казанному выше, в силу произвольности выбора <T , решение )(~ tx
T

 неограни-

ченно продолжаемо, что приводит нас к противоречию. 

Лемма доказана. 

 

2.3 Получение условий глобальной разрешимости полулинейного    

дифференциального уравнения с применением дифференциальных              

неравенств и функций типа Ляпунова и Ла-Салля 

 

Рассмотрим обыкновенное полулинейное дифференциальное уравнение   

 

 ),(),(= textSxx   (2.17) 

 

где 0t , nx  ; 

S  – постоянная вещественная матрица порядка n ; 

)(te , ),( xt  – n -мерные вектор-функции. 

Выделение в правой части уравнения слагаемого, зависящего только от 

времени t , обусловлено тем, что в практических задачах нелинейная функция 
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),( xtf  в (2.3) часто имеет вид )()(=),( texxtf  . 

На основе теоремы [73, Теорема 4.1] и следствия [73, следствие 4.1] полу-

чен следующий результат. 

Теорема 2.3.1. Пусть функция nnxt   )[0,:),(  и ее частная произ-

водная 
x

xt



 ),(
 непрерывны на n)[0, , )),([0,)( nCte  . Пусть существует 

постоянная матрица 0>= *HH  и для любого 0>T  найдется число 0>TR  та-

кие, что   

 

 .0,0,)),(,( TtRxxtHx T   (2.18) 

 

Тогда для любой начальной точки nxt  )[0,),( 00  существует един-

ственное решение уравнения (2.17) на полуоси ),[ 0 t , удовлетворяющее началь-

ному условию (2.4). 

Доказательство. Вследствие указанной гладкости функций )(te  и ),( xt  

функция )(),(=),( textSxxt   является непрерывной и имеет непрерывные 

частные производные 
j

i

x


, nji 1,=,  на n)[0, . Следовательно, по теореме 

2.2.2 для любой начальной точки nxt  )[0,),( 00  существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (2.17), (2.4) на некотором интервале ),[ 0 t . 

Введем функцию ),(
2

1
=)( xHxxV . Градиент функции V  равен 

HxxVgrad =)( , а производная функции V  в силу системы (2.17) имеет вид 

)).(),(,(=
)17.2(

textSxHxV   

Для произвольного фиксированного числа 0>T  введем срезку функции 

),( xt  по переменной t : 









.>),,(

,0),,(
=),(

TtxT

Ttxt
xtT  

Рассмотрим систему 
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 ).(),(= textSxx T   (2.19) 

 

Поскольку 0>= *HH , то существует 1H и  *1/21/2 = HH , причем   

 

).,(=

),(=|),(|

1

2

2

1

1

12

xHxHSHxHHSH

xHxHSHxSHSxHx









 

 

Выбирая число TR  из условия (2.18) и увеличивая его, если необходимо, 

так, чтобы выполнялось неравенство 1 HRT , получаем оценку для произ-

водной функции )(xV  в силу системы (2.19): 

 

 
   ),())(),((2=),())(),((

))(),((),(),(

|))(,(||),(|))(,()),(,(=

1

11

)19.2(

xVtetHeHSHxHxtetHe

HSHtetHexHxxHxHSH

teHxSxHxteHxxtSxHxV T













 

 

которая выполнена для всех TRx   и 0t .  

Обозначим  ))(),((2=)( 1 tetHeHSHtk  , VtkVtK )(=),( . Так как не-

равенство ),( vtKv  , 0t , не имеет ни одного положительного решения с конеч-

ным временем определения, то по лемме 2.2.4 каждое решение )(tx  системы 

(2.17) неограниченно продолжаемо. 

Покажем, что каждое решение )(tx  задачи Коши (2.17), (2.4) допускает 

единственное продолжение на ),[ 0 t . Доказано, что неограниченно продолжае-

мое решение )(tx  задачи (2.17), (2.4) единственно на некотором интервале ),[ 0 t . 

Предположим, что решение не единственно на ),[ 0 t . Тогда существуют точка 

1t  и два различных неограниченно продолжаемых решения )(tx , )(ˆ tx  с общим 
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значением )(ˆ=)(= 11* txtxx . В то же время на некотором интервале ],[ 21 tt , 12 > tt , 

должно существовать единственное решение дифференциального уравнения 

(2.17) с начальным значением *1 =)( xtx , что противоречит предположению. 

Теорема доказана. 

 

2.4 Метод спектральных проекторов типа Рисса для регулярного пучка 

операторов 

 

Пусть nnBA  :,  – линейные операторы, которым соответствуют квад-

ратные, вообще говоря, необратимые, матрицы A , B  и BA  – регулярный пу-

чок (см. определение 2.1.3). 

Оператор 1)(=)(  BAR , которому соответствует комплексная матрица 

1)(  BA , называется резольвентой пучка BA . Предполагается, что BA  – 

пучок индекса 1, то есть выполнено ограничение:   

 

 ,|:|)(:0>, 2121 CCRCC    (2.20) 

 

где норма резольвенты )(R  рассматривается в комплексном пространстве. 

Обобщая полученные Риссом (см. [30]) пару спектральных проекторов и 

расщепление оператора по изолированной компоненте его спектра, А. Г. Руткас в 

статье [50] ввел две пары спектральных проекторов типа Рисса и расщепление ре-

гулярного пучка ограниченных операторов BA  с вырожденным оператором A . 

Результаты этой статьи уточнены в [46] для пучка замкнутых операторов. 

Спектральные проекторы пучка BA , удовлетворяющего условию (2.20), 

могут быть вычислены с помощью контурного интегрирования в комплексной 

плоскости по границе круга 2|| C , внутренность которого содержит всю конеч-

ную часть спектра пучка [50]: 
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,=,)(
2

1
=

,=,)(
2

1
=

12

2|=|
1

12

2|=|
1

QEQdAR
i

Q

PEPAdR
i

P

C

C














    (2.21) 

 

где E  – единичная матрица, причем эти проекторы являются вещественны-

ми (см. [18]). 

Условие (2.20) означает, что точка 0=  является простым полюсом резоль-

венты 1)(  BA . Очевидно, спектральные проекторы (2.21) могут быть вычисле-

ны с помощью вычетов:   

 

 

.=,
)(

=

,=,
)(

=

12

1

0=
1

12

1

0=
1

QEQ
BAA

Q

PEP
ABA

P

Res

Res


































 (2.22) 

 

Две пары взаимно дополнительных проекторов 1P , 2P  и 1Q , 2Q  расщепляют 

пространство n  в прямые суммы подпространств:   

 

 1,2,=,=,=,== 2121 jQYPXYYXX n
jj

n
jj

n     (2.23) 

 

причем суженные операторы jj
jXj YXAA := , jj

jXj YXBB := , 1,2=j , та-

ковы, что 0=2A , существуют обратные операторы ),( 11
1

1 XYLA  , ),( 22
1

2 XYLB   

и выполнены равенства (см. [18, 50]): 

 

 1,2.=,=,= jBQBPAQAP jjjj  (2.24) 

 

В [120] введен обратимый оператор 
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 1,2,=,=,== 2121 jYGXBQAQBPAPG jj  (2.25) 

 

обладающий свойствами 

 

 .=,=,=,= 22
1

11
1

22
1

11
1 QQBGQQAGPBPGPAPG   (2.26) 

 

Метод спектральных проекторов типа Рисса позволяет привести исходное 

ДАУ к эквивалентной системе из чисто дифференциального и чисто алгебраиче-

ского уравнений. Применяя к уравнению (2.1) проекторы 1Q , 2Q  и учитывая 

(2.24), получим эквивалентную (2.1) систему 











0.=),(

),,(=)(

22

111

xBPxtfQ

xtfQxBPxAP
dt

d

 Далее, 

используя 1G  и учитывая (2.26), получим систему, эквивалентную предыдущей: 
















0.=),(

),,(=)(

22
1

1
1

1
1

1

xPxtfQG

xtfQGxBPGxP
dt

d

 

Данный метод используется при исследовании разрешимости (см. моногра-

фии [13, 18] и библиографии в них) и разработке численных методов решения 

[44, 75] дифференциально-алгебраических уравнений. Результаты применения 

метода отражены в доказательстве основных теорем. 

 

2.5 Блочные представления сингулярного операторного пучка и его 

компонент, соответствующие разложения пространств и проекторы 

 

Пусть даны линейные операторы mnBA  :, , которым соответствуют 

)( nm -матрицы BA, . Ранг сингулярного пучка BA  обозначим через 

)(=),( BArgBAr   (см. определение 2.1.2). 

Поскольку   – комплексный параметр, в случае необходимости веществен-

ные операторы A , B , действующие из n  в m , заменяются на их комплексные 
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расширения (см. определение в [76]) Â , B̂ , действующие из n  в m . Здесь ком-

плексное пространство n  ( m ), состоящее из всех пар ),( yx , nyx ,  ( m ), за-

писываемых в виде iyxyx =),( , является комплексификацией вещественного 

пространства n  ( m ). Если },,{ 1 nxx   – базис n , то },,{ 1 nxx   будет базисом 

n  [76]. Следовательно, матрицы операторов A , B  относительно базисов 

n
nxx },,{ 1  , m

myy },,{ 1   совпадают с матрицами их комплексных расши-

рений Â , B̂  относительно тех же базисов в n , m  и )(=)(ˆ iyxAiyxA  , 

)(=)(ˆ iyxBiyxB  . Очевидно, ранг пучка BA  и его комплексного расшире-

ния BA ˆˆ   совпадают. 

Существуют разложения пространств mn  ,  в прямые суммы подпро-

странств 

 

 ,=,= rs
m

rs
n YYXX     (2.27) 

 

относительно которых сингулярный пучок операторов BA  принимает блочный 

вид 

 

 ,
0

0













rr

ss

BA

BA
 (2.28) 

 

где ss BA   – чисто сингулярный пучок (т. е. от него нельзя отделить регу-

лярный блок); 

rr BA   – регулярный пучок. 

В [19] описано приведение сингулярного пучка матриц к каноническому 

квазидиагональному виду типа (2.28), где регулярный блок имеет каноническую 

форму Вейерштрасса и сингулярный блок имеет каноническую форму Кронекера. 

В [56] разбиение пучка на регулярную и сингулярную компоненты названо RS-

расщеплением пучка. 
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Введем две пары взаимно дополнительных проекторов s
n XS : , 

r
n XP :  и s

m YF : , r
m YQ :  на подпространства из разложений (2.27), 

QFEPSE mn  =,=


. Пара сингулярных подпространств ss YX ,  и пара регу-

лярных подпространств rX , rY  инвариантны относительно операторов A , B , то 

есть APQA = , BPQB = , ASFA= , BSFB = . 

Рассмотрим ядро 0})()(|)({=)(  xBAxBAKer  и область значений 

)}(=)(:|)({=)(  yxBAxyBAIm  пучка BA . Размерность ядра 

)( BAKer   равна размерности ядра )ˆˆ(dim BAKer   комплексного расширения 

пучка BA  (аналогично для образа пучка). Пусть   – некоторое фиксиро-

ванное число. Поскольку  )ˆˆ(dimdim=)ˆˆ(dim BAImBAKer n  

)ˆˆ(= BArgn  , то ),(=)(dim BArnBAKer  . Когда   является параметром, 

ранг )(=),( BArgBAr   по определению есть постоянное число. Следовательно, 

),(=)(dim BArnBAKer   – также постоянное число [93]. 

В случае, когда mBAr =),(  и nm <  (соответствующая система уравнений 

недоопределена, т. е. число уравнений меньше числа неизвестных), существует 

разложение сингулярного пространства 
21

= sss XXX   в прямую сумму подпро-

странств таких, что   

 

 ,:)(=,:0)(=
2121 sssundgenssssgens YXXBBBYXXAA    (2.29) 

 

где оператор ),(
1 ssgen YXLA   имеет обратный ),(

1

1
ssgen XYLA  . 

Существуют проекторы 
is

n
i XS : , 1,2=i  на подпространства 

is
X  такие, 

что 21= SSS  , 0== 1221 SSSS , 0=2AS . Для построения сингулярных про-

странств найдем максимальное количество линейно независимых решений 

)(),...,(),( 21  Nxxx  уравнения   
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0.=)( xBA      (2.30) 

 

Рассматриваются решения, являющиеся полиномами от  :  

ji
ii

jk

i
j xx   1)(=)(

0=

, Nj 1,= , где jji kix 0,=0, , jk  – степень )(jx . Многочлен-

ные столбцы )(,),(1  Nxx   являются линейно независимыми, если ранг матри-

цы, составленной из этих столбцов, равен N  [19]. Поскольку набор столбцов 

)}(,),({ 1  Nxx   образует базис )( BAKer  , то ),(= BArnN   [93]. Если подста-

вить )(jx  в (2.30) и приравнять коэффициенты при   к нулю, то получим набор 

равенств: 0=,1=,...,=0,= 010 jkj
jkjjkjjjj AxAxBxAxBxBx  . Среди всех решений 

уравнения (2.30) можно выбрать набор линейно независимых решений N
jjx 1=)}(ˆ{   

(наборы определяются неоднозначно) с наименьшими возможными степенями, 

такими что Nkkk  21 ,  mk j

N

j


1=

,  nNk j

N

j


1=

. Тогда соответствующие си-

стемы векторов jkN

ijjix
,

0=1,=}ˆ{ ,  
1

}ˆ{=}ˆ{
,

0=1,=

,

1=1,=

jkN

ijji
jkN

ijji xAxB  линейно независимы и яв-

ляются базисами своих линейных оболочек, образующих пространства 

jkN

ijjis xLinX
,

0=1,=}ˆ{= , jkN

ijjis xBLinY
,

1=1,=}ˆ{= . Если взять произвольный максимальный 

набор линейно независимых решений N
jjx 1=)}({   уравнения (2.30), то системы 

jkN

ijjix
,

0=1,=}{ , jkN

ijjiBx
,

1=1,=}{  могут содержать линейно зависимые вектора. При этом их 

линейные оболочки образуют пространства sX , sY , введенные выше, и базисы 

этих пространств можно выбрать так, чтобы прямое разложение 
21

= sss XXX   

удовлетворяло (2.29). 

Если nBAr =),(  и mn <  (соответствующая система уравнений переопреде-

лена, т. е. число уравнений больше числа неизвестных), сингулярное простран-

ство sY  разлагается в прямую сумму подпространств 
21

= sss YYY   таких, что   
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 ,:=,:
0

=
2121 sss

ov

gen

ssss

gen

s YYX
B

B
BYYX

A
A 

















  (2.31) 

 

где ),(
1ssgen YXLA   имеет обратный оператор ),(

1

1
ssgen XYLA  . 

Существуют проекторы 
is

m
i YF : , 1,2=i  на подпространства 

is
Y  такие, 

что 21= FFF  , 0== 1221 FFFF , 0=2AF . Найдем линейно независимые решения 

)(),...,(1  Myy  уравнения   

 

 0,=)( yBA TT   (2.32) 

 

где TT BA   – транспонированный пучок BA , ),(= BArmM   [93]. 

Как в предыдущем случае, строим подпространства sX
~

, sY
~

 для пучка 

TT BA  . Если S
~

, 1

~
S , 2

~
S , F

~
 проекторы, полученные для TT BA  , то TFS

~
= , 

TSF
~

= , TSF 11

~
= , TSF 22

~
=  – проекторы на подпространства sX , sY , 

1s
Y , 

2s
Y  для ис-

ходного пучка BA . 

В общем случае сингулярные пространства sX , sY  разлагаются в прямые 

суммы подпространств 
21

= sss XXX  , 
21

= sss YYY   таких, что [93]   

 

 ,:
0

=,:
00

0
= ss

ov

undgen

sss

gen

s YX
B

BB
BYX

A
A 

















 (2.33) 

 

где ),(
11 ssgen YXLA   имеет обратный оператор ),(

11

1
ssgen XYLA  , 

),(
11 ssgen YXLB  , ),(

12 ssund YXLB  , ),(
21 ssov YXLB  . Аналогично вводим проек-

торы 
is

n
i XS : , 

is
m

i YF : , 1,2=i , 21= FFF  , 0== 1221 FFFF , 21= SSS  ,  

0== 1221 SSSS . Тогда 
1

11=
sXgen ASFA , 

1
11=

sXgen BSFB , 
2

21=
sXund BSFB , 
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1
12=

sXov BSFB , 0=2AS , 0=2AF , 0=22BSF . В данном случае, для построения 

проекторов и соответствующих подпространств необходимо исследовать решения 

уравнений (2.30), (2.32). Общее максимальное количество ),(2= BArmnN   ли-

нейно независимых решений уравнений (2.30), (2.32) назовем дефектом пучка 

BA  [93]. Для пучка ранга nmBAr <=),(  дефект равен ),(= BArnN  . Если 

пучок имеет ранг mnBAr <=),( , его дефект ),(== BArmMN  . Очевидно, де-

фекты исходного и транспонированного пучка будут совпадать, дефект регуляр-

ного пучка будет равен нулю. 

Пусть rr BA   – регулярный пучок индекса 1. Тогда существуют веще-

ственные спектральные проекторы iri XXP :
~

,  iri YYQ :
~

, 1,2=i , которые мо-

гут быть вычислены контурным интегрированием или с помощью вычетов и рас-

щепляют пространства rX , rY  в прямые суммы подпространств [50] (см. подраз-

дел 2.4): 

 

 .=,= 2121 YYYXXX rr    (2.34) 

 

Индуцированные операторы iiii YXBA :, , 1,2=i  таковы, что 0=2A , суще-

ствуют ),( 11
1

1 XYLA   и ),( 22
1

2 XYLB   [50]. Обозначим через i
n

ii XPPP :
~

= , 

i
m

ii YQQQ :
~

=  расширения проекторов iP
~

, iQ
~

, 1,2=i , 21= PPP  , 21= QQQ  , 

при этом для расширенных проекторов сохраняются свойства (2.24) исходных. 

Предложенная структура операторов сингулярной компоненты пучка и рас-

смотренная структура операторов регулярной компоненты позволяют привести 

исходное сингулярное ДАУ к эквивалентной системе из чисто дифференциальных 

и чисто алгебраических уравнений. Данный метод используется для получения 

условий существования и признаков единственности глобального решения сингу-

лярного ДАУ. 
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Выводы по разделу 2 

 

1. Теоремы 2.2.1, 2.2.3 позволяют доказать существование непродолжаемого 

решения, но не могут однозначно определить его поведение. Теорема 2.2.5   

(Уинтнера) может быть использована для определения интервалов существования 

решений некоторых дифференциальных уравнений и, с учетом замечания 2.2.3, 

для проверки существования решения на интервале ),[ 0 t . 

2. Среди рассмотренных методов исследования глобальной разрешимости 

обыкновенных дифференциальных уравнений наиболее эффективным для прак-

тического применения и внедрения в дальнейшие исследования ДАУ является ме-

тод продолжения решений с использованием дифференциальных неравенств и 

функций типа Ляпунова и Ла-Салля. 

3. Получил дальнейшее развитие метод продолжения решений с использо-

ванием дифференциальных неравенств и функций типа Ляпунова и Ла-Салля, а 

именно, получено обобщение теоремы Ла-Салля, ослабляющее ограничения на 

нелинейную часть дифференциального уравнения, что позволяет получать усло-

вия неограниченной продолжаемости решений при более общих предположениях 

относительно нелинейной функции. 

4. Сформулирована и доказана теорема существования и единственности гло-

бального решения задачи Коши для обыкновенного полулинейного дифференциаль-

ного уравнения. Теорема не содержит ограничений типа глобального условия Лип-

шица, что позволяет получать условия глобальной разрешимости уравнений дина-

мики для более широких классов прикладных задач, в которых возникают нелиней-

ные математические модели с обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

5. Предложена определенная блочная структура операторов сингулярного 

пучка и его компонент, а также способ нахождения соответствующих сингуляр-

ных подпространств. Эта структура позволяет получить условия существования и 

признаки единственности глобального решения сингулярного уравнения. 

Основные результаты раздела опубликованы в [64, 67, 71, 73, 74, 93]. 
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РАЗДЕЛ 3 

ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

 

3.1 Предварительные сведения 

 

Далее будут использоваться следующие определения. 

Определение 3.1.1. Аддитивным разложением единицы ZE  в s -мерном ли-

нейном нормированном пространстве Z  называется система проекторов s
kk 1=}{ , 

ZZk  :  таких, что iijijji  ==  ( ij  – символ Кронекера) и k

s

k
ZE 

1=

= . 

Аддитивное разложение единицы порождает прямое разложение Z  в сумму s  

одномерных подпространств: sZZZZ  
21= ,  ZZ kk = .   

Определение 3.1.2. [55] Рассмотрим оператор-функцию ),(:)( ZXLDx  , 

XD , где X , Z  – s -мерные линейные нормированные пространства. Оператор-

функция )(x  называется базисно обратимой на выпуклой оболочке },{ vuconv  

векторов Dvu , , если для любого набора векторов },{}~{ 1= vuconvx s
kk   и некото-

рого аддитивного разложения s
kk 1=}{  единицы ZE  оператор 

),()~(=
1=

ZXLxkk

s

k

   обратим: ),(1 XZL .  

Представим отображение ),(:)( ZXLDx   в виде матрицы в некоторых 

базисах пространств ZX , : 

 























)()(

)()(

=)(

1

111

xx

xx

x

sss

s







. 

 

Определение 3.1.2 может быть сформулировано следующим образом: опе-

ратор-функция )(x  называется базисно обратимой на выпуклой оболочке 
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},{ vuconv  векторов Dvu , , если для любого набора векторов },{}~{ 1= vuconvx s
kk   

обратим оператор   

 























)~()~(

)~()~(

=

1

1 1111

sssss

s

xx

xx







. 

 

Очевидно, из базисной обратимости оператор-функции )(x  на выпуклой 

оболочке },{ vuconv  следует обратимость в любой точке },{ vuconvx  

[0,1]),)(1=(  uvx . Обратное утверждение не верно, кроме случая, когда 

пространства ZX ,  одномерны. Приведем пример. 

Пусть 2== ZX , },{= vuconvD , TT vu (1,1)=,1)(1,=  , Dxxx T ),(= 21 , 

.
1

1
=)(

21

21













xx

xx
x  Для набора векторов },{}~,~{ vuconvvu   оператор   имеет 

вид  .~~1

1~~
=

21

21













vv

uu
 Поскольку 01=)( 2

2
2
1  xxxdet  для любого Dx , то 

)(x  обратима на D . Однако оператор   необратим для },{=}~,~{ vuvu  и, следо-

вательно, функция )(x  не является базисно обратимой на D . Если же взять 

Tu (1,0)= , базисная обратимость будет иметь место. 

 

3.2 Существование и единственность глобальных решений                

дифференциально-алгебраических уравнений с регулярным                           

характеристическим пучком 

 

Рассмотрим задачу Коши для полулинейного дифференциально-

алгебраического уравнения (2.1) ),(=)()]([ xtftBxtAx
dt

d
  с начальным условием 

(2.2) 00 =)( xtx , где 0, 0 tt , nxx 0, , nnxtf  )[0,:),(  – непрерывная 
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функция, nnBA  :,  – линейные операторы, вообще говоря, необратимые, 

BA  – регулярный пучок индекса 1 (см. определение в подразделе 2.4). 

Существуют вещественные спектральные проекторы (2.21) i
n

i XP : , 

i
n

i YQ : , 1,2=i , которые расщепляют пространство n  в прямые суммы под-

пространств (2.23), и обратимый оператор G , обладающий свойствами (2.26). 

Относительно разложения (2.23) любой вектор nx   единственным обра-

зом представим в виде суммы 21= xxx  , где 111 = XxPx  , 222 = XxPx  . 

Обозначим aX =dim 1 , dX =dim 2  )=( and  . В силу (2.23) jj XrgP dim= , 

1,2=j . В )2( nn -матрице )(= 2121, PPP  можно выбрать n  линейно независимых 

столбцов n
iip 1=}{ , где  app ,...,1  – столбцы матрицы 1P , а  na pp ,...,1  – столбцы 

матрицы 2P . Две системы векторов n
iiee 1=}{= , n

iipp 1=}{=  образуют соответственно 

два базиса в n : «старый» координатный базис e  и «новый» базис p , расщепля-

ющий пространство n  в том смысле, что набор векторов },...,{ 1 app  образует ба-

зис подпространства 1X , а набор векторов },...,{ 1 na pp   – базис подпространства 

2X , где 1X , 2X  из разложения (2.23). 

Обозначим через ex , px  векторы-столбцы из координат вектора nx   в 

базисах e , p  соответственно и заметим, что xxe = . Обратимая )( nn -матрица 

 nppP 1=  задает в базисе e  оператор nnP  :  перехода от базиса e  к ба-

зису p : ii pPe = , ni 1,= . Координаты вектора x  в базисах e , p  преобразуются с 

помощью матриц P , 1P  [19]: pe Pxxx == ,   xPx p 1=  . 

Для любого вектора nx   из разложения по базису p , имеющего вид 

kak

an

k
ii

a

i

pvpzx 



 
1=1=

= , вытекает представление: 








v

z
x p = , где az  , dv  , 

and = , xPP
z

1
1=

0











, xPP

v
2

1=
0 









. Значит оператор ndaP  :  действует 

так, что 1={0})( XP a  , 2=)({0} XP d . 
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Относительно разложения     dadan   00==   в базисе p  про-

екторы 1P , 2P  вида (2.21) имеют блочную структуру   

 

 ,0:
00

0
=1

1 






 adaaE
PPP     .{0}:

0

00
=2

1 dda

dE
PPP 

















  

 

В работах [69, 72, 73] представлена теорема существования и единственно-

сти глобального решения с использованием теорем о неподвижной точке. Логиче-

ским продолжением результатов этих исследований являются полученные ниже 

теорема и ее следствие, которые основаны на результатах из статьи [55] и доказа-

ны с использованием теорем о неявной функции. 

Теорема 3.2.1. Пусть функция ),)([0,),( nnCxtf   имеет непрерыв-

ную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , BA  – регулярный 

пучок индекса 1. Пусть 

 

 0}=)],([|)[0,),{(=),(:0 20 xtfBxQxtLxtxt nn    (3.1) 

 

и для любых 2Xui   таких, что 01 ),( LuxPt i  , 1,2=i , оператор-функция 

 

212 )),((=)( PBuxPtfQ
x

u











     (3.2) 

 

))),(,()(( 222 YXLXCu   является базисно обратимой на выпуклой оболочке 

},{ 21 uuconv . Пусть существует самосопряженный положительный оператор 

)( 1XLH  и для каждого 0>T  найдется число 0>TR  такие, что 

 

.,0:),(0)),(,( 101
1

1 TRxPTtLxtxtfQGxHP    (3.3) 
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Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t .   

Доказательство. Применяя к уравнению (2.1) проекторы 1Q , 2Q  и оператор 

1G  получим эквивалентную (2.1) систему   

 

0.=),(

),,(=)(

22
1

1
1

1
1

1

xPxtfQG

xtfQGxBPGxP
dt

d









    (3.4) 

 

Введем суженные операторы ,:=,:= 21 XPPXPP d
dd

a
aa  


 

для которых, очевидно, существуют обратные операторы, 

.:,: 2
1

1
1 d

d
a

a XPXP     Тогда xPPz a 1
1=  , xPPv d 2

1=  , vPzPx da = . Урав-

нения системы (3.4) умножим на 1
aP , 1

dP  соответственно и получим эквивалент-

ную систему   

 

 ),,,(
~

= 1
1111 vztfQGPzBPGPz

dt

d
aaa

  (3.5) 

 0,=),,(
~

2
11 vvztfQGPd 

 (3.6) 

 

где ),(=),,(
~

vPzPtfvztf da  . 

Рассмотрим отображение   

 

.),,(
~

=),,( 2
11 vvztfQGPvztF d                                     (3.7) 

 

Оно непрерывно на n)[0,  и имеет непрерывные частные производные:   

 

,)),((=),,( 2
11

ad PxtfQ
x

GPvztF
z 
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,)(=)),((=),,( 11
22

11
ddddd PvPGPPPxtfQ

x
GPvztF

v
















   

 

где последнее равенство эквивалентно (3.2) при vPu d= , а ddd EPPP


=2
1 . 

Согласно базисной обратимости функции (3.2) для любых 2Xui   таких, 

что 01 ),( LuxPt i   ( 1,2=i ), существует аддитивное разложение единицы d
kk 1=}{  

в 2Y  такое, что оператор ),()~(= 22
1=

1 YXLukk

d

k

   является обратимым для лю-

бого набора векторов },{}~{ 211= uuconvu d
kk  . С помощью обратимого оператора 

d
d YGPN 

2
11 :=  введем систему одномерных проекторов 1=ˆ  NN kk , ко-

торые образуют аддитивное разложение d
kk 1=}ˆ{  единицы  в d . Выберем любые 

dvv 21,  такие, что ),,( ivzt  принадлежат   

 

  0=),,(
~

|)[0,),,(=
~

2
11

0 vvztfQGPvztL d
da   , (3.8) 

 

и любые },{~
21 vvconvvk  , dk 1,= . Очевидно, условия 0

~
),,( Lvzt   и 

021 ),( LxPxPt   эквивалентны. Поскольку для idi vPu = , kdk vPu ~=~  оператор 1  

обратим, то обратим и действующий в d  оператор 

.=)~(ˆ=)~,,(ˆ= 1
11

1=1=
2 ddkddk

d

k
kk

d

k

PNPvPGPvztF
v





 

  

Таким образом, для любых 0

~
),,( Lvzt i  , 1,2=i , функция ),,(=)( vztF

v
v




  

является базисно обратимым оператором на выпуклой оболочке },{ 21 vvconv . Сле-

довательно, для любой точки 0

~
),,( Lvzt   существует обратный оператор 

1

),,(













vztF

v
. 

Пусть *t  – произвольная точка из )[0, . Выберем az * , dv *  так, что-
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бы 0***

~
),,( Lvzt  , это возможно в силу условия (3.1). По теоремам о неявной 

функции [81], [32] существуют окрестности )()(= *2*1
zUtUU   , )( *vU  и един-

ственная функция ))(,(),(= *vUUCztvv  , непрерывно дифференцируемая по z , 

такая, что 0=)),(,,( ztvztF , Uzt ),( , и *** =),( vztv . Данное утверждение выпол-

нено для всех точек )[0,t , zDz , vDv , где области a
zD  , d

vD   такие, 

что za DxPP 
01

1 , vd DxPP 
02

1 , 0

~
)[0, LDD vz  . 

Определим глобальную функцию vz DDztv  )[0,:),(=  в точке ),( ** zt  

как ),(=),( **** ztvzt . Так как *** =),( vztv  и 0***

~
),,( Lvzt  , то 0****

~
)),(,,( Lztzt  . 

Рассмотрим точки 0

~
),,( Lvzt i  , 1,2=i , очевидно, 0=),,( ivztF . Проекции 

),,(ˆ=),,( vztFvztF kk  , dk 1,= , являются функциями со значениями в одномер-

ных пространствах d
kkR ̂= , изоморфных  . Согласно формуле конечных при-

ращений [81]: 0=))(~,,(=),,(),,( 1212 vvvztF
v

vztFvztF kkkk 



 , },{~

21 vvconvvk  , 

dk 1,= . Следовательно, 0=))(~,,(ˆ
12 vvvztF

v
kkk 




 , dk 1,= , откуда получаем, 

что 0=)( 122 vv   и , значит, 12 = vv . 

Доказано, что 

 

 ,
~

),,(:!)[0,),( 0LvztDvDzt vz   (3.9) 

 

и в некоторой окрестности каждой точки zDzt  )[0,),( **  существует един-

ственное решение ),(= ztv   уравнения (3.6), непрерывное по совокупности пере-

менных t , z  и непрерывно дифференцируемое по z . Значит функция ),(= ztv   в 

этой окрестности совпадает с ),( zt  и является решением уравнения (3.6) с соот-

ветствующими свойствами гладкости. Покажем, что функция ),(= ztv   един-

ственная на всей области определения. Действительно, если бы существовала 

функция ),(= ztv  , обладающая в некоторой точке zDzt  )[0,),( **  теми же 



 61 

свойствами, что и ),(= ztv  , то, в силу (3.9), ***** =),(=),( vztzt  . Следователь-

но, ),(=),( ztzt   на zD)[0, . 

Подставив функцию ),(= ztv   в (3.5) и обозначив )),(,,(
~

=),( 1 ztztfQztg  , 

получим: 

 

 )],([= 11 ztgzBPGPz
dt

d
aa  . (3.10) 

 

В силу свойств функций ),( zt  и ),(1 xtfQ , функция 

)),(,(=),( 1 ztPzPtfQztg da   непрерывна по совокупности переменных t , z  и 

непрерывно дифференцируема по z  на zD)[0, . Следовательно, для любой 

начальной точки ),( 00 zt  такой, что 00000

~
)),(,,( Lztzt  , существует единственное 

решение )(tz  задачи Коши для уравнения (3.10) на некотором интервале ),[ 0 t  с 

начальным условием 00 =)( ztz . Заметим, что если начальная точка 000 ),( Lxt   и 

),(= 0000 ztPzPx da  , то начальная точка 00000

~
)),(,,( Lztzt  . 

Для произвольного фиксированного числа )(0,T  введем срезку функции 

),( ztg  по переменной t : 


 

,>),,(

,0),,(
=),(

TtzTg

Ttztg
ztgT  и рассмотрим систему   

 

 )].,([= 11 ztgzBPGPz
dt

d
Taa   (3.11) 

 

Введем функцию  zzHPPzPzHPxPxHPxPV aaaa ,
2

1
=),(

2

1
=),(

2

1
=)( *

111  

)(ˆ=),ˆ(
2

1
= zVzzH , где aa HPPH *=ˆ  и H  – оператор из (3.3). Градиент функции V̂  

равен zHzVgrad ˆ=)(ˆ . 

Согласно (3.3) для каждого 0>T  найдется 0>TR  такое, что   
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   .,00,),(, 1
Taa RzPTtztgGzHP   (3.12) 

 

Поскольку  ),(,ˆ=)),(,( 111 ztgGPzHztgGzHP aa
 , то из (3.12) следует, что 

для каждого 0>T  найдется 0>ˆ
TR  такое, что   

 

   .ˆ,00,),(,ˆ 11
Ta RzTtztgGPzH   (3.13) 

 

Так как 0>ˆ=ˆ *HH , то существуют 1ˆ H  и 1/2Ĥ , причем 

      zzHHzHHzzHHHzzHHz ,ˆˆ=ˆˆ,ˆˆˆ=,ˆˆ= 1
2

1/211/211/221/212   . Тогда  

   zzHHBPGPHzBPGPzH aaaa ,ˆˆˆ,ˆ 11111   . 

С учетом (3.13) получаем оценку для производной функции )(ˆ zV  в силу си-

стемы (3.11), которая выполнена при всех z  таких, что TRz ˆ  и всех 0t :  

 

      zBPGPzHztgzBPGPzHV aaTaa
1111

)11.3(

,ˆ)],([,ˆ=
̂

 

  ),(ˆ=,ˆˆˆ 111 zVCzzHHBPGPH aa
  

 

где 111 ˆˆ2=  HBPGPHC aa . 

Так как неравенство Cvv  , 0t , не имеет ни одного положительного ре-

шения )(tv  с конечным временем определения, то по лемме 2.2.4 каждое решение 

)(tz  уравнения (3.10) неограниченно продолжаемо. Значит, каждое решение 

))(,()(=)( tztPtzPtx da   уравнения (2.1) также неограниченно продолжаемо. 

Проверим, что каждое локальное решение )(tx , ),[ 0 tt , уравнения (2.1) 

допускает единственное продолжение на всю временную полуось ),[ 0 t . Из дока-

занного выше следует, что неограниченно продолжаемое решение )(tx  задачи 

Коши (2.1), (2.2) единственно на некотором интервале ),[ 0 t . Предположим, что 



 63 

решение не единственно на ),[ 0 t . Тогда существует *t  и два различных не-

ограниченно продолжаемых решения )(tx , )(~ tx  с общим значением 

)(~=)(= *** txtxx . Возьмем точку ),( ** xt  в качестве начальной, тогда на некотором 

интервале ),[ 1* t  должно существовать единственное решение уравнения (2.1) с 

начальным значением ** =)( xtx , что противоречит предположению. 

Теорема доказана. 

Замечание 3.2.1. Проекция )(1 txP  решения )(tx  непрерывно дифференци-

руема, проекция )(2 txP  непрерывна. 

Замечание 3.2.2. Условие базисной обратимости оператор-функции )(u  

(3.2) на любой выпуклой оболочке },{ 21 uuconv  ( 01 ),( LuxPt i  ) можно заменить 

на требование обратимости в любой точке u  ( 01 ),( LuxPt  ), если вместо усло-

вия (3.1) потребовать, чтобы .),(:!0 01211 LuxtXuXxt   

Поскольку на практике встречаются уравнения (2.1) с нелинейной функцией 

),( xtf , которая содержит слагаемые, зависящие только от времени t , либо ли-

нейную нестационарную часть, иногда удобнее применять следующий результат. 

Следствие 3.2.1. Предположим, что проекция fQ1  допускает представление 

 

 ),()(),()(=),( 111 texxtxPtSxtfQ   (3.14) 

 

где )),(),([0,)( 111 YXLCtS  , ),)([0,),( 1YCxt n ; 

частная производная 
x

xt



 ),(
 непрерывна на n)[0, ; 

)),([0,)( nCte  ; 

функция )),(,()( 1
1 YLCx nn   такая, что   

 

 rxPxCxCr  1:)(:0>, . (3.15) 
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Тогда теорема 3.2.1 останется верна, если вместо условия (3.3) выполнено 

 

 .,0:),(0)),(,( 10
1

1 TRxPTtLxtxtGxHP   (3.16) 

 

Доказательство. Очевидно, функция ),(1 xtfQ  вида (3.14) и ее частная про-

изводная )),(( 1 xtfQ
x


 непрерывны на n)[0, . 

Для доказательства следствия 3.2.1 достаточно добавить в доказательство 

теоремы 3.2.1 следующие пояснения. 

Рассмотрим уравнение (3.10), полученное в доказательстве теоремы 3.2.1. 

Обозначим )),((=),(ˆ ztPzPzt da  . Поскольку 2),( XztPd  , то в силу 

(3.15) выполнено   

 

 rzztCztCr ˆ:0),(ˆ:0>0>ˆ  . (3.17) 

 

Далее обозначим )),(,(=),(ˆ ztPzPtzt da  . С учетом всех новых обозна-

чений уравнение (3.10) принимает вид   

 

  .)(),(ˆ),(ˆ))((= 1
11 teztztzPBtSGPz

dt

d
aa   (3.18) 

 

Для произвольного фиксированного числа )(0,T  введем срезку функции 

),(ˆ zt  по переменной t : 









),,(ˆ

),,(ˆ
=),(ˆ

zT

zt
ztT  

.>

,0

Tt

Tt 
 Рассмотрим систему   

 

  )(),(ˆ),(ˆ))((= 1
11 teztztzPBtSGPz

dt

d
Taa 

 (3.19) 
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и функцию   )(ˆ=,ˆ
2

1
=),(

2

1
=)( 111 zVzzHxPxHPxPV , где aa HPPH *=ˆ  и H  – оператор 

из (3.16), zHzVgrad ˆ=)(ˆ . Учитывая    ),(ˆ,ˆ=),(ˆ, 111 ztGPzHztGzHP aa   , из (3.16) 

следует, что для каждого 0>T  найдется число 0>ˆ
TR  такое, что 

 

   .ˆ,00,),(ˆ,ˆ 11
Ta RzTtztGPzH   (3.20) 

 

Так как 0>ˆ=ˆ *HH , то  zzHHz ,ˆˆ 12   и    zPBtSGPzH aa ])([,ˆ
1

11   

 zzHHPBtSGPH aa ,ˆˆ])([ˆ 1
1

11   . Выбирая  rHRT ˆ,ˆmaxˆ 1 , с учетом 

(3.17) имеем оценку:     .ˆ,,ˆ)(ˆ)(),(ˆ,ˆ 11
1/2

11
Taa RzzzHteGPHCteztGPzH    

Увеличивая, если необходимо, TR̂  в (3.20) так, чтобы выполнялось неравен-

ство  rHRT ˆ,ˆmaxˆ 1 , получаем оценку для производной функции )(ˆ zV  в силу 

системы (3.19), которая выполнена при всех z  таких, что TRz ˆ  и всех 0t : 

 

   )(),(ˆ),(ˆ))((,ˆ=ˆ
1

11

)19.3(

teztztzPBtSGPzHV Taa


 

      )(),(ˆ,ˆ])([,ˆ 11
1

11 teztGPzHzPBtSGPzH aaa  

  ),(ˆ)(=,ˆ)(ˆˆ])([ˆ
1/2

1
1

11 zVtkzzHteHCHPBtSHGP aa 




    

 

где 




   )(ˆˆ])([ˆ2=)(

1/2
1

1
11 teHCHPBtSHGPtk aa  – непрерывная 

функция при 0t . 

Так как неравенство vtkv )( , 0t , не имеет ни одного положительного 

решения )(tv  с конечным временем определения, то по лемме 2.2.4 каждое реше-

ние )(tz  уравнения (3.18) неограниченно продолжаемо. Значит, каждое решение 

))(,()(=)( tztPtzPtx da   уравнения (2.1) также неограниченно продолжаемо. 
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Следствие доказано. 

Наряду с (2.1) можно рассматривать уравнение   

 

 ),,(=)()( xtftBxtx
dt

d
A   (3.21) 

 

где 0, 0 tt , nxx 0, ; 

nnxtf  )[0,:),(  – непрерывная функция; 

nnBA  :,  – линейные операторы, вообще говоря, необратимые и та-

кие, что BA  – регулярный пучок индекса 1. 

Определение 3.2.1. Функция )(tx  называется решением задачи Коши (3.21), 

(2.2) на некотором интервале ),[ 10 tt , 1t , если )),,([)( 10
1 nttCtx   удовлетво-

ряет начальному условию (2.2) и уравнению (3.21) на ),[ 10 tt . 

В работе [68] доказана следующая теорема. 

Теорема 3.2.2. Пусть функция ),)([0,),( nnCxtf   имеет непрерыв-

ную частную производную ),( xtf
x


 на n)[0, , проекция ),(2 xtfQ  непрерыв-

но дифференцируема на n)[0, , BA  – регулярный пучок индекса 1. Пусть 

выполнено (3.1) и для любых 2Xuk   таких, что 01 ),( Luxt k  , 1,2=k , функция 

(3.2) является базисно обратимым оператором на выпуклой оболочке 

221 },{ Xuuconv  . Предположим, что проекция fQ1  допускает представление 

)(),(=),(1 textxtfQ  , где ),)([0,),( 1YCxt n  и 
x

xt



 ),(
 непрерывна на 

n)[0, , )),([0,)( 1YCte  . Пусть существует самосопряженный положи-

тельный оператор )( 1XLH  и для каждого 0>T  найдется число 0>TR  такие, 

что выполнено условие:  0)),(,( 1
1  xtGxHP   TRxPTtLxt  10 ,0:),( . 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (3.21), (2.2) на ),[ 0 t . 
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Доказательство проводится по схеме, аналогичной доказательству теоремы 

3.2.1 и следствия 3.2.1. 

 

3.3 Существование и единственность глобальных решений                      

дифференциально-алгебраических уравнений с сингулярным                             

характеристическим пучком 

 

3.3.1 Случай сингулярного пучка произвольного ранга 

 

Рассмотрим задачу Коши для полулинейного дифференциально-

алгебраического уравнения (2.1) ),(=)()]([ xtftBxtAx
dt

d
  с начальным условием 

(2.2) 00 =)( xtx , где 0, 0 tt , x , nx 0 , mnxtf  )[0,:),(  – непрерывная 

функция, mnBA  :,  – линейные операторы, которым соответствуют )( nm -

матрицы BA, . Предполагается, что BA  – сингулярный пучок операторов. 

Существуют прямые разложения пространств (см. подраздел 2.5) 

 

 ,==,==
2121 rssrs

m
rssrs

n YYYYYXXXXX     (3.22) 

 

относительно которых сингулярный пучок BA  имеет вид (2.28), где операторы 

сингулярной компоненты ss BA   имеют блочную структуру (2.33). Пусть регу-

лярная компонента rr BA   является регулярным пучком индекса 1, тогда суще-

ствуют прямые разложения (2.34) пространств rX , rY  и соответствующие инду-

цированные операторы iA , iB , 1,2=i  (см. подраздел 2.4). 

Относительно разложений (3.22), (2.34) любой вектор nx   единственным 

образом представим в виде суммы 

 

 1,2.=,=,=,= 2121
iXxPxXxSxxxxxx iiiisiisss   (3.23) 
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Замечание 3.3.1. В случае, когда ранг nmBAr <=),( , блочная структура 

(2.33) принимает вид (2.29), в разложении (3.22) 
1

= ss YY  и {0}=
2s

Y , FF =1 , 

0=2F . Если mnBAr <=),( , блочная структура (2.33) принимает вид (2.31), в 

(3.22) 
1

= ss XX  и {0}=
2s

X , SS =1 , 0=2S . 

С учетом указанных замечаний, доказанная ниже теорема включает случаи, 

когда nmBAr <=),(  или mnBAr <=),( . 

Теорема 3.3.1. [93] Пусть функция ),)([0,),( mnCxtf   имеет не-

прерывную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , BA  – сингу-

лярный пучок операторов и его регулярная компонента rr BA   из (2.28) имеет 

индекс 1. Предположим, что 

 

0}=)],()[(|)[0,),{(=),(:0 220 xtfBxQFxtLxtxt nn       (3.24) 

 

и для любых 2Xui   таких, что 01 ),( LuxPSxt i  , 1,2=i , оператор-функция 

 

   212 ),(=)( PBuxPSxtfQ
x

u











  (3.25) 

 

))),(,()(( 222 YXLXCu   является базисно обратимой на выпуклой оболочке 

},{ 21 uuconv . Пусть существуют самосопряженные положительные операторы 

)(
11 sXLH  , )( 12 XLH   и для каждого 0>T  найдется число 0>TR  такие, что 

 

.)(,0

:),(0)),(,()),(,(

11

01
1

1121
1

11

T

gen

RxPSTt

LxtxtfQAxPHxtfFAxSH



 

 (3.26) 

 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует решение )(tx    
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задачи Коши (2.1), (2.2) на  ),[ 0 t , причем, если mnBAr <=),( , решение будет 

единственным. 

Доказательство. Применяя к уравнению (2.1) проекторы iF , iQ , 1,2=i , по-

лучим эквивалентную систему 

 






















0.=)],([

0,=),(

),,(=)(

),,(=)(

2

222

11111

1111

xtfBxF

xBPQxtfQ

xtfQxBPQxAPQ
dt

d

xtfFBSxFxASF
dt

d

                         (3.27) 

 

Сузим операторы в уравнениях системы (3.27) на подпространства 
is

X , iX , 

1,2=i , из (3.22), (2.34), используем представление (3.23) и получим эквивалент-

ную систему: 

 

),,(=)( 1211
xtfFxBxBxA

dt

d
sundsgensgen                          (3.28) 

),,(=)( 11111 xtfQxBxA
dt

d
                                             (3.29) 

0,=),( 222 xBxtfQ                                                    (3.30) 

0.=),(21
xtfFxB sov   

 

Обозначим bX s =dim
1

, lX s =dim
2

, aX =dim 1 , dX =dim 2 , ndalb = . 

Пусть b
iis 1=}{ , l

iibs 1=}{  , a
iip 1=}{ , d

iiap 1=}{   – базисы подпространств
1s

X , 
2s

X , 1X , 2X  

соответственно. Способ выбора базисов подпространств 1X , 2X  описан в подраз-

деле 3.2, а базисов подпространств 
1s

X , 
2s

X  – в подразделе 2.5 с тем условием, 

что операторы сингулярной компоненты пучка BA  имеют блочную структуру 

(2.33) (блочную структуру (2.29) при nmBAr <=),( , (2.31) при mnBAr <=),( ). 
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Объединение базисов подпространств 
1s

X , 
2s

X , 1X , 2X  является базисом про-

странства dalbn  =  и для любого вектора nx   из разложения 

iai

d

i
ii

a

i
ibi

l

i
ii

b

i

pvpzsswx   
1=1=1=1=

=  по этому базису вытекает представление в 

виде вектор-столбца TTTTT vzwx ),,,(=  , где bw  , l , az  , dv   –     

также вектор-столбцы. Указанное представление определяет операторы 

,:,:,:,: 2121
XPXPXSXS d

d
a

as
l

ls
b

b    для которых суще-

ствуют обратные операторы b
sb XS 

1

1 : , l
sl XS 

2

1 : , a
a XP 

1
1 : , 

.: 2
1 d

d XP   Умножая уравнения (3.28)–(3.30) на 11 
genb AS , 1

1
1  APa , 1

2
1  BPd  соот-

ветственно и делая замену wSx bs =
1

, ls Sx =
2

, zPx a=1 , vPx d=2  получим экви-

валентную систему 

 

  ,),,,,(
~

= 1
1111  

lundgenbbgengenb SBvzwtfFASwSBAS
dt

dw
 (3.31) 

 ),,,,,(
~

= 1
1

1
1

1
1

1
1 vzwtfQAPzPBAP

dt

dz
aaa  

 (3.32) 

 0,=),,,,(
~

2
1

2
1 vvzwtfQBPd 

 (3.33) 

 0,=),,,,(
~

2 vzwtfFwSB bov   (3.34) 

 

где ),(=),,,,(
~

vPzPSwStfvzwtf dalb  . 

Рассмотрим отображение 

 

 .),,,,(
~

=),,,,( 2
1

2
1 vvzwtfQBPvzwt d    (3.35) 

 

Оно непрерывно на n)[0,  и имеет непрерывные частные производные:   
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,)(
),(

=
),,(

),,,,( 21
2

1
albd PSS

x

xtfQ
BP

zw

vzwt







       ,)(=
),,,,( 1

2
1

ddd PvPBP
v

vzwt




   

 

где )(=)( uvPd   – оператор-функция (3.25), 2= XvPu d  . 

Возьмем любые dvv 21, , },{~
21 vvconvvk  , dk 1,= , такие, что ),,,,( ivzwt   

принадлежат   

 

 
0}.=)],,,,(

~
)

()[(|)[0,),,,,{(=
~

220

vzwtfvPzP

SwSBQFvzwtL

da

lb
n



 
 (3.36) 

 

По условию теоремы для любых 2Xui   таких, что 01 ),( LuxPSxt i  , 1,2=i , 

оператор-функция )(u  является базисно обратимой на выпуклой оболочке 

},{ 21 uuconv . Следовательно, обратим действующий в d  оператор 

),~,,,,(ˆ=
1=

kk

d

k

vzwt
v





   где d

kk 1=}ˆ{  – аддитивное разложение единицы в d . 

Таким образом, для любых iv  таких, что 0

~
),,,,( Lvzwt i  , 1,2=i , функция 

),,,,(=)( vzwt
v

vW 



 является базисно обратимым оператором на выпуклой 

оболочке },{ 21 vvconv . Следовательно, для любой точки 0

~
),,,,( Lvzwt   существу-

ет обратный оператор 

1
),,,,(














v

vzwt
. 

Пусть *t  – произвольная точка из )[0, . Выберем bw * , l* , az * , 

dv *  так, чтобы 0*****

~
),,,,( Lvzwt  , это возможно в силу условия (3.24). По 

теоремам о неявной функции [81] существуют окрестности 

)()()()(= *4*3*2*1
zUUwUtUU   , )( *vU  и единственная функция 

))(,(),,,(= *vUUCzwtvv  , непрерывно дифференцируемая по ),,( zw  , такая, 

что 0=)),,,(,,,,( zwtvzwt  , Uzwt  ),,,( , и ***** =),,,( vzwtv  . Данное утвер-

ждение выполнено для всех точек )[0,t , wDw , zDz ,  D , vDv , где об-
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ласти b
wD  , lD  , a

zD  , d
vD   такие, что wb DxSS 

01
1 , 

 DxSSl 02
1 , 

za DxPP 
01

1 , vd DxPP 
02

1 . 

Определим глобальную функцию ),,,(= zwtv   в точке ),,,( **** zwt   как 

),,,(=),,,( ******** zwtvzwt  . Так как ***** =),,,( vzwtv   и 0*****

~
),,,,( Lvzwt  , то 

0********

~
)),,,(,,,,( Lzwtzwt   и ,

~~~~
)[0,:),,,(= vzw DDDDzwtv    где 

0

~
)[0,=

~~~~
)[0, LDDDDDDDD vzwvzw   . 

Рассмотрим две точки 0

~
),,,,( Lvzwt i  , 1,2=i , очевидно, для них 

0=),,,,( ivzwt  . Проекции ),,,,(ˆ=),,,,( vzwtvzwt kk  , dk 1,= , являются 

функциями со значениями в одномерных пространствах d
kkR ̂= , изоморфных 

 . По формуле конечных приращений [81]:  ),,,,(),,,,( 12 vzwtvzwt kk  

0=))(~,,,,(= 12 vvvzwt
v

kk 



, },{~

21 vvconvvk  , dk 1,= . Следовательно, 

0=))(~,,,,(ˆ
12 vvvzwt

v
kkk 




 , dk 1,= , откуда получаем, что 0=)( 12 vv   и, 

значит, 12 = vv . 

Доказано, что 

 

 0

~
),,,,(:

~
!

~~~
)[0,),,,( LvzwtDvDDDzwt vzw   , (3.37) 

 

и в некоторой окрестности каждой точки zw DDDzwt
~~~

)[0,),,,( ****    суще-

ствует единственное решение ),,,(= zwtv   уравнения (3.33), непрерывное по 

),,,( zwt   вместе со своими частными производными по w ,  , z . Значит функция 

),,,(= zwtv   в этой окрестности совпадает с ),,,( zwt   и является решением 

уравнения (3.33) с соответствующими свойствами гладкости. Покажем, что функ-

ция ),,,(= zwtv   единственная на всей области определения. Действительно,   

если бы существовала функция ),,,(= zwtv  , обладающая в некоторой точке 

zw DDDzwt
~~~

)[0,),,,( ****    теми же свойствами, что и ),,,(= zwtv  , то, в 



 73 

силу (3.37), ********* =),,,(=),,,( vzwtzwt  . Следовательно, 

),,,(=),,,( zwtzwt   для всех точек zw DDDzwt
~~~

)[0,),,,(   . 

Выберем любую непрерывную функцию  Dt
~

)[0,:)( , удовлетворяю-

щую начальному условию 02
1

0 =)( xSSt l
 . Подставим )(= t  в функцию   и обо-

значим )),(,,(=),,( ztwtzwtq  . 

Теперь подставим ),,(= zwtqv  и )(= t  в (3.31), (3.32): 

 

)],()),,(,),(,,(
~

[= 1
11 tSBzwtqztwtfFwSBAS

dt

dw
lundbgengenb   

))],,,(,),(,,(
~

[= 11
1

1
1 zwtqztwtfQzPBAP

dt

dz
aa   

 

и перепишем эту систему в виде 

 

 )],,([= 21 


tGNN
dt

d
 (3.38) 

 

где 









z

w
= ; 


















1
1

1

11

1
0

0
=

AP

AS
N

a

genb ; 










a

bgen

PB

SB
N

1

2
0

0
= ; 

.
)),(),(,,(

~
)()),(),(,,(

~

=),(),,,(=),(
1

1




















tqttfQ

tSBtqttfF
tGzwtqtq lund  

 

В силу свойств функций fF1 , fQ1 , q ,  , функция ),( tG  непрерывна по 

совокупности переменных и непрерывно дифференцируема по   на 

zw DD
~~

)[0,  . Следовательно, на некотором интервале ),[ 0 t  существует един-
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ственное решение )(t  задачи Коши для уравнения (3.38) с начальным условием   

 

 ,),(=,=)( 00000
Tzwt   (3.39) 

 

где 00000000

~
)),,(,),(,,( Lzwtqztwt  . 

Запишем функцию G  в виде )(),(ˆ=),( tetGtG  , где 

 

.
)),(),(,,(

~
)),(),(,,(

~

=),(ˆ,
0

)(
=)(

1

1


























 

tqttfQ

tqttfF
tG

tSB
te

lund
 

 

Для произвольного фиксированного числа )(0,T  введем срезку функции 

),(ˆ tG  по переменной t : 









),,(ˆ

),,(ˆ
=),(ˆ

TG

tG
tGT  

,>

,0

Tt

Tt 
 и рассмотрим систему   

 

 )].(),(ˆ[= 21 tetGNN
dt

d
T 


 (3.40) 

 

Далее введем функцию =)],(),1/2[(=)( 11211111
xxHxxHxxV sss   

  ),(ˆ=,ˆ1/2=)],(),1/2[(= 21  VHzPzPHwSwSH aabb  где 













aa

bb

PHP

SHS
H

2
*

1
*

0

0
=ˆ  

и 21, HH  – операторы из (3.26). Ясно, что 0>ˆ=ˆ *HH . Градиент функции V̂  равен 

 HVgrad ˆ=)(ˆ . 

Из (3.26) следует, что для каждого 0>T  найдется число 0>ˆ
TR  такое, что 

 

  .ˆ,00,),(ˆ,ˆ
1 TRTttGNH     (3.41) 

 

Так как 0>ˆ=ˆ *HH , то существует 1ˆ H  и легко показать, 
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что  .,ˆˆ 12
  HH  Тогда    .,ˆˆˆ,ˆ 1

2121   HHNNHNNH  Выбирая 

1ˆˆ  HRT , получим оценку:      .ˆ,,ˆ)(ˆ)(,ˆ
1

1/2

1 TRHteNHteNH   

С учетом (3.41) производная функции )(ˆ V  в силу системы (3.40) удовле-

творяет при всех 0t  и   таких, что TR̂  ( 1ˆˆ  HRT ), следующей оценке:  

 

    2121
)40.3(

,ˆ)](),(ˆ[,ˆ=ˆ NNHtetGNNHV T


 

    ),(ˆ)(=,ˆ)(ˆˆˆ)(,ˆ
1/2

1
211 





   VtkHteHHNHNteNH  

 

где 




  )(ˆˆˆ2=)(

1/2
1

21 teHHNHNtk . 

Так как неравенство vtkv )( , 0t , не имеет ни одного положительного 

решения с конечным временем определения, то по лемме 2.2.4 каждое решение 

Ttztwt ))(),((=)(  уравнения (3.38) также неограниченно продолжаемо. 

Найденные непрерывно дифференцируемые компоненты )(tw , )(tz  гло-

бального решения )(t  уравнения (3.38) определены на ),[ 0 t . Уравнение (3.34) 

является тождеством, поскольку 0

~
)))(),(,(),(),(),(,( Ltztwtqtzttwt   для всех 

),[ 0  tt . Следовательно, функция ))(),(,()()()(=)( tztwtqPtzPtStwStx dalb   

будет решением задачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t . 

Решение )(tx  не является единственным, поскольку зависит от выбранной 

функции )(= t , которую можно считать функциональным параметром. Если 

mnBAr <=),( , то 
1

= ss XX , {0}=
2s

X , 0=2S  и компонента xSSl 2
1=   отсут-

ствует. Покажем, что в этом случае каждое локальное решение )(t , ),[ 0  tt , 

уравнения (3.38) допускает единственное продолжение на всю временную полу-

ось ),[ 0 t . Из доказанного выше следует, что неограниченно продолжаемое ре-

шение )(t  задачи Коши (3.38), (3.39) единственно на некотором интервале ),[ 0 t . 
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Предположим, что решение не единственно на ),[ 0 t . Тогда существует *t  и 

два различных неограниченно продолжаемых решения )(t , )(ˆ t  с общим значе-

нием )(ˆ=)(= *** tt  . Возьмем точку ),( ** t  в качестве начальной, тогда на не-

котором интервале ),[ 1* t  должно существовать единственное решение уравнения 

(3.38) с начальным значением ** =)(  t , что противоречит предположению. 

Теорема доказана. 

Замечание 3.3.2. Проекции )(1 txS , )(1 txP  решения )(tx  непрерывно диффе-

ренцируемы, проекции )(2 txS , )(2 txP  непрерывны. При mnBAr <=),(  проекция 

)(2 txS  отсутствует, 1= SS , )(tSx  непрерывно дифференцируема.   

Замечание 3.3.3. Вообще говоря, решение )(tx  будет единственным при 

mnBAr =),( . Но в случае, если mnBAr ==),( , пучок BA  будет регулярным 

и используется теорема 3.2.1 или следствие 3.2.1. 

Замечание 3.2.4. Условие базисной обратимости оператор-функции (3.25) 

на любой выпуклой оболочке },{ 21 uuconv  ( 01 ),( LuxPSxt i  ) можно заменить 

на требование обратимости в любой точке u  (такой, что 01 ),( LuxPSxt  ), если 

вместо условия (3.24) потребовать, чтобы  

 

 .),(:!0 01211 LuxxtXuXxXxt sss   

 

С учетом замечания 3.3.1, доказанное ниже следствие (см. [93,                    

замечание 4]), также как и теорема 3.3.1, включает случаи, когда nmBAr <=),(  

или mnBAr <=),(  (т. е. случаи, когда уравнению (2.1) соответствуют недоопре-

деленная или переопределенная системы дифференциально-алгебраических урав-

нений). 

Следствие 3.3.1. Предположим, что проекции fF1 , fQ1  допускают пред-

ставление: 
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),(),()()()(=),(

),(),()()()(=),(

221322111

111322111

tgxtxPtDxStDxStDxtfQ

tgxtxPtKxStKxStKxtfF




 (3.42) 

 

где )),(),([0,)(
1sisi YXLCtK  , )),(),([0,)( 1YXLCtD

isi  , 1,2=i ; 

)),(),([0,)(
113 sYXLCtK  , )),(),([0,)( 113 YXLCtD  ; 

 ),(1 xt ),)([0,
1s

n YC  , ),)([0,),( 12 YCxt n ; 

Частные производные 1,2=),,( ixt
x

i



 непрерывны на n)[0, ; 

)),([0,)(
11 sYCtg  , )),([0,)( 12 YCtg  . 

Тогда теорема 3.3.1 останется верна, если вместо условия (3.26)             

выполнено 

 

.)(,0

:),(0)),(,()),(,(

11

02
1

1121
1

11

T

gen

RxPSTt

LxtxtAxPHxtAxSH



 

  (3.43) 

 

Доказательство. Для доказательства следствия 3.3.1 достаточно добавить в 

доказательство теоремы 3.3.1 следующие пояснения. 

Рассмотрим уравнение (3.38), полученное в доказательстве теоремы 3.3.1. 

Обозначим )),()(),(,(=),(ˆ  tqPtSPStt dlabii , 21,=i ,  

 















),(ˆ

),(ˆ
=),(ˆ

2

1

t

t
t , 













)()()(

)()())((
=)(

22

12

tgtStD

tgtSBtK
te

l

lund
, 

.
)()(

)()(
=)(

31

31

3 








ab

ab

PtDStD

PtKStK
tN  

 

С учетом новых обозначений и представления (3.42) уравнение (3.38) при-

нимает вид   ),(ˆ)())((= 231 


tteNtNN
dt

d
. 

Для произвольного фиксированного числа )(0,T  введем срезку функции 
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),(ˆ  t  по переменной t : 









),,(ˆ

),,(ˆ
=),(ˆ

T

t
tT  

.>

,0

Tt

Tt 
  

Рассмотрим систему 

 

  ),(ˆ)())((= 231 


tteNtNN
dt

d
T  (3.44) 

 

и функцию     )(ˆ=,ˆ
2

1
=),(),(

2

1
=)( 11211111

 VHxxHxxHxxV sss , где 















aa

bb

PHP

SHS
H

2
*

1
*

0

0
=ˆ  и 1H , 2H  – операторы из (3.43). 

Из (3.43) следует, что для каждого 0>T  найдется число 0>ˆ
TR  такое, что   

 

   .ˆ,00,),(ˆ,ˆ
1 TRTttNH   (3.45) 

 

Так как 0>ˆ=ˆ *HH , то  .,ˆˆ 12
  HH  Тогда 

   .,ˆˆ)(ˆ])([,ˆ 1
231231   HHNtNNHNtNNH  Выбирая 1ˆˆ  HRT , 

получим оценку:     .ˆ,,ˆ)(ˆ)(,ˆ
1

1/2

1 TRHteNHteNH   

С учетом (3.45) производная функции )(ˆ V  в силу системы (3.44) удовле-

творяет при всех 0t , TR̂  ( 1ˆˆ  HRT ) следующей оценке: 

 

   )],(ˆ)())([(,ˆ=ˆ
231

)44.3(

tteNtNNHV T


 

      )(,ˆ))((,ˆ
1231 teNHNtNNH  

   ),(ˆ)(=,ˆ)(ˆˆ)(ˆ
1/2

1
231 





   VtkHteHHNtNHN  
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где 




   )(ˆˆ)(ˆ2=)(

1/2
1

231 teHHNtNHNtk  – непрерывная функция 

при 0t . 

Так как неравенство vtkv )( , 0t , не имеет ни одного положительного 

решения с конечным временем определения, то по лемме 2.2.4 каждое решение 

Ttztwt ))(),((=)(  уравнения (3.38) также неограниченно продолжаемо. 

Следствие доказано. 

 

3.3.2 Случай недоопределенной сингулярной системы                                

дифференциально-алгебраических уравнений 

 

Рассмотрим задачу Коши (2.1), (2.2)  ),(=)()]([ xtftBxtAx
dt

d
 ,  00 =)( xtx ,  

где 0, 0 tt , nxx 0, , nx 0 , mnxtf  )[0,:),(  – непрерывная функция, 

mnBA  :,  – линейные операторы, которым соответствуют )( nm -матрицы 

BA, . Пусть BA  – сингулярный пучок операторов, который имеет ранг 

nmBAr <=),( , т. е. соответствующая система дифференциально-алгебраических 

уравнений недоопределена. 

Пространства n , m  допускают прямые разложения (см. подраздел 2.5)   

 

 ,=,==
21 rs

m
rssrs

n YYXXXXX     (3.46) 

 

относительно которых сингулярный пучок BA  имеет вид (2.28), где операторы 

сингулярной компоненты ss BA   имеют блочную структуру (2.29). По предпо-

ложению регулярная компонента rr BA   является регулярным пучком индек-

са 1, тогда пространства rX , rY  допускают прямые разложения (2.34). 

Относительно разложений (3.46), (2.34) любой вектор nx   единственным 

образом представим в виде суммы 
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 1,2.=,=,=,= 2121
kXxPxXxSxxxxxx kkkkskksss   (3.47) 

 

С учетом замечания 3.3.1 следующий результат вытекает из теоремы 3.3.1 и 

ее следствия. 

Теорема 3.3.2. [65] Пусть функция ),)([0,),( mnCxtf   имеет непре-

рывную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , nm < , пучок BA  

имеет ранг mBAr =),(  и его регулярная компонента rr BA   из (2.28) имеет ин-

декс 1. Пусть 

 

0},=)],([|)[0,),{(=),(:0 20 xtfBxQxtLxtxt nn    

 

и для любых 2Xui   таких, что 01 ),( LuxPSxt i  , 1,2=i , оператор-функция  

(3.25)  ))),(,()(( 222 YXLXCu   является базисно обратимой на выпуклой обо-

лочке },{ 21 uuconv . Предположим, что проекции Ff , fQ1  допускают представле-

ния: 

 

 
),(),()()()(=),(

),(),()()()(=),(

221322111

11132211

tgxtxPtDxStDxStDxtfQ

tgxtxPtKxStKxStKxtFf




 

 

где )),(),([0,)( sisi YXLCtK  , )),(),([0,)( 1YXLCtD
isi  , 1,2=i ; 

 )),(),([0,)( 13 sYXLCtK  , )),(),([0,)( 113 YXLCtD  ; 

 ),(1 xt ),)([0, s
n YC  , ),)([0,),( 12 YCxt n ; 

частные производные 1,2=),,( ixt
x

i



 непрерывны на n)[0, ; 

)),([0,)(1 sYCtg  , )),([0,)( 12 YCtg  .  

Пусть существуют самосопряженные положительные операторы 

)(
11 sXLH  , )( 12 XLH   и для каждого 0>T  найдется число 0>TR  такие, что 
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.)(,0

:),(0)),(,()),(,(

11

02
1

1121
1

11

T

gen

RxPSTt

LxtxtAxPHxtAxSH



 

 

 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует решение )(tx  за-

дачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t . 

Доказательство. Применяя к уравнению (2.1) проекторы F , 1Q , 2Q , полу-

чим эквивалентную систему   

 

 

0.=),(

),,(=)(

),,(=)(

22

111

xBPxtfQ

xtfQxBPxAP
dt

d

xtFfFBSxFASx
dt

d







 (3.48) 

 

Сужая операторы в уравнениях системы (3.48) на подпространства sX , 1X , 

2X  из разложений (3.46), (2.34) и учитывая (2.29), (3.47), получим эквивалентную 

систему: 

 

 




















0.=),(

),,(=)(

),,(=)(

222

11111

211

xBxtfQ

xtfQBxQxA
dt

d

xtFfxBxBxA
dt

d
sundsgensgen

 (3.49) 

 

Как в доказательстве теоремы 3.3.1, обозначим bX s =dim
1

, lX s =dim
2

, 

aX =dim 1 , dX =dim 2 , ndalb = , определим операторы 
1

: s
b

b XS  , 

2
: s

l
l XS  , 1: XP a

a  , 2: XP d
d  , для которых существуют обратные 

операторы b
sb XS 

1

1 : , l
sl XS 

2

1 : , a
a XP 

1
1 : , d

d XP 
2

1 : , сделаем 

замену wSx bs =
1

, ls Sx =
2

, zPx a=1 , vPx d=2  и получим систему, эквивалент-
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ную системе (3.49): 

 

 

0,=),,,,(
~

),,,,,(
~

=

,),,,,(
~

=

2
1

2
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1111

vvzwtfQBP

vzwtfQAPzPBAP
dt

dz

SBvzwtfFASwSBAS
dt

dw

d

aaa

lundgenbbgengenb













 

 

где ),(=),,,,(
~

vPzPSwStfvzwtf dalb  . 

Дальнейшее доказательство проводится по схеме, аналогичной доказатель-

ству теоремы 3.3.1 и следствия 3.3.1 с учетом замечания 3.3.1. 

Замечание 3.3.5. По построению гладкость решения )(tx  следующая: ком-

поненты )(1 txS , )(1 txP  непрерывно дифференцируемы, а )(2 txS , )(2 txP  – непре-

рывны. 

Замечание 3.3.6. Решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) будет единствен-

ным, если задать его компоненту )(=)(
22 ttxS s  и начальное значение 

)(= 0202 txS s . Функцию )(=
22 txS s  можно считать функциональным парамет-

ром. Начальное значение 0202
=)( xSts  должно быть выбрано так, чтобы 

000 ),( Lxt  . 

 

3.3.3 Случай переопределенной сингулярной системы                                

дифференциально-алгебраических уравнений 

 

Рассмотрим задачу Коши (2.1), (2.2)  ),(=)()]([ xtftBxtAx
dt

d
 ,  00 =)( xtx ,  

где 0, 0 tt , nxx 0, , nx 0 , mnxtf  )[0,:),(  – непрерывная функция, 

mnBA  :,  – линейные операторы, которым соответствуют )( nm -матрицы 

BA, . Пусть BA  – сингулярный пучок операторов, который имеет ранг 

mnBAr <=),( , т. е. соответствующая система дифференциально-алгебраических 
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уравнений переопределена. 

Пространства n , m  допускают прямые разложения (см. подраздел 2.5) 

 

 ,==,=
21 rssrs

m
rs

n YYYYYXX     (3.50) 

 

относительно которых сингулярный пучок BA  имеет вид (2.28), где операторы 

сингулярной компоненты ss BA   имеют блочную структуру (2.31). По предпо-

ложению регулярная компонента rr BA   является регулярным пучком индек-

са 1, тогда пространства rX , rY  допускают прямые разложения (2.34). 

Относительно разложений (3.50), (2.34) любой вектор nx   единственным 

образом представим в виде суммы 

 

 1,2.=,=,=,= 21 iXxPxXSxxxxxx iiisss   (3.51) 

 

С учетом замечания 3.3.1 следующий результат вытекает из теоремы 3.3.1 и 

ее следствия. 

Теорема 3.3.3. [66] Пусть функция ),)([0,),( mnCxtf   имеет непре-

рывную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , mn < , пучок BA  

имеет ранг nBAr =),(  и его регулярная компонента rr BA   из (2.28) имеет ин-

декс 1. Пусть 

 

0}=)],()[(|)[0,),{(=),(:0 220 xtfBxQFxtLxtxt nn       (3.52) 

 

и для любых 2Xui   таких, что 01 ),( LuxPSxt i  , 1,2=i , оператор-функция 

 

   212 ),(=)( PBuxPSxtfQ
x

u











  (3.53) 
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))),(,()(( 222 YXLXCu   является базисно обратимой на выпуклой оболочке 

},{ 21 uuconv . Предположим, что проекции fF1 , fQ1  допускают представления: 

 

 
),(),()()(=),(

),(),()()(=),(

221311

111311

tgxtxPtDSxtDxtfQ

tgxtxPtKSxtKxtfF




 (3.54) 

 

где )),(),([0,)(
11 ss YXLCtK  , )),(),([0,)(

113 sYXLCtK  ; 

)(1 tD )),(),([0, 1YXLC s , )),(),([0,)( 113 YXLCtD  ; 

),)([0,),(
11 s

n YCxt  , ),)([0,),( 12 YCxt n ; 

частные производные ),( xt
x

i



, 1,2=i  непрерывны на n)[0, ; 

)),([0,)(
11 sYCtg  , )),([0,)( 12 YCtg  . 

Пусть существуют самосопряженные положительные операторы 

)(1 sXLH  , )( 12 XLH   и для каждого 0>T  найдется число 0>TR  такие, что 

 

 
.)(,0

:),(0)),(,()),(,(

1

02
1

1121
1

1

T

gen

RxPSTt

LxtxtAxPHxtASxH



 

 (3.55) 

 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на  ),[ 0 t . 

Доказательство. Применяя к уравнению (2.1) проекторы iF , iQ , 1,2=i , по-

лучим эквивалентную систему 

 

 























.0)],([

,0),(

),,(=)(

),,(=)(

2

222

11111

111

xtfBxF

xBPQxtfQ

xtfQxBPQxAPQ
dt

d

xtfFBSxFASxF
dt

d

 (3.56) 
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Сужая операторы в уравнениях системы (3.56) на подпространства sX , 1X , 

2X  из разложений (3.50), (2.34) и учитывая (2.31), (3.51), получим эквивалентную 

систему: 

 

 ),,(=)( 1 xtfFxBxA
dt

d
sgensgen   (3.57) 

 ),,(=)( 11111 xtfQxBxA
dt

d
  (3.58) 

 0,=),( 222 xBxtfQ   (3.59) 

 0.=),(21
xtfFxB sov   

 

Обозначим bX s =dim , aX =dim 1 , dX =dim 2 , ndab = . Пусть b
iis 1=}{ , 

a
iip 1=}{ , d

iiap 1=}{   – базисы подпространств sX , 1X , 2X  соответственно. Базисы 

выбираются так, что относительно них операторы сингулярной компоненты пучка 

BA  имеют блочную структуру (2.31). Для любого вектора nx   из разложе-

ния iai

d

i
ii

a

i
ii

b

i

pvpzswx  
1=1=1=

=  по этому базису вытекает представление 

TTTT vzwx ),,(= , bw  , az  , dv  , определяющее операторы s
b

b XS : , 

1: XP a
a  , 2: XP d

d  , для которых, очевидно, существуют обратные опера-

торы b
sb XS  :1 , a

a XP 
1

1 : , d
d XP 

2
1 : . Компоненты вектора x  в раз-

ложении (3.51) имеют вид 

 

 ,=,=,= 21 vPxzPxwSx dabs  (3.60) 

 

соответственно, SxSw b
1=  , xPPz a 1

1=  , xPPv d 2
1=  . 

Умножая уравнения (3.57)–(3.59) слева на 11 
genb AS , 1

1
1  APa , 1

2
1  BPd  соответ-

ственно и делая замену (3.60), получим эквивалентную систему: 
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0,=),,,,(
~

0,=),,,,(
~

),,,,,(
~

=

),,,,(
~

=

2

2
1

2
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1111

vzwtfFwSB

vvzwtfQBP

vzwtfQAPzPBAP
dt

dz

vzwtfFASwSBAS
dt

dw

bov

d

aaa

genbbgengenb















 

 

где ),(=),,,(
~

vPzPwStfvzwtf dab  . 

Дальнейшее доказательство проводится по схеме, аналогичной доказатель-

ству теоремы 3.3.1 и следствия 3.3.1 с учетом замечания 3.3.1. 

Замечание 3.3.7. По построению гладкость решения )(tx  следующая: компо-

ненты )(tSx , )(1 txP  непрерывно дифференцируемы, а компонента )(2 txP  непрерывна. 

Пример 3.3.1. Проиллюстрируем применения теоремы 3.3.3 на примере. 

Рассмотрим систему 

 

 ,)(= 3
2

3
121

1 xxtIxx
dt

dx
  (3.61) 

 ),(=21 tIxx   (3.62) 

 .=2 3
2

3
12 xxx   (3.63) 

 

Векторная форма системы (3.61)–(3.63) имеет вид (2.1), где 

,)(

)(

=),(,

20

11

11

=,

00

00

01

=
3
2

3
1

3
2

3
1



































 

















xx

tI

xxtI

xtfBA 2

2

1
= 









x

x
x . Предполагается, 

что  ),[0,)( CtI . Ранг пучка BA  равен 2. 

Анализируя решение уравнения (2.32), находим пространства }{= sLinX s , 

}{= pLinX r , 2
1=21

}{== iisss gLinYYY  , }{= 11
gLinYs , }{= 22

gLinYs , }{= qLinYr , 

rr YYXX =,= 22 , {0}={0},= 11 YX , где Ts )0,1( , Tp )1,0( , Tg )0,1,1(1  , 

Tg )0,1,0(2  , Tq )2,1,1( . Выпишем введенные в подразделе 2.5 проекторы 
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sXS 2: , rXP 2: , rYQ 3: , sYF 3: , 
ksk YF 3: , kk XP 2: ,  

kk YQ 3: , 1,2=k , в координатных базисах пространств 32 , :   

 

,

100

1/200

1/200

=,

000

111

000

=,

000

1/201

1/201

=,

000

1/210

1/201

= 21















 


















































 QFFF  

0.=0,=,=,=,
10

00
=,

00

01
= 1122 PQQQPPPS 
















 

 

Оператор 
11 := ss

sXgen YXAFA   из представления (2.31) имеет обратный 

),(
1

1
ssgen XYLA  . В координатных базисах пространств 32 ,  матрицы 1, 

gengen AA  

одноименных операторов принимают вид: .
000

1/201
=,

00

01

01

= 1


























gengen AA  

Поскольку 0=QA , оператор 2== AQAA
rXr  также нулевой. Если rr Xx  , 

то rrr YyQBx = , причем 0=rQBx  только при 0=rx  и, значит, оператор 

2== BQBB
rXr  обратим. Очевидно, rr BA   – регулярный пучок индекса 1. 

Вычислим проекции вектора x : 0=1xP , ,,0)(=,0)(== 1
TT

s wxSxx  

TT vxxPu )(0,=)(0,== 22 ,  ,= 1xw  2= xv . 

Уравнение 0=)],()[( 22 xtfBxQF   эквивалентно уравнению (3.63), кото-

рое можно записать в виде 

 

 ,=2 33 vwv   (3.64) 

 

следовательно, условие (3.52) теоремы выполнено. 
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Найдем  








































20

10

10

1
2

3
=)),(( 2

222 xPBxtfQ
x

 и рассмотрим оператор-

функцию ,

20

10

10

1~
2

3
=))~,((=)~(ˆ 2

22








































 vPBuxtfQ

x
u s  где v~ , 

},{)~(0,=~
21 uuconvvu T  , и 221, Xuu   удовлетворяют (3.64). 

Поскольку пространства 2X , 2Y  одномерны, базисная обратимость эквива-

лентна обратимости. Ясно, что сужение оператора  u~̂  на одномерное подпро-

странство 2X  является обратимым оператором из 2X  в 2Y . Следовательно, для 

любых 221, Xuu  , удовлетворяющих (3.64), функция (3.53) является базисно об-

ратимым оператором на выпуклой оболочке 221 },{ Xuuconv  . 

Проекция 0=),(1 xtfQ , представим проекцию ),(1 xtfF  в виде (3.54): 

0=)(tKi , 1,3=i , )()(=),( 111 tgxxtfF  ,  .

0

)(

)(

=)(,

0

)5(.0

)5(.0

=)( 1
3
1

3
2

3
1

3
2

1





































 tI

tI

tgxx

xx

x  

Найдем 











 


0

)5(.0
=)(

3
1

3
2

1
1 xx

xAgen . Выберем 








10

02
=1H . Тогда 

4
1

3
211

1
1 =))(,( xxxxASxH gen  . Проверим, что 0))(,( 1

1
1  xASxH gen  для любого 

2x , удовлетворяющего (3.63) и такого, что TRxxPS  |=|)( 11 . Равенство 

(3.63) эквивалентно 3
1

2
22 =)(2 xxx  , откуда следует: 21 = xsignxsign  и 

0.2=))(,( 211
1

1  xxxASxH gen  Значит выполнено условие (3.55) теоремы. 

Итак, по теореме 3.3.3 для любой начальной точки 2
00 )[0,),( xt , удо-

влетворяющей алгебраическому уравнению (3.63), существует единственное ре-

шение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t . 

В подразделе 4.4 рассмотрена задача для математической модели нелиней-

ного двухполюсного радиотехнического фильтра с переопределенной системой 

дифференциально-алгебраических уравнений. 
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Выводы по разделу 3 

 

1. Сформулированы и доказаны теоремы, которые дают достаточные усло-

вия существования и единственности глобального решения задачи Коши для 

дифференциально-алгебраических уравнений (2.1), (3.21) с регулярным характе-

ристическим пучком (теоремы 3.2.1, 3.2.2). Теоремы используются для исследо-

вания динамики нелинейных радиотехнических цепей (см. раздел 4) и могут быть 

применены для анализа математических моделей робототехнических, экономиче-

ских и других систем, в которых возникают соответствующие уравнения. 

2. Сформулирована и доказана теорема 3.3.1, которая дает достаточные 

условия существования и единственности глобального решения задачи Коши для 

полулинейного ДАУ (2.1) с сингулярным характеристическим пучком произволь-

ного ранга. Теорема используется для исследования динамики нелинейных радио-

технических цепей (см. раздел 4) и может быть применена для анализа математи-

ческих моделей робототехнических, экономических и других систем, в которых 

возникает соответствующее уравнение. 

Теорема 3.3.1 включает случаи, когда соответствующая система уравнений 

недоопределена или переопределена. В частности, подобные системы возникают 

при исследовании математических моделей в условиях неполных данных (см. 

подраздел 4.4) и при рассмотрении обратных задач (см. подраздел 4.4). 

3. Получены результаты (следствия 3.2.1, 3.3.1) о глобальной разрешимости 

ДАУ (2.1), которые учитывают специфику нелинейной части уравнения, а имен-

но, наличие слагаемого, зависящего только от времени t , и линейной нестацио-

нарной части. Эти результаты используются при анализе переходных процессов в 

нелинейных радиотехнических цепях (см. раздел 4) и могут быть применены для 

анализа других процессов и систем, в которых возникают математические модели 

с подобными уравнениями. 

Основные результаты раздела опубликованы в [52, 55, 65–69, 93, 94]. 
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РАЗДЕЛ 4 

ПОЛУЧЕНИЕ И ПРОВЕРКА УСЛОВИЙ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

ГЛОБАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ 

НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 

 

4.1 Модель импедансного нелинейного четырехполюсного фильтра 

 

На рис. 1.1 изображен четырехполюсный радиотехнический фильтр с нели-

нейными сопротивлениями 1  и 2 , проводимостями 1h  и 2h , линейными сопро-

тивлениями 1r  и 2r , проводимостью g  и инерционными элементами – индуктив-

ностью L  и емкостью C . 

Рассматривается импедансная задача для четырехполюснка [49, 69]: заданы 

входные токи )(1 tI , )),([0,)(2 CtI . Предполагается, что 1 , 2 , 1h , 2h  – 

непрерывно дифференцируемые на   скалярные функции, параметры L , C , 1r , 

2r , g  являются положительными и вещественными. 

В подразделе 1.1 получена система (1.1)–(1.3), которая описывает модель 

электрической цепи, представленной на рисунке 1.1. Векторная форма системы 

(1.1)–(1.3) имеет вид полулинейного ДАУ (2.1), где 
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Характеристический пучок BA  является регулярным, поскольку 

 

   0,1=)(det 12  rrLgCBA  
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и имеет индекс 1, т. к. норма резольвенты 
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ограничена при больших || . 

Вычислим спектральные проекторы (2.21) kk QP , , 21,=k , оператор (2.25) 

G , 1G  и проекции xPk  вектора x  на спектральные подпространства kX  ( 21,=k ), 

которые в координатном базисе пространства 3  представимы в виде: 
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Выпишем спектральные подпространства },{== 21
3

11 ppLinPX  , 

}{== 3
3

22 pLinPX  , Tp 1,1,0)(=1  , Tp (0,0,1)=2 , Tp (1,0,0)=3 . 

Найдем   ,
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Уравнение 0=)],([2 xtfBxQ   эквивалентно алгебраическому уравнению 

(1.3), которое можно записать в виде:   
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 ).()(= 11 vztIv   (4.1) 

 

Согласно условию (3.1) необходимо, чтобы 210 XuXzt   такие, что 

выполнено (4.1) или, что равносильно,  vzt ,0 1  такие, что выполнено (4.1). 

В координатном базисе пространства 3  рассмотрим функцию   
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Найдем ограничения, при которых для любых 21, vv , удовлетворяющих 

(4.1), сужение функции (4.2) на 2X  является базисно обратимым оператором на 

выпуклой оболочке },{ 21 vvconv . Поскольку пространства 2X , 2Y  одномерны, ба-

зисная обратимость эквивалентна обратимости, которая имеет место, если 

1=)~( 1  vz , где 1z , },{~
21 vvconvv  . Продемонстрируем, как проверить 

непосредственно базисную обратимость. Учитывая, что 1=dim=dim 22 YX , а 

сужение проектора 2Q  на 3
22 = QY  является единицей в 2Y , аддитивным разло-

жением единицы в 2Y  будет сужение 1  проектора 2Q  на одномерное подпро-

странство его образов. Сужение   оператора )~(ˆ=)~(ˆ=ˆ 2 uuQ   на 2X  является 

обратимым оператором из 2X  в 2Y , если 1=)~( 1  vz , где 1z , 

},{~
21 vvconvv  , Tvu ,0,0)~(=~ . Действительно, при выполнении последнего условия 

из равенства 0=ˆ u , 2Xu , следует 0=u , и, значит,   является базисно обрати-

мым оператором на },{ 21 uuconv , где 2,0,0)(= Xvu T
ii  , iv , 1,2=i . 

Представим ),(1 xtfQ  в виде (3.14)  ),()(),()(=),( 111 texxtxPtSxtfQ   

где )(1 tS  – нулевая матрица, 1)( Qx  , 
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C

L

L

H

00

00

00

= . Очевидно, 

что 0>= *HH . Тогда      .)()()(2=),(, 332222211
1

1 xxhxxxxxtGxHP   

Далее найдем ограничения на функции jk h, , при которых для любого 

0>T  найдется 0>TR  такое, что выполнено условие (3.16). Пусть 

)(1
][0,

max tIM
Tt

T


 , тогда, учитывая (1.3), получим 

 

         
33222211111

1
1 )()()(2=),(, xxhxxxxtIxxtGxHP  

       .)()(2)(2 332222111111 xxhxxxxxxMT   

 

Искомое условие на функции jk h,  таково: пусть для любого 0>T  существует 

TR  такое, что   

 

    0)()()()(2)(2 332222111111  xxhxxxxxxM  (4.3) 

 

при любом 3x  таком, что TRxx  2
3

2
22 . 

Итак, пусть функции нелинейных сопротивлений и проводимостей 1 , 2 , 

2h ,   и входные токи )(1 tI , )(2 tI  удовлетворяют следующим условиям: 

 vzt ,0 1  такие, что выполнено (4.1);  для любых 21, vv , удовлетворяю-

щих (4.1), выполнено 1=)~( 1  vz  при любых },{~
21 vvconvv  , 1z ;  для любо-

го 0>T  существует 0>TR  такое, что справедливо (4.3) при любом 3x  таком, 
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что TRxx  2
3

2
22 . Тогда по следствию 3.2.1 для всякой начальной точки 

3
00 )[0,),( xt , удовлетворяющей алгебраическому уравнению (1.3), суще-

ствует единственное решение задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t . 

Рассмотрим частные случаи. Пусть 

 

   ,=)(=)(,=)(,=)(,=)( 9
411

3
32

3
22

3
11 yyhyyyhyyyy   (4.4) 

 

где 0>k , 1,4=k , y . 

Заметим, что кубические зависимости в нелинейных сопротивлениях и про-

водимостях часто встречаются в реальных радиотехнических системах. Очевидно, 

 vzt ,0 1  такие, что 9
141 )()(= vztIv  , и   1=~

1  vz  при любых 

},{~
21 vvconvv  , 21, vv , 1z . Проверим, что   0),(, 1

1  xtGxHP  при 3x  

таком, что TRxx  2
3

2
22  и 9

14121 )(= xtIxx  . Если )(= 1
][0,

max tIM
Tt

T


, то для 

любого 0>T  существует TR  такое, что 
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при любом 3x  таком, что TRxx  2
3

2
22 . Значит, выполнено условие (4.3). 

Следовательно, если нелинейные сопротивления и проводимости имеют вид 

(4.4), то по следствию 3.2.1 для любой начальной точки 30
0 )0,[),( xt , 

 Txxxx 0
3

0
2

0
1

0 ,,= , удовлетворяющей условию согласования 

 

 ,)()(= 90
1401

0
2

0
1 xtIxx   (4.5) 

 

существует единственное решение )(tx  уравнения (2.1) на полуоси ),[ 0 t  с 

начальным условием 0
0 =)( xtx . 
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Заметим, что вместо уравнения (2.1) можно рассматривать (3.21). Проверка 

условий теоремы 3.2.2 аналогична той, что проведена для следствия 3.2.1, и легко 

убедиться, что для нелинейных функций вида (4.4) ее условия выполнены, если 

ток )(1 tI  непрерывно дифференцируем при всех 0t . Тогда по теореме 3.2.2 для 

любой начальной точки 30
0 )[0,),( xt , удовлетворяющей условию согласо-

вания (4.5), существует единственное решение )(tx  уравнения (3.21) на полуоси 

),[ 0 t  с начальным условием 0
0 =)( xtx  [68]. 

Условия следствия 3.2.1 (теоремы 3.2.2, если ток )(1 tI  непрерывно диффе-

ренцируем при всех 0t ) также выполнены в более общем случае для нелиней-

ных функций вида 12
11 =)(  myy , 12

22 =)(  nyy , 12
32 =)(  ryyh , 

  1)1)(2(2
411 =)(=)(  msyyhy , srnm ,,, , 0>k , 1,4=k , y  и в случае, ко-

гда 
)/(1
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4.2 Модель гибридного нелинейного четырехполюсного фильтра 

 

Рассмотрим гибридную задачу для четырехполюсного радиотехнического 

фильтра, изображенного на рис. 4.1 [49]. 

 

Рисунок 4.1 – Схема электрической цепи четырехполюсника 
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Заданы входной ток )),([0,)(1 CtI  и напряжение )),([0,)(1 CtU , 

нелинейные сопротивления 1 , 2 , 3  и проводимость h , линейные сопротивле-

ния 1r , 2r , 3r  и проводимость g , индуктивность L  и емкость C . Предполагается, 

что параметры L , C , 1r , 2r , 3r , g  являются положительными и вещественными, 

),()(),(),(),( 1
321 Cyyyyh  . 

Уравнения Кирхгофа для данной цепи имеют вид:   

 

,=,=,=,=
11113243  UUUUIIIIIIIIII rLhgC  

.=,=,==
233221   UUUUUUUUUU CrrhgC  

 

Электрические режимы элементов цепи описываются следующими уравне-

ниями относительно токов и напряжений: 

 

,=);(=),(=3;2,=,= 11333422 Lrkkkr
IrUIUIUkIrU    

.=),(=,=,=),(= 11 gghh
C

C
L

LL gUIUhI
dt

dU
CI

dt

dI
LUIU   

 

Используя элементарные преобразования, из приведенных уравнений ис-

ключаем все переменные, кроме LIx =1 , CUx =2 , 33 = Ix , 44 = Ix , а также задан-

ных тока 1I  и напряжения 1U , и получаем систему: 

 

 ),()(= 111111 xtUxrx
dt

d
L   (4.6) 

 ),()(= 21322 xhtIxxgx
dt

d
C   (4.7) 

 ),()(= 4233332 xxxrx   (4.8) 

 ).()(=)( 421432 xtUxxr   (4.9) 

 

Векторная форма системы (4.6)–(4.9) имеет вид полулинейного ДАУ (2.1), где 
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Характеристический пучок BA  уравнения (4.6)–(4.9) является регуляр-

ным, поскольку      01=)(det 312  rgCrLrBA  и имеет индекс 1, т. к. 

норма резольвенты 1)(=)(  BAR  ограничена при больших || , где 
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Вычислим спектральные проекторы (2.21) kk QP , , 21,=k , оператор 1G  и 

проекции вектора x  на спектральные подпространства kX  ( 21,=k ), которые в 

координатном базисе пространства 4  представимы в виде   
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Найдем  
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Уравнение ),(= 22 xtfQxBP  эквивалентно системе уравнений (4.8), (4.9), ко-

торую можно записать в виде   
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Согласно условию (3.1) необходимо, чтобы 210 XuXzt   такие, 

что выполнено (4.10), либо  432 ,,0 uuzt  такие, что выполнено (4.10). 

В координатном базисе пространства 4  рассмотрим оператор-функцию   
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где  
2

1
3= zr . 

Найдем, при каких условиях сужение функции (4.11) на 2X  является базис-

но обратимым оператором на выпуклой оболочке },{ wvconv  для любых 

243214321 ),,,(=,),,,(= Xwwwwwvvvvv TT  , которые при vu =  и wu =  (т. е. при 

33 = vu , 44 = vu  и 33 = wu , 44 = wu ) удовлетворяют (4.10). В координатном базисе 

пространства 4  рассмотрим проекторы 
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Учитывая, что 2=dim=dim 22 YX , а сужение проектора 2Q  на 4
22 = QY  

является единицей в 2Y , аддитивным разложением единицы в 2Y  будут сужения 

проекторов 1 , 2  на двумерное подпространство 2Y . Оператор 

   2
2

1
1

~ˆ~ˆ=ˆ uu   в координатном базисе пространства 4  имеет вид   
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где },{)~,~,~,~(=~
4321 wvconvuuuuu Tkkkkk  , 21,=k ,   

2
1

3= zr . 

Найдем условия, при которых оператор 22
2

:ˆ= YX
X

  обратим, т. е. из 

равенства 0=ˆ u , 2Xu , следует, что 0=u . По построению 0== 21 uu  (т. к. 

TT xrxxrxuuuuu ),(0,0,=),,,(= 2
1

342
1

334321
  ). Обозначим =3u , =4u . Из ра-

венства 
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получается система трех уравнений. Поскольку в û  2-я и 3-я строки линейно за-

висимы, то остается система из двух уравнений: 

 

   ,0=)~()~( 1
423

1
33  uru  (4.12) 

   .0=)~( 2
2
422 rur   (4.13) 

 

Из (4.13) следует, что  1)~(= 2
42

1
2   ur . Подставляя   в (4.12) и умножая 

полученное выражение на 2r , получаем     3
1
332

2
42 )~()~( ruru  

 .0=)~( 1
422  ur  Значит 0= , а, следовательно, и 0= , если   

 

    .0,)~()~()~( 1
4223

1
332

2
42  urruru  (4.14) 

 

Тогда сужение )(ˆ u  на 2X  является базисно обратимым оператором на 

},{ wvconv , где 2, Xwv   удовлетворяют при vu =  и wu =  системе (4.10). 

Представим ),(1 xtfQ  в виде (3.14) ),()(),()(=),( 111 texxtxPtSxtfQ   где 

)(1 tS  – нулевая матрица, 1)( Qx  , 
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Выберем 



















Cr

Cr

C

L

H

2
3

2
3

000

000

000

000

= . Очевидно, 0>= *HH . Тогда 

  ))()((3)(3)(=),(, 42332
1

322111
1

1 xxxrxhxxxxtGxHP    и, учитывая (4.8), 

  .33)(3)(=),(, 32
2
2

1
322111

1
1 xxxrxhxxxxtGxHP    

Предположим, что для функций 1 , h  выполнено следующее ограничение: 

для любого 0>T  существует TR  такое, что 

 

 033)(3)( 32
2
2

1
322111   xxxrxhxxx  (4.15) 

 

для любого   TRrxxx  2
3

2
2

2
1

4 21: , удовлетворяющего (4.9). Тогда выпол-

нено условие (3.16). 

Итак, пусть нелинейные сопротивления и проводимости h , 1 , 2 , 3 , 

входные ток )(1 tI  и напряжение )(1 tU  удовлетворяют следующим условиям: 

 432 ,,0 uuzt  такие, что выполнено (4.10);  для любых 2, Xwv  , удовле-

творяющих при vu =  и wu =  системе (4.10), выполнено (4.14) при любых 

},{)~,~,~,~(=~
4321 wvconvuuuuu Tkkkkk  , 21,=k ;  для любого 0>T  существует 0>TR  

такое, что выполнено (4.15) для любого 4x , удовлетворяющего (4.9) и такого, 

что TRrxx   )2(1 2
3

2
2

2
1 . Тогда по следствию 3.2.1 для любой начальной точки 

4
00 )[0,),( xt , удовлетворяющей алгебраическим уравнениям (4.8), (4.9), 

существует единственное решение задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t . 

Рассмотрим частные случаи. Пусть 

 

 0,>,=)(,=)(,=)(,=)( 3
42

3
33

3
2

3
11 kyyyyyyhyy   (4.16) 

 

где 1,4=k , y . 
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Тогда условие (4.14) принимает вид 

 

    ,0,)~(3)~(3)~(3 21
4243

21
332

22
44  urruru  (4.17) 

 

где 0>,,, 4332 rr , уравнение (4.9) имеет вид 3
441432 )(=)( xtUxxr   и 

32
2
2

1
3

4
22

4
11

1
1 333=)),(,( xxxrxxxtGxHP   . Легко проверить, что для нели-

нейных функций (4.16) все условия следствия 3.2.1 выполнены. 

Таким образом, если нелинейные сопротивления и проводимости имеют 

вид (4.16), то по следствию 3.2.1 для любой начальной точки ),( 0
0 xt 4)[0,   

 Txxxxx ),,,(= 0
4

0
3

0
2

0
1

0 , удовлетворяющей условию согласования 








30

441
0
4

0
32

30
44

30
33

0
33

0
2

)()(=)(

)()(=

xtUxxr

xxxrx
, существует единственное решение уравнения 

(2.1) на полуоси ),[ 0 t  с начальным условием 0
0 =)( xtx . 

Условия следствия 3.2.1 также выполнены в более общем случае для функ-

ций вида 12
11 =)(  myy ,  12

2=)(  syyh ,  12
33 =)(  nyy ,  12

42 =)(  ryy ,  

srnm ,,, ,  1,4=0,> kk ,  y . 

Аналогичное утверждение верно для функций )12/(1
3 =)(  nyay , 

)12/(1
2 =)(  ryby , rn, , 0>,ba , y , если функции  ,)(),( 1

1 Cyhy   удо-

влетворяют требованию: для любого 0>T  существует 0>TR  такое, что выпол-

нено (4.15) при любом   TRrxxx  2
3

2
2

2
1

4 21: , удовлетворяющем (4.9). 

 

4.3 Исследование модели нелинейного четырехполюсника в условиях      

неполных данных 

 

Рассмотрим электрический четырехполюсный фильтр (рис. 4.2 [65, 93]) с 

известным входным током I , нелинейными сопротивлением   и проводимостью 

h , линейными сопротивлениями 1r , 2r , индуктивностью L  и емкостью C . 
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Рисунок 4.2 – Схема электрической цепи четырехполюсника 

 

Для цепи, представленной на рис. 4.2, уравнения Кирхгофа и уравнения    

связей имеют вид: III L =1  , CIII =21  , 11= IrU  CL UUU = , 

),(= 2 LL
L

L IIr
dt

dI
LU   ).(= C

C
C Uh

dt

dU
CI   

Выполнив элементарные преобразования, получим недоопределенную си-

стему уравнений с переменными LIx =1 , CUx =2 , 13 = Ix , 24 = Ix :   

 

 ),(= 131212
1 xxrxxr

dt

dx
L   (4.18) 

 ),(= 243
2 xhxx

dt

dx
C   (4.19) 

 ).(=31 tIxx   (4.20) 

 

Для однозначного определения внутреннего состояние электрической цепи 

четырехполюсника необходимо знать два входных параметра: входной ток и 

напряжение, или два входных тока, или два напряжения. В данном случае прово-

дится исследование модели четырехполюсника в условиях неполных данных, по-

скольку задан лишь один входной параметр: ток )(tI . 

Найдем ограничения, которые обеспечивают гладкую эволюцию состояний 

четырехполюсника в течение сколь угодно большого временного периода. Чтобы 

решить эту задачу, необходимо получить условия существования глобального 
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решения системы уравнений (4.18)–(4.20), описывающей модель цепи четырехпо-

люсника. Для нахождения требуемых условий воспользуемся следствием 3.3.1. 

Предполагается, что L , C , 1r , 2r  – положительные вещественные парамет-

ры, )),([0,)( CtI , ),()( 1
1 Cx  , ),()( 1

2 Cxh  . 

Векторная форма системы (4.18)–(4.20) имеет вид полулинейного ДАУ 

(2.1), где 4
4321 ),,,(= Txxxxx , 
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Ранг пучка BA  равен 3=),( BAr , 34:,  BA , дефект равен 1=N  

(смотри определение в подразделе 2.5). 

Уравнение (2.30) имеет одно ненулевое решение 

TrrCCLrrLx 1))(1,,(1,=)( 21
2

21  , которое определяется с точностью 

до скалярного множителя. Как описано в подразделе 2.5, находим пространства 

3
1=21

}{== iisss sLinXXX  , 2
1=1

}{= iis sLinX , }{= 32
sLinX s , }{= pLinX r , 

2
1=}{= iis gLinY , }{= qLinYr , где 
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и проекторы sXSSS  4
21 :=  , 

ksk XS 4:  , 1,2=k , rXP 4: , 

sYF 3: , rYQ 3: : 
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Поскольку 0=QA , оператор 2== AQAA
rXr  также нулевой. Если rr Xx  , 

то rrr YyQBx = , причем 0=rQBx  только при 0=rx . Значит оператор 

2== BQBB
rXr  обратим. Очевидно, компонента rr BA   из (2.28) является регу-

лярным пучком индекса 1. 

Отметим, что rXX =2 , rYY =2 , {0}=1X , {0}=1Y , PP =2 , QQ =2 , 0=1Q , 

0=1P . 

Проекции вектора x  имеют вид:  0=1xP ,   
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Поскольку FF =1  и 0=2F  (см. замечание 3.3.1), многообразие 0L  из условия (3.4) 

принимает вид 0}=)],([|)[0,),{(= 20 xtfBxQxtL n   . Уравнение 

0=)],([2 xtfBxQ   эквивалентно уравнению (4.20), которое можно записать в виде 

 

 ).(= tIv  (4.21) 

 

Согласно условию (3.24) необходимо, чтобы  vt 0  такое, что выполнено 

(4.21). Поскольку функция )),([0,)( CtI  задана, то, очевидно, условие (3.24) 
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выполнено. 

Рассмотрим оператор-функцию BPPBuSxtfQ
x

u 











 =)),((=)(ˆ 22 . 

Поскольку пространства 2X , 2Y  одномерны, базисная обратимость оператор-

функции эквивалентна обратимости. Ясно, что сужение )(u  (3.25) оператор-

функции )(ˆ u  на подпространство 2X  является обратимым оператором из 2X  в 

2Y  для любых },{ 21 uuconvu , 221, Xuu  . 

Представим проекции функции ),( xtf  в виде (3.42). Т. к. 0=1Q , FF =1 , то 

проекция 0=),(1 xtfQ  и )()(=),(=),( 111 tgxxtFfxtfF  , где 
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tIr
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x  Оператор ),(=
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1
1 ss

sXgen YXLFASA   

(см. (2.29)) имеет обратный ),(
1

1
ssgen XYLA  . Матрица, отвечающая оператору 

1
genA , может быть представлена в виде 
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xAgen  и выберем 



















L

L

C

L

H

000

000

000

000

=1 . Тогда 

.)()(3=))(,( 22111
1

11 xxhxxxAxSH gen   

Пусть для каждого 0>T  найдется 0>TR  такое, что 

 

 ,3:0)()(3 2
2

2
1

4
2211 TRxxxxxhxx    (4.22) 
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тогда по следствию 3.3.1 для всякой начальной точки 4
00 )[0,),( xt , удовле-

творяющей алгебраическому уравнению (4.20), существует решение )(tx  задачи 

Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t . 

Рассмотрим частные случаи. Легко проверить, что условия следствия 3.3.1 

выполнены для нелинейных функций 12
1=)(  kyy , 12

2=)(  ryyh , rk, , 

0>i , 1,2=i , y . Заметим, что подобные нелинейные сопротивления и про-

водимости встречаются в реальных радиотехнических системах. Нелинейные 

функции )12/(1
1=)(  kyy , )12/(1

2=)(  ryyh , rk, , 0>i , 1,2=i , y , также 

удовлетворяют условию (4.22). 

 

4.4 Обратная задача для нелинейного двухполюсного                             

радиотехнического фильтра 

 

Рассмотрим следующую обратную задачу для двухполюсного радиотехни-

ческого фильтра, изображенного на рис. 4.3 [66, 93]. 

 

Рисунок 4.3 – Схема электрической цепи двухполюсника 

 

Проверим, что за счет выбора входного тока )(= tII  и соответствующих 

начальных данных можно обеспечить эволюцию тока 1I  внутри двухполюсника 

так, чтобы он равнялся наперед заданной функции )(= 11 tII ,  <0 tt . Для реше-

ния этой задачи необходимо получить условия глобальной разрешимости системы 
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уравнений с заданными токами )(tI , )(1 tI , которая описывает модель электриче-

ской цепи двухполюсника. 

Для представленной на рис. 4.3 цепи уравнения Кирхгофа имеют вид: 

 

,=,=,=,= 1112114
IIIIIIIIIIIIII rhgCLLr    

.=,=
211233 rrCrrL UUUUUUUU    

 

Электрические режимы элементов двухполюсника описываются следую-

щими уравнениями относительно токов и напряжений:   

 

),(=),(=,=,=,= 3311133222111 LLrrrr IUIUIrUIrUIrU    

).(=,=,=,=,1/=,= 414 ChCg
C

C
L

Lr UhIUgI
dt

dU
CI

dt

dI
LUrqUqI   

 

Здесь индуктивность L , емкость C , линейные сопротивления kr , 1,4=k  и 

проводимость g  являются положительными вещественными параметрами, непре-

рывно дифференцируемые на   скалярные функции 1 , 3  и h  характеризуют 

нелинейные сопротивления и проводимость, заданные токи )(tI , )(1 tI  являются 

непрерывными при 0t  скалярными функциями. 

Выполнив элементарные преобразования, из приведенных выше уравнений 

получим переопределенную систему с переменными LIx =1 , CUx =2 , 
13 = Ix : 

 

 ),()()(=)( 133112132
1 xxtIrxrr

dt

dx
L   (4.23) 

 ),()(= 212
2 xhtIxg

dt

dx
C   (4.24) 

 ),()()(= 1211122 tIrrtIrxrx   (4.25) 

 ).()(= 3131 xqtIxx   (4.26) 
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Векторная форма системы (4.23)–(4.23) имеет вид полулинейного ДАУ 

(2.1), где   3
321 ,, 

T
xxxx , 

 

.

)()(

)()()(

)()(

)()()(

=),(,

101

01

00

00

=,

000

000

00

00

=

31

1211

21

133112

2

32



































































xqtI

tIrrtIr

xhtI

xxtIr

xtf
r

g

rr

B
C

L

A  

 

Ранг пучка BA  равен 3=),( BAr , 43:,  BA , дефект равен 

1== MN . Проверим выполнение условий следствия 3.3.1. 

Уравнение (2.32) имеет одно ненулевое решение (оно определяется с точно-

стью до скалярного множителя), которое при grrCL )/( 32   имеет вид 

TrrLgCrrLgCry ),0))((,),((=)( 32322  , при grrCL )/(= 32   имеет 

вид TgCrrgry ),0)(),1,/((=)( 322  . Анализируя решение )(y  при 

grrCL )/( 32   получаем подпространства 2
1=}{= iis sLinX , }{= pLinX r , 

3
1=21

}{== iisss lLinYYY  , 2
1=1

}{= iis lLinY , }{= 32
lLinYs , }{= dLinYr , rXX =2 , rYY =2 , 

{0}=1X , {0}=1Y , где 
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при grrCL )/(= 32   получаем подпространства }{= sLinX s , 

2
1=21 }{== iir pLinXXX  ,  }{= 11 pLinX ,  }{= 22 pLinX ,  2

1=21
}{== iisss lLinYYY  , 

}{= 11
lLinYs ,  }{= 22

lLinYs ,  2
1=21 }{== iir dLinYYY  ,  }{= 11 dLinY , }{= 22 dLinY , где 
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Далее рассмотрим подробно случай, когда grrCL )/( 32  . 

Выпишем введенные в подразделе 2.5 проекторы sXS 3: , rXP 3: , 

rYQ 4: , sYF 4: , 
ksk YF 4: , kk XP 3: , kk YQ 4: , 1,2=k : 
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Поскольку 0=QA , оператор 2== AQAA
rXr  также нулевой. Если rr Xx  , 

то rrr YyQBx = , причем 0=rQBx  только при 0=rx . Значит оператор 

2== BQBB
rXr  обратим и компонента rr BA   является регулярным пучком    

индекса 1. 

Проекции вектора x  имею вид: 0=1xP , TT
s abaxxxSxx ),,(=),,(== 121  , 

TT vxxxPu )(0,0,=)(0,0,== 312  , где 1= xa , 2= xb ,  31= xxv . 

Уравнение 0=)],()[( 22 xtfBxQF  , определяющее ),{(=0 xtL  

0}=)],()[(|)[0, 22
3 xtfBxQF   , эквивалентно системе двух уравнений 

(4.25), (4.26). С учетом новых обозначений систему (4.25), (4.26) можно перепи-

сать в виде 
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 ),()()(= 12112 tIrrtIrarb   (4.27) 

 ).()(= 1 avqtIv   (4.28) 

 

Легко проверить, что условие (3.24) выполнено. 

Найдем WxqPBxtfQ
x

1))((=)),(( 3122 











. Здесь 

3

31
31

)(
=)(

dx

xd
x


 , 

)(= ijwW  – матрица размера 34 , у которой все элементы нулевые, кроме 1=41w , 

1=43w . Рассмотрим оператор-функцию   

 

 ,1))~((=))~,((=)~(ˆ 122 WavqPBuxtfQ
x

u s 











  

 

где Tvu )~(0,0,=~ , },{~
21 vvconvv  , и a , 21,vv  удовлетворяют (4.28). 

Поскольку пространства 2X , 2Y  одномерны, базисная обратимость оператор-

функции эквивалентна обратимости. Следовательно, для любых 21,vv , удовле-

творяющих (4.28), сужение )~(u  (3.25) оператор-функции )~(ˆ u  ( Tvu )~(0,0,=~ ) на 

подпространство 2X  является обратимым оператором из 2X  в 2Y  для любых 

},{~
21 vvconvv  , если 1)~(1  avq , a . 

Оператор 
11 := ss

sXgen YXASFA   (смотри (2.31)) имеет обратный 

ssgen XYA 

1

1 : , которому отвечает матрица   

 

 .

000

000

000

=
1

1

1

1

















 







L

C

L

Agen  

 

Представим проекции функции ),( xtf  в виде (3.42). Т. к. 0=1Q , то проек-

ция 0=),(1 xtfQ , )()(=),( 111 tgxxtfF  , где 
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 .

0

0

)(

)(

=)(,

0

0

)(

)()(

=)(
1

12

1

2

1331

1










































tI

tIr

tg
xh

xx

x  

 

Выберем 
















L

C

L

H

00

00

00

=1 . Тогда ).()]()([2=))(,( 22133111
1

1 xhxxxxxASxH gen   

Найдем ограничение, при котором для любого конечного интервала 

Tt 0  найдется 0>TR  такое, что если TRxxxPSx  2
2

2
11 2=  и выполнено 

(4.25), (4.26), то 0))(,( 1
1

1  xASxH gen . Обозначим |)(|= max
][0,

tIM
Tt

T


 и, учитывая 

(4.26), получим искомое ограничение:   

 

0)(])()()(|)(|2[:0>0 221313
2
131331  xhxxxxqxxxMRT TT    (4.29) 

 

для всех 3x , удовлетворяющих (4.25) и таких, что TRxx  2
2

2
12 . 

По следствию 3.3.1 для любой начальной точки 3
00 )[0,),( xt , удовле-

творяющей системе уравнений (4.25), (4.26), существует единственное решение 

)(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t , если: 

a) grrCL )/( 32  ; 

б) для любых 21,vv , удовлетворяющих (4.28), выполнено 41 )~( rav   

при любых },{~
21 vvconvv  , a ; 

в)   vat 0  такое, что выполнено (4.28); 

г) выполнено условие (4.29) для всех 3x , удовлетворяющих (4.25) и    

таких, что TRxx  2
2

2
12 . 

Теперь рассмотрим случай, когда grrCL )/(= 32  . 
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Выпишем проекторы sXS 3: , rXP 3: , rYQ 4: , sYF 4: , 

ksk YF 4: , kk XP 3: , kk YQ 4: , 1,2=k :  21= FFF  , 21= QQQ  , 

 

,

0000

0000

000

0001

=,

0000

0100

0000

0000

=,

0000

0000

001

0000

= 32

2

1232

2

1
































































rr

gr

QFrr

gr

F  

.=,

101

000

000

=,

001

00

001

=,

000

01

000

=,

1000

0000

0000

0000

= 2122122 PPPPrPrSQ 




































































 

 

Легко проверить, что rr BA   – регулярный пучок индекса 1. 

Проекции вектора x  имею вид: TT aaraxxrxxPz ),,(=),,(== 211211  , 

TT
s bxrxSxx ,0)(0,=,0)(0,== 122  , TT vxxxPu )(0,0,=)(0,0,== 312  , где 

 311221 =,=,= xxvxrxbxa . 

Уравнение 0=)],()[( 22 xtfBxQF   эквивалентно системе двух уравнений 

(4.25), (4.26). С учетом новых обозначений систему (4.25), (4.26) можно перепи-

сать в виде 

 

 
).()(=

),()()(=

1

1211

avqtIv

tIrrtIrb




 (4.30) 

 

Легко проверить, что условие (3.24) выполнено. 

Аналогично случаю, рассмотренному выше, для любых 21,vv , удовле-

творяющих (4.28), оператор-функция )~(u  (3.25) ( Tvu )~(0,0,=~ ) является базисно 

обратимой на выпуклой оболочке },{ 21 vvconv , если 1)~(1  avq , 

},{~
21 vvconvv  , a . 
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Выпишем матрицы .

0000

000

000

=,

0000

00

0000

= 1
2

1

1
1

11
2

1

































 



 Lr

L

ACLrAgen  

Выберем 





















100

00

001

=
2

32
1

gr

rr
CH , 


















100

00

00

= 1
2

2

2 Lr

Lr

H . Тогда 

 

 
.)())()(()]()()[(3=

=))(,())(,(

2
1

2322121331212

2
1

1121
1

1

xhgrrrxxrxxxxr

xAxPHxASxH gen








 

 

По следствию 3.3.1 для всякой начальной точки 3
00 )[0,),( xt , удовле-

творяющей системе уравнений (4.25), (4.26), существует единственное решение 

)(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t , если: 

а) grrCL )/(= 32  ; 

б) для любых 21,vv , удовлетворяющих (4.28), выполнено 41 )~( rav   

при любых },{~
21 vvconvv  , a ; 

в)   vat 0  такое, что выполнено (4.28); 

г) 0>0 TRT  :  22121331212 )((])()([)(3 rxxrxxxxr  

0)())( 2
1

23   xhgrr  для всех 3x , удовлетворяющих (4.25), (4.26) и таких, что 

TRxx  2
2

2
12 . 

Рассмотрим частные случаи. 

Пусть при grrCL )/( 32   нелинейные функции имеют вид: 

 

 ,=)(,=)(,=)( 12
3

12
23

12
11

  rjk yyhyyyy  (4.31) 

 

где rjk ,, , 0>i , 1,3=i , y . 

Легко проверить, что они удовлетворяют требованиям следствия 3.3.1. 
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При grrCL )/(= 32   для нелинейных функций вида (4.31), где rjk ,  и 1  

достаточно мало, условия следствия 3.3.1 также выполнены. 

 

Выводы по разделу 4 

 

1. Построены математические модели четырех типов нелинейных радиотех-

нических фильтров с сосредоточенными параметрами. Как и в методе электроме-

ханических аналогий, разработанные в диссертации модели нелинейных радио-

технических цепей могут быть использованы в анализе робототехнических, эко-

номических и других систем, в которых выделяются структурная геометрия в 

форме модельного графа и параметры составляющих элементов. 

2. Для построенных математических моделей найдены ограничения, кото-

рые обеспечивают гладкую детерминированную эволюцию состояний в течение 

сколь угодно большого временного периода. Ограничения были получены в ре-

зультате применения следствий 3.2.1, 3.3.1 и проверки их условий. Указанным 

ограничениям удовлетворяют нелинейные функции, которые не являются гло-

бально липшицевыми, что позволяет гарантировать существование и ограничен-

ность глобальных решений уравнений динамики для более широких классов не-

линейных радиотехнических систем. 

3. Анализ рассмотренных задач показывает, что практическая проверка 

условий теорем (и их следствий) существования и единственности из раздела 3 

является достаточно эффективной и эти условия могут быть физически обеспече-

ны. 

4. Установлено, что теоремы 3.2.1, 3.3.1 и их следствия 3.2.1, 3.3.1 гаранти-

руют существование глобальных решений уравнений динамики определенных 

классов нелинейных радиотехнических систем. Эти теоремы могут быть приме-

нены для исследования математических моделей, которые описываются полули-

нейными дифференциально-алгебраическими уравнениями и применяются в эко-

номике, робототехнике, механике, теории управления и других областях. 

Основные результаты раздела опубликованы в [49, 65–69, 93]. 
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РАЗДЕЛ 5 

УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

И ПРИЛОЖЕНИЕ К НЕЛИНЕЙНЫМ РАДИОТЕХНИЧЕСКИМ ЦЕПЯМ 

 

Для более детального анализа эволюции систем важен вопрос об устойчи-

вости, а именно, исследование ограниченности и устойчивости глобальных реше-

ний ДАУ. Система уравнений устойчива по Лагранжу или устойчива в смысле 

Лагранжа, если каждое ее решение ограничено на всей области определения 

[36, c. 131]. Исследование устойчивости по Лагранжу системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений проводилось в монографии Ж. Ла-Салля,     

С. Лефшеца [36] с помощью метода, полученного путем развития прямого метода 

Ляпунова. 

 

5.1 Устойчивость по Лагранжу ДАУ c регулярным характеристическим 

пучком 

 

Запись 


=)( dttf
c

 означает, что несобственный интеграл от некоторой 

константы c  до бесконечности расходится, 


<)( dttf
c

 – что интеграл сходится. 

 

5.1.1 Теорема об устойчивости в смысле Лагранжа 

 

Теорема 5.1.1. [75] Пусть функция ),)([0,),( nnCxtf   имеет непре-

рывную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , BA  – регулярный 

пучок индекса 1. Пусть выполнено (3.1) и для любых 2Xui   таких, что 

01 ),( LuxPt i  , 1,2=i , оператор-функция (3.2) ))),(,()(( 222 YXLXCu   являет-

ся базисно обратимой на выпуклой оболочке },{ 21 uuconv . Пусть для некоторого    
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самосопряженного положительного оператора )( 1XLH  и числа 0>R  суще-

ствуют функции )),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU  такие, что 

),(
2

1
= 11 xPxHPv , 



=
)(vU

dv

c

 0)>(c  и для любых )[0,t , RxP 1  выполнено 

 

 ).()()]),([,( 11
1

1 vUtkxtfQxBPGxHP   (5.1) 

 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t . 

Если 


<)(
0

dttk
t

 и существуют числа 0, MC  такие, что для любых 

)[0,t , MxP 1  выполнена оценка 

 

 ,),( 12
1 CxPtfQG   (5.2) 

 

то уравнение (2.1) устойчиво по Лагранжу. 

Доказательство. Применяя к уравнению (2.1) проекторы 1Q , 2Q  и оператор 

1G  получим эквивалентную систему (3.4). 

Как в доказательстве теоремы 3.2.1, определяем операторы 1: XP a
a  , 

2: XP d
d  , a

a XP 
1

1 : , d
d XP 

2
1 : , вводим замену xPPz a 1

1=  , xPPv d 2
1=   

и получаем систему (3.5), (3.6), эквивалентную системе (3.4). 

Рассмотрим отображение (3.7). Оно непрерывно на n)[0,  и имеет не-

прерывные частные производные ,)),((=),,( 2
11

ad PxtfQ
x

GPvztF
z 





   

ddd PvPGPvztF
v

)(=),,( 11 


  . Как показано в доказательстве теоремы 3.2.1, суще-

ствует единственное решение ),(= ztv   уравнения (3.6), где функция 

vz DDztv  )[0,:),(=  непрерывна по совокупности переменных t , z  и       
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непрерывно дифференцируема по z , области a
zD  , d

vD   такие, что 

za DxPP 
01

1 , vd DxPP 
02

1  и 0

~
L  имеет вид (3.8). Подставим функцию ),(= ztv   в 

(3.5) и получим:   

 

 )],,([= 11 ztgzBPGPz
dt

d
aa   (5.3) 

 

где )),(,,(
~

=),( 1 ztztfQztg  . 

В силу свойств функций ),( zt  и ),(1 xtfQ , функция zPtfQztg a,(=),( 1  

)),( ztPd  непрерывна по совокупности переменных t , z  и непрерывно диффе-

ренцируема по z  на zD)[0, . Следовательно, для любой начальной точки 

),( 00 zt  такой, что 00000

~
)),(,,( Lztzt  , существует единственное решение )(tz  за-

дачи Коши для уравнения (5.3) на некотором интервале ),[ 0 t  с начальным усло-

вием 00 =)( ztz .  

Введем функцию  =,
2

1
=),(

2

1
=),(

2

1
=)( *

111 zzHPPzPzHPxPxHPxPV aaaa  

)(ˆ=),ˆ(
2

1
= zVzzH , где aa HPPH *=ˆ  и H  – оператор из (5.1). Градиент функции V̂  

равен zHzVgrad ˆ=)(ˆ .  Согласно (5.1) существует 0>R̂  такое, что 

 

 ,ˆ0,),ˆ()()]),([,ˆ( 11 RztVUtkztgzBPGPzH aa   (5.4) 

 

где )),([0,)( Ctk , функция ))(0,),((0,)( CvU  такая, что 


=
)(vU

dv

c

. 

С учетом (5.4) производная функции ),ˆ(
2

1
=)(ˆ zzHzV  в силу системы (5.3) 

удовлетворяет при всех 0t  и z  таких, что Rz ˆ , следующей оценке: 

).ˆ()()]),([,ˆ(=ˆ 11

)3.5(

VUtkztgzBPGPzHV aa 
 Из свойств функций )(tk , )(vU  
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следует, что неравенство )()( vUtkv  , 0t , не имеет ни одного положительного 

решения с конечным временем определения. Тогда по теореме 2.2.7 каждое реше-

ние уравнения (5.3) неограниченно продолжаемо. Найденное глобальное решение 

)(tz  уравнения (5.3) определено на всем интервале ),[ 0 t . Следовательно, функ-

ция ))(,()(=)( tztPtzPtx da   будет решением задачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t . 

Проверим, что каждое локальное решение )(tx , ),[ 0  tt , уравнения (2.1) 

допускает единственное продолжение на всю временную полуось ),[ 0 t . Из дока-

занного выше следует, что неограниченно продолжаемое решение )(tx  задачи 

Коши (2.1), (2.2) единственно на некотором интервале ),[ 0 t . Предположим, что 

решение не единственно на ),[ 0 t . Тогда существует *t  и два различных не-

ограниченно продолжаемых решения )(tx , )(~ tx  с общим значением 

)(~=)(= *** txtxx . Возьмем точку ),( ** xt  в качестве начальной, тогда на некотором 

интервале ),[ 1* t  должно существовать единственное решение уравнения (2.1) с 

начальным значением ** =)( xtx , что противоречит предположению. 

Если 


<)(
0

dttk
t

, то неравенство )()( vUtkv  , 0t , не имеет ни одного по-

ложительного неограниченного решения. Тогда по теореме [36,                   

гл. IV, теорема XV]  уравнение (5.3) устойчиво по Лагранжу. Следовательно,   

 

 .)(:)[0,< MtzPtM a   (5.5) 

 

Рассмотрим отображение (3.7). По формуле конечных приращений: 

vvztF
v

ztFvztF kkkk )~,,(=,0),(),,(



 , где }{0,=~ vconvvvk  , (0,1) , 

),,(ˆ=),,( vztFvztF kk  , dk 1,= , d
kk 1=}ˆ{  – аддитивное разложение единицы в d . 

Следовательно vztFvztF  =,0),(),,( , где )~,,(ˆ=
1=

kk

d

k

vztF
v


  . Для любых v  

таких, что 0

~
),,( Lvzt  , оператор ),( ddL   обратим на }{0,vconv  и 

),(1 ddL  . Поскольку для функций ))(,(= tztv  , )(= tzz  отображение 
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0=)))(,(),(,( tzttztF   и ),0)(,(
~

=),0)(,( 2
11 tztfQGPtztF d
 , то 

),0)(,(
~

=))(,( 2
111 tztfQGPtzt d
 . Учитывая, что 1  – ограниченный оператор, 

существует число 0>N  такое, что ),0)(,(
~

))(,( 2
11 tztfQGPNtzt d
  для лю-

бых ),[ 0  tt . Тогда из (5.5), (5.2) следует, что CPNtzttt d
1

0 ))(,(:),[  . 

Так как для всех ),[ 0  tt  выполнена оценка  ))(,()(=)( tztPtzPtx da  

CNM  , решение уравнения (2.1) глобально ограниченно. Это верно для любой 

начальной точки 000 ),( Lxt  . Значит уравнение (2.1) устойчиво по Лагранжу. 

Теорема доказана. 

 

5.1.2 Теорема о неустойчивости в смысле Лагранжа 

 

Теорема 5.1.2. [75] Пусть функция ),)([0,),( nnCxtf   имеет непре-

рывную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , BA  – регулярный 

пучок индекса 1. Пусть выполнено (3.1) и для любых 2Xui   таких, что 

01 ),( LuxPt i  , 1,2=i , оператор-функция (3.2) является базисно обратимой на 

},{ 21 uuconv . Далее пусть существует множество 1X  такое, что 0=1xP  

и компонента )(1 txP  каждого существующего решения )(tx  с начальной точкой 

000 ),( Lxt  , где 01xP , все время остается в  . Пусть для некоторого самосо-

пряженного положительного оператора )( 1XLH  существуют функции 

)),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU  такие, что ),(
2

1
= 11 xPxHPv , 



<
)(vU

dv

c

 

0)>(c , 


dttk
c

)(  и для любых )[0,t , xP1  выполнено   

 

 ).()()]),([,( 11
1

1 vUtkxtfQxBPGxHP   (5.6) 
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Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt  , где 01xP , существует 

единственное решение задачи Коши (2.1), (2.2) и это решение имеет конечное 

время определения. 

Доказательство. Начало доказательства аналогично доказательству теоре-

мы 5.1.1. Далее внесены следующие изменения. 

Выпишем полученное выше дифференциальное уравнение (5.3) 

)],([= 11 ztgzBPGPz
dt

d
aa  , где )),(,,(

~
=),( 1 ztztfQztg  . Для любой начальной 

точки ),( 00 zt  такой, что 00000

~
)),(,,( Lztzt  , существует единственное решение 

)(tz  задачи Коши для уравнения (5.3) на некотором интервале ),[ 0 t  с начальным 

условием 00 =)( ztz . Следовательно, для любой начальной точки 000 ),( Lxt  , где 

),(= 0000 ztPzPx da  , существует единственное решение ))(,()(=)( tztPtzPtx da   

задачи Коши (2.1), (2.2) на некотором интервале ),[ 0 t . 

По условию теоремы существует множество 1X  такое, что 0=1xP  и 

компонента )(1 txP  каждого решения )(tx  с начальной точкой 000 ),( Lxt  , где 

01xP , все время остается в  . Учитывая связь zPxP a=1 , каждое решение )(tz  

уравнения (5.3), начинающееся в множестве }=}|{=ˆ 1 
aa

a PzPz  , все 

время остается в нем и  ˆ0=z . Введем функцию ),ˆ(
2

1
=)(ˆ zzHzV , где 

aa HPPH *=ˆ , H  – оператор из (5.6), которая положительна при всех  ˆz . 

Поскольку )]),([,ˆ(=)]),([,( 111 ztgzBPGPzHztgzBPGzHP aaaa   , то со-

гласно (5.6) получаем: 

 

 ,ˆ0)ˆ()()]),([,ˆ( 11  ztVUtkztgzBPGPzH aa  (5.7) 

 

где )),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU  такие, что 


<
)(vU

dv

c

, 




=)( dttk
c

. 
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С учетом (5.7) производная функции )(ˆ zV  в силу системы (5.3) удовлетво-

ряет для всех 0t  и  ˆz  оценке: .)ˆ()()]),([,ˆ(=ˆ 11

)3.5(

VUtkztgzBPGPzHV aa 
 

Из свойств функций )(tk , )(vU  следует, что неравенство )()( vUtkv  , 0t , 

не имеет ни одного неограниченно продолжаемого решения. Тогда по теореме 

[36, гл. IV, теорема XIV] каждое решение )(tz  уравнения (5.3), удовлетворяющее 

условию 00 =)( ztz , где  ˆ
0z , 00000

~
)),(,,( Lztzt  , имеет конечное время опреде-

ления, то есть определено на некотором конечном интервале ),[ 0 Tt  и 




=)(lim
0

tz
Tt

. Тогда каждая функция ))(,()(=)( tztPtzPtx da   с соответствую-

щими начальными значениями ),( 00 xt , где ),(= 0000 ztPzPx da  , будет решением 

задачи Коши (2.1), (2.2) с конечным временем определения, т. е. решение )(tx  

определено на соответствующем конечном интервале ),[ 0 Tt  и 


=)(lim
0

tx
Tt

. 

Проверим единственность решения )(tx , ),[ 0 Ttt . Из доказанного выше 

следует, что решение )(tx  единственно на некотором интервале ),[ 0 t . Предпо-

ложим, что решение не единственно на ),[ 0 Tt . Тогда существует точка ),[* Tt   и 

два различных решения )(tx , )(~ tx  с общим значением )(~=)(= *** txtxx . Возьмем 

точку ),( ** xt  в качестве начальной, тогда на некотором интервале ),[ 1* t  должно 

существовать единственное решение уравнения (2.1) с начальным значением 

** =)( xtx , что противоречит предположению. 

Теорема доказана. 

 

5.2 Устойчивость по Лагранжу сингулярного ДАУ 

 

5.2.1 Теорема об устойчивости в смысле Лагранжа 

 

В докладах [70, 95] представлена следующая теорема об устойчивости по 

Лагранжу сингулярного ДАУ (2.1). 
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Теорема 5.2.1. Пусть функция ),)([0,),( mnCxtf   имеет непрерыв-

ную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , BA  – сингулярный 

пучок операторов и его регулярная компонента rr BA   из (2.28) имеет индекс 1. 

Предположим, что выполнено условие (3.24) и для любых 2Xui   таких, что 

01 ),( LuxPSxt i  , 1,2=i , оператор-функция (3.25) ))),(,()(( 222 YXLXCu   

является базисно обратимой на выпуклой оболочке },{ 21 uuconv . Пусть суще-

ствуют самосопряженные положительные операторы )(
11 sXLH  , )( 12 XLH  , 

число 0>R  и функции )),([0,)( Ctk , )),([0,)(
22 ss XCt  , 

))(0,),((0,)( CvU  такие, что  ),(),(
2

1
= 112111 xPxPHxSxSHv  , 

021 ))(,( LPxtxSt s   при всех )[0,t , 


=
)(vU

dv

c

 0)>(c  и для любых 

)[0,t , RxPS  )( 11  выполнено 

 

 
).()()]),([,(

)]),()([,(

11
1

112

211
1

11

vUtkxtfxBPQAxPH

xtftBxBSFAxSH sgen








 (5.8) 

 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на  ),[ 0 t , для которого при nmBAr <=),(  

выбор функции 
2s

  с начальным значением 0202
=)( xSts  однозначно определяет 

компоненту )(=)(
22 ttxS s . 

Если 


<)( dttk
c

, 


<)(sup
2

)[0,

ts
t

 и существуют числа 0>,,, 21 KMCC  та-

кие, что для любых )[0,t , MxPSx  1  выполнено 

 

 ,),( 112 CxPSxtfQ   (5.9) 
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и для любых )[0,t , Kx   выполнено 

 

 ,),( 22 CxtfF   (5.10) 

 

то при подстановке )(=
22 txS s  уравнение (2.1) устойчиво по Лагранжу; когда 

mnBAr <=),(  компонента xS2  отсутствует. 

Доказательство. Применяя к уравнению (2.1) проекторы iF , iQ , 1,2=i , по-

лучим эквивалентную систему (3.27). 

Как в доказательстве теоремы 3.3.1, определяем операторы b
sb XS 

1

1 : , 

l
sl XS 

2

1 : , a
a XP 

1
1 : , d

d XP 
2

1 : , вводим замену wSx bs =
1

, ls Sx =
2

, 

zPx a=1 , ,=2 vPx d  и получаем систему (3.31)–(3.34), эквивалентную (3.27). 

Рассмотрим отображение (3.35). Оно непрерывно на n)[0,  и имеет непре-

рывные частные производные 
),,(

),,,,(

zw

vzwt




 и ddd PvPBP

v

vzwt
)(=

),,,,( 1
2

1 


  , 

где )(=)( uvPd   – оператор-функция (3.25), 2= XvPu d  . 

Как показано в доказательстве теоремы 3.3.1, существует единственное ре-

шение ),,,(= zwtv   уравнения (3.33), где функция  )[0,:),,,(= zwtv  

vzw DDDD
~~~~

   непрерывна по ),,,( zwt   вместе со своими частными          

производными по w ,  , z , области b
wD 

~
, lD 

~
, a

zD 
~

, d
vD 

~
             

такие, что wb DxSS
~

01
1  , 

 DxSSl

~
02

1 , za DxPP
~

01
1  , vd DxPP

~
02

1  , 

0

~~~~~
)[0, LDDDD vzw   , где 0

~
L  имеет вид (3.36). 

Выберем непрерывную функцию 
  DtSt sl

~
)[0,:)(=)(

2

1  и подставим 

)(= t  в функцию . Обозначим )),(,,(=),,( ztwtzwtq  , подставим ),,(= zwtqv  

и )(= t  в (3.31), (3.32): 
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))],,,(,),(,,(
~

[=

)],()),,(,),(,,(
~

[=

11
1

1
1

1
11

zwtqztwtfQzPBAP
dt

dz

tSBzwtqztwtfFwSBAS
dt

dw

aa

lundbgengenb









 

 

и перепишем эту систему в виде   

 

 )],,([= 21 


tGNN
dt

d
 (5.11) 

 

где 









z

w
= ; 


















1
1

1

11

1
0

0
=

AP

AS
N

a

genb ; 










a

bgen

PB

SB
N

1

2
0

0
= ; 

,
)),(),(,,(

~
)()),(),(,,(

~

=),(
1

1




















tqttfQ

tSBtqttfF
tG lund  ),,(=),( zwtqtq  . 

В силу свойств функций fF1 , fQ1 , q ,   функция ),( tG  непрерывна по 

),( t  и непрерывно дифференцируема по   на zw DD
~~

)[0,  . Следовательно, 

для любой начальной точки ),( 00 t  такой, что 00000000

~
)),,(,),(,,( Lzwtqztwt  , 

существует единственное решение )(t  уравнения (5.11) на некотором интервале 

),[ 0 t  с начальным условием 

 

 .),(=,=)( 00000
Tzwt   (5.12) 

 

Введем функцию  =),(),(
2

1
=)( 11211111

xxHxxHxxV sss   

  )(ˆ=,ˆ
2

1
=)],(),[(

2

1
= 21  VHzPzPHwSwSH aabb , где 














aa

bb

PHP

SHS
H

2
*

1
*

0

0
==ˆ  и 
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1H , 2H  – операторы из (5.8). Ясно, что 0>ˆ=ˆ *HH . Градиент функции V̂  равен 

 HVgrad ˆ=)(ˆ . 

Поскольку     )([,(=)],([,ˆ 1
121 tSBwSBAwSHtGNNH lundbgengenb  

))]),,(,),(,,(
~

[,())]),,(,),(,,(
~

11
1

121 zwtqztwtfQzPBAzPHzwtqztwtfF aa   , то со-

гласно (5.8), существуют 0>R̂  и функции )),([0,)( Ctk , 

))(0,),((0,)( CvU  такие, что 


=
)(vU

dv

c

 и для любых )[0,t , R̂        

выполнено 

 

   ).ˆ()()],([,ˆ
21 VUtktGNNH   (5.13) 

 

С учетом (5.13) производная функции )(ˆ V  в силу системы (5.11) удовле-

творяет при всех 0t , R̂ , следующей оценке: 

  ).ˆ()()],([,ˆ=ˆ
21

)11.5(

VUtktGNNHV 


 

Из свойств функций )(tk , )(vU  следует, что неравенство )()( vUtkv  , 0t , 

не имеет ни одного положительного решения с конечным временем определения. 

Тогда по теореме 2.2.7 каждое решение Ttztwt ))(),((=)(  уравнения (5.11) не-

ограниченно продолжаемо. 

Найденные непрерывно дифференцируемые компоненты )(tw , )(tz  гло-

бального решения )(t  уравнения (5.11) определены на ),[ 0 t . Уравнение (3.34) 

является тождеством, поскольку 0

~
)))(),(,(),(),(),(,( Ltztwtqtzttwt   для всех 

),[ 0  tt . Следовательно, функция  )()()(=)( tzPtStwStx alb  

))(),(,( tztwtqPd  будет решением задачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t . 

Решение )(tx  зависит от выбранной функции )(= t , которую можно счи-

тать функциональным параметром. Если mnBAr <=),( , то 
1

= ss XX , {0}=
2s

X , 

0=2S  и компонента xSSl 2
1=   отсутствует. Зафиксируем функцию )(t , вы-
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бранную ранее, и покажем, что в этом случае каждое локальное решение )(t , 

),[ 0  tt  уравнения (5.11) допускает единственное продолжение на всю времен-

ную полуось ),[ 0 t . Из доказанного выше следует, что неограниченно продолжа-

емое решение )(t  задачи Коши (5.11), (5.12) единственно на некотором интерва-

ле ),[ 0 t . Предположим, что решение не единственно на ),[ 0 t . Тогда существует 

*t  и два различных неограниченно продолжаемых решения )(t , )(ˆ t  с общим 

значением )(ˆ=)(= *** tt  . Возьмем точку ),( ** t  в качестве начальной, тогда 

на некотором интервале ),[ 1* t  должно существовать единственное решение 

уравнения (5.11) с начальным значением ** =)(  t , что противоречит предполо-

жению. 

Если 


<)(sup
2

)[0,

ts
t

, то 33 )(:)[0,< MtStM l  . Подставим 

)(= t  в функцию   и обозначим )),(,,(=),,( ztwtzwtq  . Доказательство, при-

веденное выше, остается без изменений. Если 


<)(
0

dttk
t

, то неравенство 

)()( vUtkv  , 0t , не имеет ни одного положительного неограниченного реше-

ния. Тогда по теореме [36, гл. IV, теорема XV] уравнение (5.11) устойчиво по Ла-

гранжу и существуют числа 0>, 21 MM  такие, что для всех ),[ 0  tt  выполнено: 

21 )(,)( MtzPMtwS ab  . Значит   

 

 .=,)()()(:),[ 3210 MMMMMtzPtStwStt alb   (5.14) 

 

Рассмотрим отображение (3.35). По формуле конечных приращений: 

vvzwt
v

zwtvzwt kkkk )~,,,,(=,0),,,(),,,,( 



 , где }{0,=~ vconvvvk  , 

(0,1) , ),,,,(ˆ=),,,,( vzwtvzwt kk  , dk 1,= , d
kk 1=}ˆ{  – аддитивное разложе-

ние единицы в d . Следовательно: vzwtvzwt  =,0),,,(),,,,( , где 

)~,,,,(ˆ=
1=

kk

d

k

vzwt
v





  . Для любых v  таких, что 0

~
),,,,( Lvzwt  , оператор 
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),( ddL   обратим на }{0,vconv  и ),(1 ddL  . Поскольку для функций 

))(),(,(= tztwtqv , )(= tzz , )(= tww , )(= t  отображение 

0=))(),(,(),(),(),(,( tztwtqtzttwt   и ),0)(),(),(,(
~

,0),,,( 2
1

2
1 tzttwtfQBPzwt d   , 

то ))(),(,( tztwtq ),0)(),(),(,(
~

2
1

2
11 tzttwtfQBPd   . Учитывая, что 1  – ограни-

ченный оператор, существует 0N  такое, что ))(),(,( tztwtq  

),0)(),(),(,(
~

2
1

2
1 tzttwtfQBPN d    для любых ),[ 0  tt . Тогда из (5.14), (5.9) 

следует, что для всех ),[ 0  tt  выполнена оценка: 1
1

2
1))(),(,( CBPNtztwtq d

 . 

Так как для всех ),[ 0  tt  выполнена оценка: =)(tx  

1
1

2))(),(,()()()( CBNMtztwtqPtzPtStwS dalb
 , решение )(tx  гло-

бально ограниченно. Поскольку выполнено (5.10), уравнение (3.34), принимаю-

щее вид ))(,(=)( 22 txtfFtBxF , корректно. Это выполнено для любой начальной 

точки 000 ),( Lxt  , где )(= 0202 txS s , 00 t . Значит, при )(=
22 txS s  уравнение 

(2.1) устойчиво по Лагранжу. 

Теорема доказана. 

 

5.2.2 Теорема о неустойчивости в смысле Лагранжа 

 

В докладах [70, 95] представлена следующая теорема о неустойчивости по 

Лагранжу сингулярного ДАУ (2.1). 

Теорема 5.2.2. Пусть функция ),)([0,),( mnCxtf   имеет непрерыв-

ную частную производную ),( xtf
x


 всюду на n)[0, , BA  – сингулярный 

пучок операторов и его регулярная компонента rr BA   из (2.28) имеет индекс 1. 

Предположим, что выполнено (3.24) и для любых 2Xui   таких, что 

01 ),( LuxPSxt i  , 1,2=i , оператор-функция (3.25) является базисно обрати-

мой на },{ 21 uuconv . Пусть существует множество 11
XX s    такое, что 

 0=)( 11 xPS  и компонента )()( 11 txPS   каждого существующего решения 
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)(tx  с начальной точкой 000 ),( Lxt  , где  011 )( xPS , все время остается в  . 

Далее, пусть существуют самосопряженные положительные операторы 

)(
11 sXLH  , )( 12 XLH   и функции )),([0,)( Ctk , )),([0,)(

22 ss XCt  , 

))(0,),((0,)( CvU  такие, что )],(),[(
2

1
= 112111 xPxPHxSxSHv  , 

021 ))(,( LPxtxSt s   при всех )[0,t , 


<
)(
dv

vU

dv

c

 0)>(c , 


=)(
0t

dttk  и для 

любых 0t ,  xPS )( 11  выполнено   

 

 
).()()]),([,(

)]),()([,(

11
1

112

211
1

11

vUtkxtfxBPQAxPH

xtftBxBSFAxSH sgen








 (5.15) 

 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt  , где  011 )( xPS , суще-

ствует единственное решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2), для которого при 

nmBAr <=),(  выбор функции 
2s

  с начальным значением 020 =)(
2

xSts  одно-

значно определяет компоненту )(=)(
22 ttxS s , и это решение имеет конечное 

время определения. 

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству теоремы 5.2.1. 

Внесены следующие изменения. 

Выпишем полученное выше дифференциальное уравнение (5.11) 

)],,([= 21 


tGNN
dt

d
 где 










z

w
= , ),,(=),( zwtqtq  , 

















1
1

1

11

1
0

0
=

AP

AS
N

a

genb , 










a

bgen

PB

SB
N

1

2
0

0
= , 



















)),(),(,,(
~

)]()),(),(,,(
~

=),(
1

1

tqttfQ

tSBtqttfF
tG lund . 

Для любой начальной точки ),( 00 t  такой, что 

00000000

~
)),,(,),(,,( Lzwtqztwt  , существует единственное решение )(t  задачи 

Коши (5.11), (5.12) на некотором интервале ),[ 0 t . Следовательно, для любой 

начальной точки 000 ),( Lxt  , где ),,()(= 0000000 zwtqPzPtSwSx dalb  , суще-
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ствует единственное решение ))(),(,()()()(=)( tztwtqPtzPtStwStx dalb   зада-

чи Коши (2.1), (2.2) на некотором интервале ),[ 0 t . 

По условию теоремы существует множество 11
XX s    такое, что 

 0=)( 11 xPS  и компонента )()( 11 txPS   каждого решения )(tx  с начальной 

точкой 000 ),( Lxt  , где  011 )( xPS , все время остается в  . Учитывая связь 

 )(==)( 11 abab PSzPwSxPS , каждое решение )(t  уравнения (5.11), начина-

ющееся в множестве })(|{=ˆ  ab
ab PS , все время остается в нем и 

 ˆ0= . Введем функцию   ,ˆ
2

1
=)(ˆ HV , где 














aa

bb

PHP

SHS
H

2
*

1
*

0

0
=ˆ  и 

1H , 2H  – операторы из (5.15), которая, очевидно, положительна при всех  ˆ . 

Согласно (5.16) существуют функции )),([0,)( Ctk  и )(vU  

))(0,),((0, C  такие, что 


<
)(
dv

vU

dv

c

, 


 =)(

0

dttk
t

 и для любых 0t ,  ˆ  

выполнено 

 

   ).ˆ()()],([,ˆ
21 VUtktGNNH   (5.16) 

 

С учетом (5.16) производная функции )(ˆ V  в силу системы (5.11) удовле-

творяет при всех 0t  и  ˆ  оценке   )],([,ˆ=ˆ
21

)11.5(

tGNNHV


 

).ˆ()( VUtk  

Из свойств функций )(tk , )(vU  следует, что неравенство )()( vUtkv  , 0t , 

не имеет ни одного неограниченно продолжаемого решения [36, с. 132]. Тогда по 

теореме [36, гл. IV, теорема XIV] каждое решение Ttztwt ))(),((=)(  уравнения 

(5.11), удовлетворяющее начальному условию (5.12), где  ˆ
0  и 

000000

~
)),(),(,,( Ltqtt  , имеет конечное время определения, то есть определено 

на некотором конечном интервале ),[ 0 Tt  и 


=)(lim
0

t
Tt

. Тогда каждая функция 
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))(),(,()()()(=)( tztwtqPtzPtStwStx dalb   с соответствующими начальными 

значениями ),( 00 xt , где ),,()(= 0000000 zwtqPzPtSwSx dalb  , будет решением 

задачи Коши (2.1), (2.2) с конечным временем определения, т. е. решение )(tx  

определено на соответствующем конечном интервале ),[ 0 Tt  и 


=)(lim
0

tx
Tt

. 

Решение )(tx  зависит от выбранной функции )(= t , которую можно счи-

тать функциональным параметром. Если mnBAr <=),( , то 
1

= ss XX , {0}=
2s

X , 

0=2S  и компонента xSSl 2
1=   отсутствует. Зафиксируем функцию )(t , вы-

бранную ранее, и проверим единственность решения )(t , ),[ 0 Ttt . Из доказан-

ного выше следует, что решение )(t  задачи (5.11), (5.12) единственно на некото-

ром интервале ),[ 0 t . Предположим, что решение не единственно на ),[ 0 Tt . Тогда 

существует точка ),[* Tt   и два различных решения )(t , )(ˆ t  с общим значе-

нием )(ˆ=)(= *** tt  . Возьмем точку ),( ** t  в качестве начальной, тогда на не-

котором интервале ),[ 1* t  должно существовать единственное решение уравнения 

(5.11) с начальным значением ** =)(  t , что противоречит предположению. 

Теорема доказана. 

Замечание 5.2.1. Доказанные теоремы об устойчивости по Лагранжу дают до-

статочные условия существования и единственности глобальных решений, которые 

имеют следующие различия по сравнению с условиями теорем из раздела 3:       в 

теореме 5.2.1 вместо условия (3.26) теоремы 3.3.1 используется условие (5.8), в тео-

реме 5.1.1 вместо условия (3.3) теоремы 3.2.1 используется условие (5.1). 

 

5.3 Применение к теории электрических цепей 

 

5.3.1 Устойчивость по Лагранжу математической модели нелинейного 

четырехполюсного фильтра 

 

Рассмотрим модель четырехполюсника (см. рис. 1.1) с нелинейными сопро-

тивлениями 1 , 2  и проводимостями 1h , 2h , линейными сопротивлениями 1r , 2r , 
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проводимостью g , индуктивностью L  и емкостью C . Устойчивость по Лагранжу 

данной модели четырехполюсника исследовалась в [75]. 

Предполагается, что внешние токи )(1 tI , )),([0,)(2 CtI  заданы, пара-

метры L , C , 1r , 2r , g  являются положительными и вещественными, 

)(1 y , )(2 y , )(1 yh , ),()( 1
2 Cyh  . 

В подразделе 1.1 получена система (1.1)–(1.3), которая описывает модель 

электрической цепи, представленной на рис. 1.1. Векторная форма системым 

(1.1)–(1.3) имеет вид полулинейного ДАУ (2.1), где   ,,,= 3
321 

T
xxxx   

 

,

011

01

1

=,

000

00

00

=

21
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rr

BC

L

A  .

)()(

)()()(

)()()(

=),(

11

3212

221111























xtI

xhxtI

xxrx

xtf  

 

С помощью следствия 3.2.1 в подразделе 4.1 получены условия, при выпол-

нении которых система (1.1)–(1.3) имеет единственное решение на полуоси 

),[ 0 t , удовлетворяющее начальному условию (2.2). 

Проведем проверку условий теоремы 5.1.1. 

Пространства sX , rX , sY , rY , 
is

X , iX , iY , 1,2=i , проекционные матрицы 

P , Q , iP , iQ , 1,2=k , матрица 1G  и проекции вектора x  имеют вид, аналогич-

ный полученному в подразделе 4.1, свойства пучка BA  также сохраняются. 

Проверка условия (3.1) и требования базисной обратимости оператор-

функции (3.2) аналогична проверке, проведенной в подразделе 4.1. 

Введем матрицу 
















C

L

L

H

200

00

00

= , которая, очевидно, удовлетворяет усло-

вию 0>= *HH . Тогда  2
3

2
22111

1
1 )(2[=)]),([,( gxxrrxtfQxBPGxHP  

)].()()()()( 23121112323222 tIxtIxrxxxhxxx   
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Для любых )[0,t , 11 || Mz   выполнена оценка 

 

.|)()(|maxsup),( 11
)[0,

12
1

1

ztIxPtfQG
Mzt




  

 

Итак, пусть для любого 0t  существуют vz ,1  такие, что выполнено 

(4.1);  для любых 21, vv , удовлетворяющих (4.1), выполнено 1=)~( 1  vz  при 

любых },{~
21 vvconvv  , 1z ;  для некоторого 0>R  существуют функции 

)),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU  такие, что 2
3

2
2= CxLxv  , 



=
)(vU

dv

c

 и 

для любых )[0,t , Rxx  2
3

2
22  выполнено   

 

),()()()()()()()( 23121112323222
2
3

2
221 vUtktIxtIxrxxxhxxxgxxrr   

 

тогда по теореме 5.1.1 для любой начальной точки 3
00 )[0,),( xt , удовлетво-

ряющей (1.3), существует единственное решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на 

полуоси ),[ 0 t . Заметим, что для теоремы 6.1.1 о сходимости численного метода 

(см. подраздел 6.1) дополнительно требуется выполнение условий: 

)),([0,)(),( 1
21 CtItI  и 1=)( 1  vz  для любых vz ,1 . Если 



<)(
0

dttk
t

 и 

существуют положительные числа <, MC  такие, что 

CztI
Mzt




|)()(|maxsup 11
)[0, 1

, то уравнение (2.1) устойчиво по Лагранжу. 

Рассмотрим несколько частных случаев, которые встречаются в реальных 

радиотехнических системах: 

 

,=))((=)(,=)(,=)(,=)( 9
411

3
32

3
22

3
11 yyhyyyhyyyy         (5.17) 

),cos(cos0.5=)(,cos=)(,sin=)(,sin=)( 322211 yyyyhyyyy      (5.18) 
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где 0>k . 

Если нелинейные сопротивления и проводимости имеют вид (5.17) или 

(5.18), то для любой начальной точки ),( 00 xt , удовлетворяющей (1.3), существует 

единственное решение задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t . Дополнительно 

потребуем, чтобы )),([0,)(),( 1
21 CtItI , тогда можно воспользоваться раз-

ностной схемой (6.5)–(6.8). Решение задачи (2.1), (2.2) будет ограниченным 

(устойчивость по Лагранжу), если 


|<)(|sup 1
)[0,

tI
t

 и 


|<)(|sup 2
)[0,

tI
t

 или 




<|)(| 2

0

dttI
t

. В частности, эти требования выполнены для входных токов вида 

kn

kk tbtI


=)( , kn , экспоненциальных и синусоидальных токов 

 

 ),(sin=)(,

)

=)(,=)(
2

2(

kkkk
k

kdt

kk
ka

kk tbtIebtI
t

ebtI 






 (5.19) 

 

где 0>ka , kb , k , kd , k , ][0,2k , 1,2=k . 

Для токов 

 

 2,1,=,=)(,=)( 2 ktbtItbtI kkkk  (5.20) 

 

глобальные решения существуют, но не являются ограниченными. 

 

5.3.2 Устойчивость по Лагранжу математической модели конкретного 

радиотехнического устройства 

 

Рассмотрим электрическую цепь (рис. 5.1) с известным источником напряже-

ния )(te , нелинейными сопротивлениями  , 0 ,   и проводимостью h , линейными 

сопротивлением r  и проводимостью g , индуктивностью L  и емкостью C . 
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Рисунок 5.1 – Схема электрической цепи радиотехнического устройства 

 

Предполагается, что заданные параметры L , C , r , g  являются положи-

тельными и вещественными, )),([0,)( Cte , )( y , )(0 y , )( y , )(yh  

),(1 C . Токи и напряжения удовлетворяют законам Кирхгофа ,=  IIIL  

,= Cr UUUU   ,=
0   UUUe L  и соотношениям ,

)(
=

dt

LId
U L

L  

),(
)(

= CC
C UhgU

dt

CUd
I   ,= rIUr  ),(= IU   ),(= 00 LIU   ).(=   IU   

Из приведенных уравнений получаем систему с неизвестными             

LIx =1 , CUx =2 , Ix =3 : 

 

 ),()()(= 310321 xxtexrxx
dt

d
L   (5.21) 

 ),(= 2322 xhxgxx
dt

d
C   (5.22) 

 ).()(= 33132 xxxrxx   (5.23) 

 

Векторная форма системы имеет вид ДАУ (2.1), где   ,,,= 3
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T
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Легко проверить, что BA  – регулярный пучок индекса 1. 

Проекционные матрицы iP , iQ  и матрица 1G  имеют вид:   
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Проекции вектора x  имеют вид: TT brbaxrxxxPz ),,(=),,(== 2
1

211   , 

TT vxxrxPu )(0,0,=)(0,0,== 32
1

2  , где 1= xa , 2
1= xrb  , 

32
1= xxrv . 

Уравнение 0=)],([2 xtfBxQ   эквивалентно алгебраическому уравнению 

(5.23). С учетом новых обозначений условие (3.1) выполнено, если существуют 

vba ,,  такие, что   

 

 ).()(= vbvbarv   (5.24) 

 

В координатном базисе пространства 3  рассмотрим функцию   

 

  ,

10

0

10

)()(

)),((
)(ˆ

1

12

1

3

2
2











































r

rr

r

rvbvba

PB
x

uztfQ
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x

   (5.25) 

 

где )(=)(
3

3
vba

x
vbax 




 , )(=)(

3

vb
dx

d
vb  . 
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Поскольку пространства 2X , 2Y  одномерны, базисная обратимость опера-

тор-функции ),(:)(ˆ 222 YXLXu   эквивалентна обратимости. Пусть 

rvbvbax  =)~()~(
3

, },{~
21 vvconvv  , для любых 21,,, vvba , удовлетво-

ряющих (5.24). Тогда для любых 21,,, vvba , удовлетворяющих (5.24), сужение 

оператор-функции (5.25) на 2X  является обратимым оператором на },{ 21 vvconv . 

Выберем 
















200

00

002

=

Cr

Cr

L

H , очевидно, 0>= *HH . 

Тогда  )(1)(2[=)]),([,( 101
2
211

1
1 xxxgrxtfQxBPGxHP  

)].()()()( 1223112 texxhrxxxxx   

Так как ),()(),( 1 Cyy  , существуют 0>,MC  такие, что для любых 

)[0,t , Mz   выполнена оценка .|)()(|max),( 1
2

1 CbbarztfQG
Mz




  

Итак, пусть существуют vba ,,  такие, что выполнено (5.24);  для любых 

21,,, vvba , удовлетворяющих (5.24), выполнено rvbvbax  =)~()~(
3

 

при любом },{~
21 vvconvv  ;  для некоторого 0>R  существуют функции 

)),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU  такие, что 2
2

2
1= CrxLxv  , 



=
)(vU

dv

c

 и 

для любых 0t , Rxrx   2
2

22
1 )(12  выполнено 

 

),()()()()()()(1)( 1223112101
2
2 vUtktexxhrxxxxxxxxgr   

 

тогда по теореме 5.1.1 для любой начальной точки 3
00 )[0,),( xt , удовлетво-

ряющей (5.23), существует единственное решение )(tx  задачи Коши (2.1), (2.2) на 

полуоси ),[ 0 t . Если кроме указанных выше условий выполнено дополнительное 

условие: rvbvbax  =)()(
3

 для любых vba ,,  и )),([0,)( 1 Cte , то 
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верна теорема 6.1.1. Если 


<)(
0t

dttk , то уравнение (2.1) устойчиво по Лагранжу. 

Рассмотрим несколько частных случаев, которые встречаются в реальных 

радиотехнических системах: 

 

 ,=)(,=)(,=)(,=)( 12
4

12
3

12
2

12
10

  sjrk yyhyyyyyy  (5.26) 

 

где sjrk ,,, , 0>i ; 

 

 )(sin=)(,=)( 2
12

10 yyyy k    или )(cos=)( 2 yy  , 

)(sin=)( 3 yy   или )(cos=)( 3 yy  ,                (5.27) 

)(sin=)( 4 yyh   или )(cos=)( 4 yyh  , 

 

где k , 0>i . 

Для нелинейных функций (5.26) и любой начальной точки ),( 00 xt , удовле-

творяющей (5.23), существует единственное решение задачи Коши (2.1), (2.2) на 

),[ 0 t  при kj  , sj   и достаточно малом 3 . Для функций (5.27) и любой 

начальной точки ),( 00 xt , удовлетворяющей (5.23), существует единственное ре-

шение задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси ),[ 0 t . Решение будет ограниченным, 

если 


|<)(|sup
)[0,

te
t

 или 


<|)(|
0t

dtte . В частности, эти требования выполнены 

для напряжений, изменяющихся по степенному, синусоидальному, экспоненци-

альному законам и имеющих вид 

 

 ),(sin=)(,=)(,=)(,=)(
22)( 
 tbtebetebetebtte dtatn  (5.28) 

 

где 0>a , ,,, db , n , ][0,2 .  

Для напряжений вида 
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 0,>,,,,=)(,=)(   nbabatteeate nt  (5.29) 

 

глобальные решения существуют, но не являются ограниченными. Для нахожде-

ния численных решений с помощью разностной схемы (6.5)–(6.8) (см. подраз-

дел 6.1) необходимо учесть дополнительное требование: )),([0,)( 1 Cte . 

 

5.3.3 Устойчивость по Лагранжу математической модели                       

четырехполюсника в условиях неполных данных 

 

Рассмотрим электрический четырехполюсный фильтр (см. рис. 4.2) с из-

вестным входным током I , нелинейным сопротивлением  , нелинейной прово-

димостью h , линейными сопротивлениями 1r , 2r , индуктивностью L  и емкостью 

C . Предполагается, что L , C , 1r , 2r  – положительные вещественные параметры, 

)),([0,)( CtI , ),()( 1
1 Cx  , ),()( 1

2 Cxh  . 

Как показано в подразделе 4.3, из уравнений Кирхгофа и связей для элек-

трической цепи четырехполюсника получаем систему (4.18)–(4.20), которая опи-

сывает модель цепи. Векторная форма системы (4.18)–(4.20) имеет вид полули-

нейного ДАУ (2.1), где 4
4321 ),,,(= Txxxxx , 
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В подразделе 4.3 получены условия, при выполнении которых задача Коши 

(4.18)–(4.20), (2.2) имеет единственное решение на полуоси ),[ 0 t . Требуемые 

ограничения были получены в результате применения следствия 3.3.1 и проверки 

его условий. 
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Проведем проверку условий теоремы 5.2.1. 

Пространства sX , rX , sY , rY , 
is

X , iX , iY , 1,2=i , проекторы S , P , Q , F , 

kS , kP , kQ , 1,2=k , матрица 1
genA  и проекции вектора x  имеют вид, аналогичный 

полученному в подразделе 4.4, свойства пучка BA  и его компонент также со-

храняются. 

Проверка условия (3.24) и требования базисной обратимости оператор-

функции (3.25) аналогична проверке, проведенной в подразделе 4.3. 

 

Введем 
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 , 

где )),([0,)(  Ct  и 0
4

0
30 =)( xxt  ,  Txxxxx 0

4
0
3

0
2

0
1

0 ,,,=  – начальное значение. 

Тогда  )()()(=)]),()([,( 2211
2
11221

1
11 xhxxxxrrxtftBxBSFAxSH sgen  

).()( 11221 tIxrxtxx   

Для всех )[0,t  выполнена оценка: |)(|)(1),( sup
)[0,

2
112 tIrxPSxtfQ

t 

 . 

Пусть существуют число 0>R  и функции )),([0,)( Ctk , 

))(0,),((0,)( CvU  такие, что )(
2

1
=),(

2

1
= 2

2
2
1111 CxLxxSxSHv  , 



=
)(vU

dv

c

 и 

для любых )[0,t , Rxx  2
2

2
13  выполнено   

 

 ),()()()()()()( 112212211
2
112 vUtktIxrxtxxxhxxxxrr   (5.30) 

 

тогда по теореме 5.2.1 для любой начальной точки 40
0 )[0,),( xt , 

 Txxxxx 0
4

0
3

0
2

0
1

0 ,,,= , удовлетворяющей условию согласования )(= 0
0
3

0
1 tIxx  , су-

ществует единственное решение )(tx  уравнения (2.1) на полуоси ),[ 0 t  с началь-
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ным условием 0
0 =)( xtx , где компонента )(=

22 txS s  выбрана так, что 

0
202

=)( xSts  (т. е. 0
4

0
30 =)( xxt  ). Если 

 




|<)(|sup,|<)(|sup
)[0,)[0,

ttI
tt

     (5.31) 

 

и 


<)(
0

dttk
t

, то решение )(tx  будет ограниченным, а уравнение (2.1), где 

)(=
22 txS s , – устойчивым по Лагранжу. 

Рассмотрим частный случай. Легко проверить, что функции 12
1=)(  kyy , 

12
2=)(  ryyh , rk, , 0>i , удовлетворяют условию (5.30). Если выполнено 

(5.31), то уравнение (2.1), где )(=
22 txS s , устойчиво по Лагранжу. 

 

5.3.4 Устойчивость по Лагранжу математической модели нелинейного 

двухполюсного радиотехнического фильтра 

 

В подразделе 4.4 рассматривалась обратная задача для двухполюсного ра-

диотехнического фильтра (см. рис. 4.3) с индуктивностью L , емкостью C , линей-

ными сопротивлениями kr , 1,4=k , линейной проводимостью g , нелинейными 

сопротивлениями 1 , 3  и проводимостью h . Предполагается, что токи 

)),([0,)(),( 1 CtItI  заданы, параметры L , C , g , kr , 1,4=k , являются положи-

тельными и вещественными, 1 , 3 , h  – непрерывно дифференцируемые на   

скалярные функции. 

Как показано в подразделе 4.4, система (4.23)–(4.26) описывает модель 

электрическая цепь двухполюсника. Векторная форма системы (4.23)–(4.26) имеет 

вид (2.1), где 4
321 ),,(= Txxxx  
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В рассмотренной ранее задаче найдены ограничения, при выполнении кото-

рых система уравнений (4.23)–(4.26) имеет единственное решение на полуоси 

),[ 0 t  с начальным условием (2.2). Требуемые ограничения были получены в ре-

зультате применения следствия 3.3.1 и проверки его условий. 

Проведем проверку условий теоремы 5.2.1. 

Пространства sX , rX , sY , rY , 
is

Y , iX , iY , 1,2=i , проекторы S , P , Q , F , 

kF , kP , kQ , 1,2=k , матрица 1
genA  и проекции вектора x  имеют вид, аналогичный 

полученному в подразделе 4.4, свойства пучка BA  и его компонент также со-

храняются. 

Проверка условия (3.24) и требования базисной обратимости оператор-

функции (3.25) аналогична проверке, проведенной в подразделе 4.4. 

Пусть grrCL )/( 32  . 

Введем матрицу 
















/200

00

00/2

=1

L

C

L

H , очевидно, 0>= *
11 HH . Найдем 

 

).(
2

1
=),(

2

1
=),()()(

)()()(=)]),([,(

2
2

2
111212311

22131
2
132

2
21

1
1

CxLxSxSxHvtIxxrxx

xhxxxxrrgxxtfBSxFASxH gen





 

 

Для всех )[0,t , 1|| Ma   выполнены оценки:   

 

|,)()(|maxsup),( 1
)[0,

12
1

aqtIxPSxtfQ
Mat
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.|)(|sup)(|)(|sup),( 1
)[0,

21
)[0,

12 tIrrtIrxtfF
tt 

  

 

Итак, пусть grrCL )/( 32  ;  для любых 21,vv , удовлетворяющих (4.28), 

выполнено 41 )~( rav   при любых },{~
21 vvconvv  , a ;  существуют число 

0>R  и функции )),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU  такие, что 

)(
2

1
= 2

2
2
1 CxLxv  , 



=
)(vU

dv

c

 и для любых )[0,t , Rxx  2
2

2
12  выполнено 

),()()()()()()()( 121231122131
2
132

2
2 vUtktIxxrxxxhxxxxrrgx   тогда по 

теореме 5.2.1 для всякой начальной точки 3
00 )[0,),( xt , удовлетворяющей 

системе уравнений (4.25), (4.26), существует единственное решение )(tx  задачи 

Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t . Если 


|<)(|sup
)[0,

tI
t

, 


|<)(|sup 1
)[0,

tI
t

, то решение )(tx  

будет ограниченным, а уравнение (2.1) – устойчивым по Лагранжу. 

Теперь рассмотрим случай, когда grrCL )/(= 32  . 

Введем матрицы ,

100

0
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=,
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0
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2
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рые, очевидно, удовлетворяют условию 0>= *
ii HH , 1,2=i . Найдем 
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Для всех )[0,t , 1|| Ma   выполнены оценки:   

 



 144 

|,)()(|maxsup),( 1
)[0,

12
1

aqtIxPSxtfQ
Mat




 

.|)(|sup)(|)(|sup),( 1
)[0,

21
)[0,

12 tIrrtIrxtfF
tt 

  

 

Итак, пусть grrCL )/(= 32  ;  для любых 21,vv , удовлетворяющих (4.28), 

выполнено 41 )~( rav   при любых },{~
21 vvconvv  , a ;  существуют число 

0>R  и функции )),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU  такие, что 

2
1

3222
122

2

32

2

)(
)(

2

)(
= x

g

grrgrL
xrx

gr

rrC
v





, 



=
)(vU

dv

c

 и для любых )[0,t , 

Rxx  2
2

2
12  выполнено 

 

),()()(2)(

)]()([)())()((3

)(
))((

)(

11
2
21222

2

32

133122
32

133121

22

2

322
1

322322
122

2

32

vUtktIxrxrxr
gr

rr

xxxxh
g

rr
xxrx

xhx
gr

rr
x

g

rrgrrr
xrx

r

rr






























 













 

 

тогда по теореме 5.2.1 для любой начальной точки 3
00 )[0,),( xt , удовлетво-

ряющей системе уравнений (4.25), (4.26), существует единственное решение )(tx  

задачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t . Если 


|<)(|sup
)[0,

tI
t

 и 


|<)(|sup 1
)[0,

tI
t

, то реше-

ние )(tx  будет ограниченным, а уравнение (2.1) – устойчивым по Лагранжу. 

Исследуем несколько частных случаев, которые могут встречаться в реаль-

ных радиотехнических системах. Рассмотрим нелинейные сопротивления и про-

водимости следующих видов:   

 

0>,,,,=)(,=)(,=)( 12
3

12
23

12
11 i

rjk rjkyyhyyyy    ;          (5.32) 

0.>),(sin=)(),(sin=)(),(sin=)( 322311 kyyhyyyy                (5.33) 
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Для нелинейных функций (5.32) и любой начальной точки ),( 00 xt  

3)[0,  , удовлетворяющей (4.25), (4.26), существует единственное решение 

задачи Коши (2.1), (2.2) на ),[ 0 t  при grrCL )/( 32  , jk   и достаточно малом 

1 , или grrCL )/(= 32  , rjk ,  и достаточно малом 1 . Для нелинейных функций 

(5.33) и любой начальной точки 3
00 )[0,),( xt , удовлетворяющей (4.25), 

(4.26), существует единственное решение задачи Коши (2.1), (2.2) на полуоси 

),[ 0 t  при 41 < r . Решение будет ограниченным, если 


|<)(|sup
)[0,

tI
t

 и 




|<)(|sup 1
)[0,

tI
t

. В частности, эти требования выполнены для токов 1
1=)(

n
tbtI


, 

2
21 =)(

n
tbtI


, экспоненциальных и синусоидальных токов 
t

ebtI
a1

11 =)(


, 

t
ebtI

a2
2=)(


, 

2
1

2
1(

11

)
=)(

 dt
ebtI , 

2
2

2)2(

2=)(
 dt

ebtI , )(sin=)( 1111  tbtI , 

)(sin=)( 222  tbtI , где kn , 0>ka ,  kkkk db ,,, , ][0,2k , 1,2=k . 

 

Выводы по разделу 5 

 

1. Сформулированы и доказаны теоремы об устойчивости по Лагранжу по-

лулинейных дифференциально-алгебраических уравнений (2.1) с регулярным 

(теорема 5.1.1) и сингулярным (теорема 5.2.1) характеристическими пучками. 

Теоремы дают достаточные условия существования и единственности глобально-

го решения задачи Коши для уравнения (2.1) (условия частично отличаются от 

тех, которые указаны в теоремах существования и единственности), а при допол-

нительных ограничениях – достаточные условия ограниченности решения на всей 

области определения. Теоремы могут быть применены для исследования эволю-

ционных свойств решений математических моделей конкретных систем и процес-

сов, которые описываются уравнениями вида (2.1). 

2. Сформулированы и доказаны теоремы о неустойчивости по Лагранжу по-

лулинейных дифференциально-алгебраических уравнений (2.1) с регулярным ха-

рактеристическим пучком (теорема 5.1.2) и сингулярным характеристическим 
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пучком (теорема 5.2.2). Эти теоремы дают достаточные условия, при которых су-

ществует единственное решение задачи Коши (2.1), (2.2) и это решение имеет ко-

нечное время определения (то есть существует на некотором конечном проме-

жутке и является неограниченным). Признаки неустойчивости по Лагранжу 

(наличия у решений конечного времени определения) могут быть использованы 

для анализа математических моделей динамики конкретных систем и процессов, 

которые описываются уравнениями вида (2.1). 

3. Для математических моделей нелинейных радиотехнических устройств 

указаны ограничения, которые обеспечивают гладкую детерминированную эво-

люцию состояний на бесконечном интервале времени, и условия, при которых со-

ответствующие системы дифференциально-алгебраических уравнений устойчивы 

по Лагранжу. Приведены конкретные параметры электрических цепей (сопротив-

ления, проводимости, заданные токи и напряжения), которые удовлетворяют по-

лученным требованиям. Указанные ограничения позволяют проанализировать 

эволюционные свойства решений математических моделей рассмотренных радио-

технических устройств, а именно, неограниченную продолжаемость и глобальную 

ограниченность. 

Основные результаты раздела опубликованы в [70, 75, 93, 95]. 
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РАЗДЕЛ 6 

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ПОЛУЛИНЕЙНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

И АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

 

Существуют различные способы нахождения приближенных решений диф-

ференциально-алгебраических уравнений. В [83, 85, 101, 102, 105] изложен метод 

 -вложений, суть которого состоит в том, чтобы вместо системы дифференци-

ально-алгебраических уравнений ),(= zyfy , ),(=0 zyg  рассматривать соответ-

ствующую жесткую систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

),(= zyfy , ),(= zygz , 0 . К жесткой системе применяют, как правило, ме-

тоды Рунге-Кутта, Адамса или Розенброка и в полученных формулах берут 0= . 

Аналогично находят приближенные решения жесткой системы ),,(= yxtfx , 

),,(= yxtgy , 0 , которой соответствует приведенная система ),,(= yxtfx , 

),,(=0 yxtg . Способ получения численных решений линейных дифференциально-

алгебраических уравнений с использованием формулы Обрешкова рассматривал-

ся в [24, 79], c применением неявной схемы Эйлера – в [9, 99]. Различные числен-

ные методы решения линейных дифференциально-алгебраических уравнений 

)()()(=)()( tftxtBtx
dt

d
tA   и )()(=)]([ tftBxtAx

dt

d
  изложены соответственно в 

[9] и [11]. В [79] доказана применимость аналога метода Эйлера к нелинейной си-

стеме 0=),,( txxf   при выполнении специальных условий, причем существование 

точного решения гарантировано на некотором локальном отрезке. Как частный 

случай этой нелинейной системы в [79] рассмотрено ДАУ вида 0=),()( txxtA   

с возможно вырожденной )( nn -матрицей )(tA . В [34, 44] применяются комби-

нированные методы решения ДАУ: метод Эйлера в сочетании с методом простых 

итераций, неявный метод Адамса в сочетании с методом Ньютона. 

Недостатком большинства рассмотренных методов решения полулинейного 

и нелинейного ДАУ является то, что существование точного решения доказывает-

ся лишь на достаточно малом отрезке времени, однако для полноценного анализа 
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динамических моделей и разработки обоснованного численного метода важно 

иметь возможность исследовать поведение решения на сколь угодно большом 

временном отрезке ],[ 0 Tt . Также в рассмотренных численных методах решения 

полулинейного и нелинейного ДАУ типа (2.1) накладываются ограничения, кото-

рые либо вообще не выполнены для построенных математических моделей элек-

трических цепей с определенными нелинейными параметрами, либо не выполне-

ны на произвольном отрезке времени ],[ 0 Tt . Для применения метода Рунге-Кутта 

требуются дополнительные исследования и ограничения, в частности, необходи-

мо свести ДАУ к соответствующей жесткой системе обыкновенных дифференци-

альных уравнений. По сравнению с упомянутыми комбинированными методами, 

предложенный в диссертации метод ослабляет известные ранее ограничения на 

нелинейную часть уравнения и ее частные производные. Отличительная особен-

ность предложенного метода состоит в том, что ДАУ сводится к системе из чисто 

дифференциального и алгебраического уравнений с помощью спектральных про-

екторов типа Рисса, которые можно численно найти, используя формулы (2.22). 

Реализация разработанного численного метода и вычисление спектральных про-

екторов типа Рисса производится в среде MATLAB. 

 

6.1 Построение численного метода 

 

Пусть ),)([0,),( 1 nnCxtf   и выполнены условия существования и 

единственности решения задачи Коши (2.1), (2.2) из теоремы 5.1.1 или условия 

теоремы 3.2.1. Тогда существует единственное решение )),,([)( 0
ntCtx   зада-

чи Коши (2.1), (2.2) следующей гладкости: )),,([)( 10
2

1 XtCtxP  , 

)),,([)( 20
1

2 XtCtxP  , )()(=)( 21 txPtxPtx  , где 1P , 2P  – спектральные проекторы 

пучка BA , которые вычисляются по формулам (2.22) (см. подраздел 2.4) с по-

мощью их численной реализации на компьютере. 

Обозначим через xPz 1= , xPu 2=  проекции вектора nuzx =  на под-
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пространства 1X , 2X  из (2.23). Уравнение (2.1) эквивалентно системе (3.4), кото-

рая с учетом новых обозначений примет вид: 

 

),,(= 1
11 uztfQGBzG

dt

dz
             (6.1) 

),,(= 2
1 uztfQGu       (6.2) 

 

где матрица G  имеет вид (2.25). 

Будем искать решение задачи Коши на отрезке ],[ 0 Tt . Введем равномерную 

сетку }=,0,...,=,={= 0 TtNiihtt Nih   с шагом 
N

tT
h 0=


. Значения приближен-

ного решения задачи (2.1), (2.2) в узлах it  обозначим через iii uzx = , Ni 0,...,= , 

где ii xPz 1= , ii xPu 2= . Применяя формулу Тейлора, получим: 

 

),(
)()(

=
)(

hO
h

tzhtz

dt

tdz
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 (6.4) 

 

Обозначим через E  единичную матрицу порядка n . В силу базисной обра-

тимости оператор-функции )(u  (3.2) из теорем 5.1.1, 3.2.1 и соотношения   
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существует обратный оператор ),(),( 22

1

2
1 XXLuztf

x
QGE 
















  для любых 
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точек 0),( Luzt  . Пусть оператор-функция (3.2) обратима для любых точек 

nTtuzt  ],[),( 0 . Тогда существует обратный оператор 

),(),( 22

1

112
1 XXLuztf

x
QGE iii 

















 , 10,...,= Ni . Выберем начальные 

значения 0z , 0u  так, чтобы выполнялось условие согласования 

),(= 0002
1

0 uztfQGu  , эквивалентное условию 000 ),( Lxt   из теорем 5.1.1, 3.2.1. 

Подставляя равенства (6.3), (6.4) в систему (6.1), (6.2) и отбрасывая погрешности 

)(hO , )( 2hO , получаем разностную схему [70, 75] 

 

,= 000 uzx                                                                  (6.5) 

),,()(= 1
11

1 iiiii uztfQhGzBhGEz  
                                    (6.6) 

,),(),(

),(=

1111

2
1

1

112
1

1







































iiiiiii

iiii

uuztf
x

uztf

QGuztf
x

QGEu

                               (6.7) 

1,0,...,=,= 111   Niuzx iii                                            (6.8) 

 

которая аппроксимирует задачу Коши (2.1), (2.2) с первым порядком относитель-

но h . Значения 1ix  последовательно вычисляются из (6.5)–(6.8) при 10,...,= Ni . 

Теорема 6.1.1. Пусть выполнены условия существования и единственности 

решения задачи Коши (2.1), (2.2) из теоремы 5.1.1 или условия теоремы 3.2.1, 

),)([0,),( 1 nnCxtf   и оператор-функция )(u  (3.2) обратима для любых 

точек nTtuzt  ],[),( 0 . Тогда разностная схема (6.5)–(6.8) сходится и имеет 

первый порядок точности: 

 

).(=)(max),(=)(max
00

hOutuhOztz ii
Ni

ii
Ni




                       (6.9) 

 

Доказательство. Поскольку ),)([0,),( 1 nnCxtf   и выполнены усло-
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вия существования и единственности решения задачи Коши (2.1), (2.2) из теоремы 

5.1.1 или условия теоремы 3.2.1, то существует единственное точное решение 

)),,([)( 0
ntCtx   задачи Коши (2.1), (2.2) следующей гладкости: 

)),,([)(=)( 10
2

1 XtCtxPtz  , )),,([)(=)( 20
1

2 XtCtxPtu  , )()(=)( tutztx  . Урав-

нение (2.1) эквивалентно системе (6.1), (6.2). С учетом аппроксимаций (6.3), (6.4) 

задача Коши (2.1), (2.2) в узлах сетки h  запишется в виде системы: 

 

,==)(,==)(),()(=)( 02000100000 xPutuxPztztutztx                     (6.10) 

),())()(,()()(=)( 2
1

11
1 hOtutztfQhGtzBhGEtz iiiii  
                  (6.11) 

),()]()())[()(,(

))()(,(=)(

2
1112

1

112
1

1

hOtutututztf
x

QG

tutztfQGtu

iiiii

iiii

















                      (6.12) 

1,0,...,=),()(=)( 111   Nitutztx iii                                    (6.13) 

 

где 1
0=1)}({ 


N
iitx  – значения точного решения на сетке h . 

Соответствующая разностная схема для нахождения приближенного реше-

ния имеет вид 

 

1.0,...,=,=

],)[,(),(=

),,()(=

,=

111

1112
1

112
1

1

1
11

1

000


























Niuzx

uuuztf
x

QGuztfQGu

uztfQhGzBhGEz

uzx

iii

iiiiiiiii

iiiii

    (6.14) 

 

В силу условий теоремы и указанных выше пояснений, существует обрат-

ный оператор ),(),( 22

1

2
1 XXLuztf

x
QGE 
















  для любых точек 

0),( Luzt   и точек ),( 11 iii uzt  , 10,...,= Ni . Тогда равенство (6.14) можно 

переписать в виде (6.7), а равенство (6.12) в виде 
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).()())()(,())()(,(
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1

112
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hOtututztf
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tutztf

QGtutztf
x

QGEtu

iiiiiii

iiii








































 (6.15) 

 

Следовательно, разностные схемы (6.5)–(6.8) и (6.5), (6.6), (6.14), (6.8) экви-

валентны. 

Используя равенства (6.11), (6.6), получим оценку: 
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ztzBhGEztz

iiiiii

iiii










 

 

Согласно формуле конечных приращений [28, 38, 81] и (6.13), (6.8): 

 

 .)()()))((,(sup

)],())()(,([

1
1

1<<0

1
1

iiiiiiii

iiiiii

utuztzxtxxtf
x

QG

uztftutztfQG















 

 

Поскольку ),( xtf
x


 непрерывна на n)[0, , то существует константа 

1M  такая, что ).)()(()],())()(,([ 11
1

iiiiiiiiii utuztzMuztftutztfQG   

В результате получаем оценку: 

 

 
).()(

)()(

2
1

1
1

11

hOutuhM

ztzhMBhGEztz

ii

iiii



 


     (6.16) 

 

Используя равенства (6.12), (6.14),   iiiiii ututuuuu )()(= 111  

)()( 1 ii tutu   , получим: 
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По формуле конечных приращений: 
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Обозначим 
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Поскольку )),,([)( 20
1 XtCtu  , из формулы Тейлора следует, что 

)(=)()( 1 hOtutu ii  , 10,...,= Ni . 

В результате получаем оценку   

 

 
).(])()(

)()()([)(
2

21

22112311

hOhOCCu

tuCMztzMCutu

i

iiiii



 
 (6.17) 

 

Обозначим 23= MC , )(= 223 CMC  . Тогда (6.17) можно записать в виде   
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).()()()()( 2
1111 hOhOutuztzutu iiiiii     (6.18) 

 

Разностная схема (6.5), (6.6), (6.14), (6.8) и эквивалентная ей схема         

(6.5)–(6.8) сходятся и имеют первый порядок точности, если выполнено неравен-

ство Kh
utu

ztz

ii

ii

Ni














 )(

)(
max
0

, где 0>K  – некоторая постоянная, что равносильно 

условию (6.9). Обозначим 111 )(=   ii
z
i ztz , 111 )(=   ii

u
i utu . Тогда оценки 

(6.16), (6.18) примут вид: 
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z
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  (6.19) 

 ).()( 2
11 hOhOu

i
z
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u
i    (6.20) 

 

В силу начальных условий 0=0
z , 0=0

u . Используя соотношения (6.19), 

(6.20), находим рекуррентно оценки:   
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Учитывая, что      
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, Nj 0,...,= , из (6.21) получим: 

 

 1.0,...,=),()( 2

0=
1   NihOhO u

j

i

j

z
i  (6.23) 

 

Обозначив }{1,max= 1 N , из (6.22) получим: 
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 1.0,...,=),()( 2
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0=
1    NihOhOz

m

i

m

u
i  (6.24) 

 

Подставляя (6.23) в (6.24) и преобразуя полученное неравенство, вычисляем 
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 (6.25) 

 

Применяя к (6.25) дискретный вариант неравенства Гронуолла [35, с. 43–44, 

следствие 1.9.1] (или [82, с. 186, следствие 4.1.2]), получим 

1
1 ))()(1( 
  Nu

i hOhO , 10,...,= Ni . Значит   

 

 ).(=max
0

hOu
i

Ni



 (6.26) 

 

Тогда из (6.26), (6.23) следует: )(=max
0

hOz
i

Ni



. 

Теорема доказана. 

 

6.2 Нахождение численных решений для модели нелинейного               

четырехполюсного фильтра 

 

Рассмотрим электрическую цепь четырехполюсника (рис. 1.1) с параметрами 

0.5=L  нГн, 0.4=C  пФ, 0.02=1r  Ом, 0.01=2r  Ом, 0.2=g  Ом 1 , использованными 

в [114]. Приближенные решения ДАУ, описывающего модель цепи на рис. 1.1 

(см. подразделы 1.1, 4.1 и пункт 5.3.1), будем искать с помощью предложенного чис-

ленного метода (6.5)–(6.8). Реализация метода производится в системе MATLAB. 

Для нелинейных сопротивлений и проводимостей (5.17) с 1=k  и внешних 
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токов 9

222)(

1 3=)(




t

etI , 10

222)(

2 2=)(




t

etI  найдено численное решение с начальными 

значениями 0=0t , Tx 0),101.3235(0,= 23
0

 . Полученные графики представлены 

на рис. 6.1–6.3. 

 

Рисунок 6.1 – График тока )(
1

tI  

 

Рисунок 6.2 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.3 – График напряжения )(tUC  
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Графики решения для электрической цепи с нелинейными сопротивлениями 

и проводимостями (5.18), где 1=k , внешними токами 1.6)(0.5sin50=)(1 ttI , 

ttI sin50=)(2  и начальными значениями 0=0t , Tx 0)50.2488,(0,=0   представ-

лены на рис. 6.4–6.6. 

 

Рисунок 6.4 – График тока )(
1

tI  

 

Рисунок 6.5 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.6 – График напряжения )(tUC  
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Графики решений, представленные на рис. 6.1–6.6, являются ограниченны-

ми на отрезке времени от 0 до 500 пс. При увеличении отрезка в 4–10 раз выпол-

няются аналогичные ограничения. Анализ графиков показывает, что для системы 

(1.1)–(1.3) с определенными экспоненциальными или синусоидальными токами 

(5.19), а также сопротивлениями и проводимостями вида (5.17), (5.18), существу-

ют глобальные решения, ограниченные на всей области определения. Следова-

тельно, вывод об устойчивости по Лагранжу ДАУ, соответствующего системе 

(1.1)–(1.3) с определенными функциями вида (5.17)–(5.19), который получен с 

помощью теоремы 5.1.1, подтвержден численным экспериментом. 

Графики решения для электрической цепи с нелинейными сопротивлениями 

и проводимостями (5.17), 0.1=k , внешними токами ttI 0.1=)(1 , 2
2 0.001=)( ttI  и 

начальными значениями 0=0t , Tx (0,0,0)=0  представлены на рис. 6.7–6.9. 

 

Рисунок 6.7 – График тока )(
1

tI  

 

Рисунок 6.8 – График тока )(tIL  
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Рисунок 6.9 – График напряжения )(tUC  

 

Анализ графиков на рис. 6.7–6.9 показывает, что для системы (1.1)–(1.3) с 

токами вида (5.20), сопротивлениями и проводимостями вида (5.17), существует 

глобальное решение, возрастающее с ростом времени и, следовательно, неограни-

ченное. Аналогичный результат вытекает из применения теоремы 5.1.1, поскольку 

выполнены условия существования и единственности решения задачи Коши (2.1), 

(2.2), однако условия устойчивости по Лагранжу не выполнены. 

 

6.3 Нахождение численных решений для модели конкретного               

радиотехнического устройства 

 

Для системы (5.21)–(5.23), которая описывает модель электрической цепи, 

изображенной на рис. 5.1, будем искать приближенные решения с помощью пред-

ложенного метода (6.5)–(6.8). Интервал времени задан в пс. 

Выберем параметры 0.5=L  нГн, 0.5=C  пФ, 0.1=r  Ом, 0.1=g  Ом 1 , вход-

ное напряжение tte sin1002=)(  , нелинейные сопротивления и проводимость 

 

3333
0 =)(,=)(,=)(,=)( yyhyyyyyy  .   (6.27) 

 

На рис. 6.10–6.12 представлены графики численного решения c начальными зна-

чениями 0=0t , Tx (0,0,0)=0 . 
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Рисунок 6.10 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.11 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.12 – График тока )(tI  

 

Графики решения для электрической цепи с параметрами 0.5=L  нГн, 

0.5=C  пФ, 2=r  Ом, 0.2=g  Ом 1 , нелинейными сопротивлениями и проводи-

мостью (6.27), входным напряжением tte sin=)(  и начальными значениями 0=0t , 

Tx (0,0,0)=0  представлены на рис. 6.13–6.15.  
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Рисунок 6.13 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.14 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.15 – График тока )(tI  

 

Изменим напряжение на )(5sin100=)( tete t . Полученные графики пред-

ставлены на рис. 6.16–6.18. 
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Рисунок 6.16 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.17 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.18 – График тока )(tI  

 

Пусть 0.5=L  нГн, 0.5=C  пФ, 2=r  Ом, 0.2=g  Ом 1 , tte sin100=)( , 

3
0 10=)( yy , 330=)( yy , 340=)( yyh , 320=)( yy , 0=0t , Tx (0,0,0)=0 . Графики 

полученного решения представлены на рис. 6.19–6.21. 
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Рисунок 6.19 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.20 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.21 – График тока )(tI  

 

Графики решения для электрической цепи с линейными параметрами 

2=L  нГн, 0.5=C  пФ, 0.03=r  Ом, 0.3=g  Ом 1 , нелинейными параметрами 

(6.27) и 5/225)(4=)(  tete , 0=0t , Tx (0,0,0)=0  представлены на рис. 6.22–6.24. 
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Рисунок 6.22 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.23 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.24 – График тока )(tI  
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Выберем параметры 0.5=L  нГн, 0.5=C  пФ, 2=r  Ом, 0.2=g  Ом 1  и 

напряжение 0.5)(0.5sin200=)( tte . На рис. 6.25–6.27 представлены графики ре-

шения с начальными значениями 0=0t , Tx (0,0,0)=0  для нелинейных сопротив-

лений и проводимости вида 

 

.sin=)(,sin=)(,sin=)(,=)( 3
0 yyyyhyyyy    (6.28) 

 

 

Рисунок 6.25 – График тока )(tIL  

 

 

Рисунок 6.26 – График напряжения )(tUC  
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Рисунок 6.27 – График тока )(tI  

 

Для тех же значений параметров, функций (6.28) и напряжения 

210)(2=)( tte  графики решения с начальными данными 0=0t , Tx 10,5)(10,=0   

представлены на рис. 6.28–6.30. 

 

Рисунок 6.28 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.29 – График напряжения )(tUC  
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Рисунок 6.30 – График тока )(tI  

 

Анализ графиков, представленных на рис. 6.10–6.30, показывает, что для 

системы (5.21)–(5.23) с входным напряжением типа (5.28), а также нелинейными 

сопротивлениями и проводимостью типа (5.26), (5.27), существуют ограниченные 

глобальные решения. Следовательно, вывод о существовании глобальных реше-

ний и устойчивости по Лагранжу, полученный с помощью теоремы 5.1.1 для 

частных случаев, подтвержден численным экспериментом. 

Графики решения с 1=L  нГн, 0.5=C  пФ, 2=r  Ом, 0.3=g  Ом 1 , нелиней-

ными параметрами (6.27), входным напряжением 2=)( tte   и начальными значе-

ниями 0=0t , Tx (0,0,0)=0  представлены на рис. 6.31–6.33. 

 

 

Рисунок 6.31 – График тока )(tIL  
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Рисунок 6.32 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.33 – График тока )(tI  

 

Определим 0.5=L  нГн, 0.5=C  пФ, 2=r  Ом, 0.2=g  Ом 1 , 102=)( tte . 

Графики решения с начальными значениями 0=0t , Tx (0,0,0)=0  для нелинейных 

сопротивлений и проводимости (6.28) изображены на рис. 6.34–6.36. 

Графики решения для электрической цепи с 0.5=L  нГн, 0.5=C  пФ, 

2=r  Ом, 0.3=g  Ом 1 , tete 0.10.01=)( , 3
0 0.01=)( yy , 30.1=)( yy , 30.01=)( yyh , 

30.1=)( yy , 0=0t , Tx (0,0,0)=0  представлены на рис. 6.37–6.39. 

Анализ графиков на рис. 6.31–6.39 показывает, что для системы (5.21)–(5.23) с 

входным напряжением типа (5.29), а также нелинейными параметрами типа (5.26), 

(5.27), существуют глобальные решения, возрастающие с ростом времени и, следова-

тельно, неограниченные. Аналогичный результат следует из применения теоремы 5.1.1. 
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Рисунок 6.34 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.35 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.36 – График тока )(tI  
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Рисунок 6.37 – График тока )(tIL  

 

Рисунок 6.38 – График напряжения )(tUC  

 

Рисунок 6.39 – График тока )(tI  
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Выводы по разделу 6 

 

1. Известные в настоящее время численные методы решения полулинейных 

дифференциально-алгебраических уравнений, как правило, применимы на ло-

кальном отрезке времени, а вычисление гарантированной протяженности этого 

отрезка является отдельной проблемой, иногда весьма сложной. В то же время 

для полноценного анализа динамических моделей важно иметь возможность ис-

следовать поведение решения на сколь угодно большом отрезке времени. 

2. Разработан численный метод нахождения решений полулинейного диф-

ференциально-алгебраического уравнения с регулярным характеристическим 

пучком, который учитывает условия существования и единственности решения, 

указанные в теоремах 5.1.1, 3.2.1. Приближенное решение вычисляется на любом 

заданном отрезке времени. По сравнению с известными методами решения полу-

линейных дифференциально-алгебраических уравнений, в предложенном методе 

ослаблены ограничения на нелинейную часть уравнения и ее частные производ-

ные. Также в предложенном методе ДАУ сведено к системе из чисто дифферен-

циального и алгебраического уравнений с помощью спектральных проекторов 

типа Рисса, которые можно численно найти. 

3. С помощью разработанного численного метода найдены приближенные 

решения для математических моделей нелинейных радиотехнических цепей. Реа-

лизация численного метода и вычисление спектральных проекторов типа Рисса 

производится в среде MATLAB. Построены графики приближенных решений, ко-

торые демонстрируют эволюционные свойства рассмотренных моделей. Анализ 

численных решений подтверждает результаты теоретических исследований. 

Основные результаты раздела опубликованы в [70, 75, 94]. 
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ВЫВОДЫ 

 

В диссертации решена научная задача, которая заключается в получении 

новых условий глобальной разрешимости и устойчивости полулинейных диффе-

ренциально-алгебраических уравнений, разработке метода их численного реше-

ния, а также в исследовании глобальной динамики нелинейных радиотехнических 

цепей. 

По результатам диссертационной работы сделаны следующие выводы: 

1. Получил дальнейшее развитие метод продолжения решений обыкновен-

ного дифференциального уравнения с использованием дифференциальных нера-

венств и функций типа Ляпунова и Ла-Салля, что позволяет получать условия не-

ограниченной продолжаемости решений при более общих предположениях отно-

сительно нелинейной части уравнения. 

2. Предложена блочная структура операторных коэффициентов сингуляр-

ных дифференциально-алгебраических уравнений и метод ее построения, которые 

позволяют свести исходное уравнение к системе из чисто дифференциальных и 

чисто алгебраических уравнений. 

3. Сформулированы и доказаны теоремы существования и единственности 

глобального решения задач Коши для обыкновенного полулинейного дифферен-

циального уравнения и полулинейных дифференциально-алгебраических уравне-

ний с регулярным и сингулярным характеристическими пучками. Теоремы не со-

держат ограничений типа глобального условия Липшица, что позволяет приме-

нять их для исследования более широких классов прикладных задач, в частности, 

для анализа глобальной динамики нелинейных радиотехнических цепей и других 

систем и процессов, при математическом моделировании которых возникают 

дифференциальные и дифференциально-алгебраические уравнения. 

Теорема существования и единственности глобального решения задачи Ко-

ши для полулинейного дифференциально-алгебраического уравнения с сингуляр-

ным пучком произвольного ранга включает случаи, когда соответствующая си-

стема уравнений недоопределена или переопределена. В частности, подобные си-



 173 

стемы возникают при исследовании математических моделей в условиях непол-

ных данных и при рассмотрении обратных задач. 

4. Получены результаты о глобальной разрешимости, которые учитывают 

специфику нелинейных частей дифференциально-алгебраических уравнений, а 

именно, наличие слагаемых, зависящих только от времени, и линейных нестацио-

нарных частей. Эти результаты используются при анализе переходных процессов 

в нелинейных радиотехнических цепях и могут быть применены для анализа ма-

тематических моделей других процессов и систем, в которых возникают диффе-

ренциально-алгебраические уравнения. 

5. Сформулированы и доказаны теоремы об устойчивости и неустойчивости 

по Лагранжу полулинейных дифференциально-алгебраических уравнений с регу-

лярным и сингулярным характеристическими пучками. Теоремы дают достаточ-

ные условия существования и единственности глобального решения, ограничен-

ного на всей области определения, и решения, которое имеет конечное время 

определения. Теоремы могут быть использованы для анализа эволюционных 

свойств состояний математических моделей конкретных систем и процессов, ко-

торые описываются соответствующими уравнениями. 

6. Построены математические модели пяти типов нелинейных радиотехни-

ческих устройств с сосредоточенными параметрами. Как и в методе электромеха-

нических аналогий, разработанные в диссертации математические модели могут 

быть использованы в анализе робототехнических, экономических и других си-

стем, в которых выделяются структурная геометрия в форме модельного графа и 

параметры составляющих элементов. 

7. Для построенных математических моделей нелинейных радиотехниче-

ских устройств указаны ограничения, которые обеспечивают гладкую детермини-

рованную эволюцию состояний (переходных режимов) на бесконечном интервале 

времени, и условия, при которых соответствующие дифференциально-

алгебраические уравнения устойчивы по Лагранжу. Указанным ограничениям 

удовлетворяют определенные нелинейные функции, которые не являются гло-

бально липшицевыми, что позволяет гарантировать существование и ограничен-
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ность глобальных решений уравнений динамики более широких классов нели-

нейных систем. 

Анализ рассмотренных задач показал, что практическая проверка условий 

полученных теорем является достаточно эффективной и эти условия могут быть 

физически обеспечены. 

8. Разработан численный метод нахождения решений полулинейного диф-

ференциально-алгебраического уравнения (c регулярным характеристическим 

пучком) на любом заданном отрезке времени. С помощью разработанного метода 

найдены приближенные решения для математических моделей нелинейных ра-

диотехнических цепей. Построены графики приближенных решений, которые де-

монстрируют эволюционные свойства рассмотренных моделей. 

Анализ численных решений подтверждает результаты теоретических иссле-

дований. 
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